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共形粘合的有界度圆填充逼近

陈德健，蓝师义
（广西民族大学理学院，广西 南宁 ５３０００６）

摘　要：共形粘合在Ｔｅｉｃｈｍ̈ｕｌｌｅｒ理论和拟共形映射的发展中起着关键作用。文中应用有界度圆填充构造了由一
个拟对称映射诱导的共形粘合映射及其相关拟圆周的离散近似，并证明了它们的收敛性。这为共形粘合映射提

供了一种更一般的离散近似方法。
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　　圆填充是指具有特定相切模式的一种圆格局，
其理论在复分析与离散几何的交叉学科中是当今一

个快速发展的研究领域。近几年来在这个领域研究

所取得的成就起源于 Ｆｉｅｌｄｓ奖得主 Ｔｈｕｒｓｔｏｎ［１］在
１９８５年提出这样的猜测：六边形圆填充可用来近
似Ｒｉｅｍａｎｎ映射。１９８７年 Ｒｏｄｉｎ等［２］证明了该方

案的收敛性。随后出现大量关于圆填充理论及其应

用的研究 （见文 ［３－６］等）。共形粘合最近重新
引起人们的研究兴趣，是因为它在图像识别和弦理

论研究中有着重要的应用。例如，Ｍｕｍｆｏｒｄ等［７］用

共形粘合作为关键步骤来研究图像识别方法；Ｒａｄ
ｎｅｌｌ［８］证明了有界 Ｒｉｅｍａｎｎ曲面的拟对称粘合可以
给弦理论提供一个模型；Ｗｉｌｌｉａｍｓ［９］用离散粘合技
术构造了三角剖分曲面的共形映射。

对共形粘合的离散逼近的研究，Ｗｉｌｌｉａｍｓ［１０］已
经建立了共形粘合的六边形圆填充离散逼近。在本

文，我们将Ｗｉｌｌｉａｍｓ的结果推广到非六边形圆填充
即有界度圆填充的情形。首先，我们讨论平面内两

个不相交圆盘的共形粘合。从复平面内无限有界度

圆填充的载体我们可以构造这两个圆盘的近似区

域，将组合粘合技术应用于这两个近似区域，我们

得到球面上的一个三角剖分。根据圆填充定理，就

得到Ｒｉｅｍａｎｎ球面上一个相关的圆填充。由此我们
可建立两个离散近似映射。然后，证明了它们分别

收敛于由一个拟对称诱导的两个共形粘合映，并且

散粘合曲线也收敛于该拟对称诱导的拟圆周；其

次，我们研究上半平面与下半平面的共形粘合。应

用两个有限正方形区域序列分别近似上半平面与下
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半平面，对于每一对正方形区域，类似于前面的做

法，我们可以得到它们的有界度圆填充离散近似区

域，对这两个近似区域应用组合粘合方法就得到一

个拓扑圆盘的三角剖分，这就给出复平面上一个相

关的圆填充。基于此，我们就可以建立两个离散近

似映射，然后推出它们的收敛性。

本文工作与文 ［１０］的主要不同是：第一，
构造离散共形粘合所使用的圆填充不同，文 ［１０］
应用六边形圆填充即每个圆的周围都有六个相邻

圆，而我们应用有界度圆填充，也就是每个圆的周

围不一定都有六个相邻圆，但只要其相邻圆的个数

有界就可以；第二，所粘合的区域不一样，我们将

文 ［１０］所讨论的单位圆盘与单位圆盘外部的离
散粘合推广到复平面内任意两个相交圆盘的情形。

本文组织如下：在第１节给出圆填充与共形粘合的
基本概念及一些相关结果；在第２节讨论平面两个
不相交圆盘的离散共形粘合；上半平面与下半平面

的离散共形粘合在第３节讨论。

１　圆填充与共形粘合
在这一节我们将简要给出圆填充与共形粘合的

基本概念及其相关结果，更详细的背景知识，可参

见文 ［６，１１］等。
定义１给定一个三角剖分 Ｋ，我们称复平面

瓘内一个圆集合 Ｐ为关于 Ｋ的圆填充，若下面条
件成立：

（ｉ）对于Ｋ中每个顶点ｕ，在Ｐ中都有一个圆
Ｃｕ与之对应；

（ｉｉ）若［ｕ，ｖ］是Ｋ的一条边，则圆Ｃｕ与Ｃｖ外
切；

（ｉｉｉ）若 ｕ，ｖ，ｗ是 Ｋ内的一个正向面，则 Ｃｕ，
Ｃｖ，Ｃｗ组成Ｐ中一个正向的两两相切的三个圆。

一个圆填充称为单叶的，如果它所有的圆都不

重叠，也就是没有两个圆相交多于一点。一个圆填

充称为有界度圆填充，若其每个圆的相邻圆的个数

都小于或等于某个常数。用测地线连接圆填充 Ｐ
中所有相切圆的中心所形成的几何复形称为 Ｐ的
载体，记为 ｃａｒｒ（Ｐ），也称为复形 Ｋ在欧式平面
瓘上的嵌入。

关于圆填充的存在唯一性，我们给出下面本文

将用到的两个结果，它们可以从文 ［６］得到。
命题１（圆填充定理）　给定球面上的一个抽

象三角剖分Ｋ，则在Ｒｉｅｍａｎｎ球面 Ｓ２上存在关于
Ｋ的单叶圆填充 Ｐ，且 Ｐ对于 Ｍ̈ｏｂｉｕｓ变换来说是
唯一的。

命题２　一定存在复平面 瓘 内无限的有界度
单叶圆填充Ｐ，使得其载体填满整个复平面瓘，即
ｃａｒｒ（Ｐ）＝瓘。

定义２　给定两个Ｊｏｒｄａｎ区域Ｄ１和Ｄ２以及它
们边界上的一个同胚映射φ：Ｄ１→Ｄ２，如果等同
点ｘ∈Ｄ１与φ（ｘ）∈Ｄ２，那么就可以把Ｄ１和Ｄ２粘
合在一起。进一步，若存在两个共形映射 ｆ：Ｄ１→
Ω与ｇ：Ｄ２→Ω，使得在边界上有ｇ＝ｆφ，其中Ω
和Ω 分别为Ｒｉｅｍａｎｎ球面 Ｓ２内某一条 Ｊｏｒｄａｎ曲
线Γ的有界分支与无界分支，则称 φ为一个共形
粘合。

定义３　设 Ｄ和 Ｄ 是复平面 瓘 内的两个圆
盘，映射φ：Ｄ →Ｄ是一个保向同胚映射。若一
个存在常数 Ｋ，使得 Ｄ 上任意具有相同长度
（ＩＤ ＝ ＪＤ）的两个相邻的子区间Ｉ与Ｊ，有

１
Ｋ≤

φ（Ｉ）Ｄ

φ（Ｊ）Ｄ
≤Ｋ，则称φ为一个Ｋ拟对称映射。

定义４　设Γ１和Γ２是复平面瓘内的两条Ｊｏｒ
ｄａｎ曲线，称映射φ：Γ１→Γ２为一个Ｋ－双ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ

同胚映射，若对所有 ｘ，ｙ∈ Γ１，有
１
Ｋ｜ｘ－ｙ｜Γ１

≤｜φ（ｘ）－φ（ｙ）｜Γ２≤Ｋ｜ｘ－ｙ｜Γ１。
容易知道，任意一个Ｋ－双Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ映射都是

一个Ｋ２－拟对称映射。关于两个区域的共形粘合
问题，有下面著名结果，也称为共形粘合定理，它

可由文 ［１１］得到。
命题３（共形粘合定理）　设Ｄ，Ｄ 瓘是两

个不相交的圆盘，φ：Ｄ →Ｄ是一个拟对称映射，
则存在两个共形映射ｆ：Ｄ→Ω和ｇ：Ｄ →Ω，使得
它们在边界上满足ｇ＝ｆφ，这里Ω与Ω是Ｓ２上
某一条Ｊｏｒｄａｎ曲线的两个分支。

本文的主要目标是应用有界度圆填充方法构造

命题３中ｆ与ｇ的离散近似映射，并证明它们的收
敛性。

２　圆盘粘合的离散近似
在这一节我们将讨论两个拓扑圆盘的离散共形

粘合。也就是，我们应用有界度圆填充技术构造两

个圆盘粘合的离散近似映射，然后证明这些离散粘

合映射收敛于共形粘合映射。这分为下面三个步骤

进行。

第一步，首先描述两个三角剖分的组合粘合。

设Ｔ和 Ｔ 是两个拓扑圆盘的三角剖分，且假设它
们被嵌入到复平面 瓘 内，使得它们的每个三角形
都是欧氏三角形。将Ｔ的边界顶点，按逆时针记为

５３
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ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ，Ｔ 的边界顶点按顺时针记为 ｗ１，ｗ２，
…，ｗｍ。设φ：Ｔ→Ｔ是一个Ｋ－双ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ同胚
映射。为了确保Ｔ 中每个边界顶点在 φ下的像都
是Ｔ中某一边界顶点，因此，我们需要对 Ｔ 的每
个边界顶点ωｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）按下面添加一个顶点

珓ｖｉ＝
ｖｊ，当 φ（ωｉ）－ｖｊ≤

ｒ
３Ｋ时，

φ（ωｉ），　　
{

其他

到Ｔ的边界上，其中ｒ＝ｍｉｎｉｊ｛｜ｗｉ－ｗｉ＋１｜Ｔ，｜ｖｊ
－ｖｊ＋１｜Ｔ｝，并添加相应新的边就得到一个新的三
角剖分，记为 。类似地，对Ｔ中每一个边界顶点
ｖｊ（ｊ＝１，２，…，ｎ），按如下添加一个顶点

珟ωｊ＝
ωｉ，若ｖｊ＝珓ｖｉ，

φ－１（ｖｊ），{ 其它

到Ｔ 边界上，再添加相应新的边就得到扩张的三
角剖分，记为  ，如图１所示。根据上面的假设
和构造，并注意到映射φ是一个Ｋ－双Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ同
胚，所以，类似于文 ［１０］的论证，我们可以得到
下面两个引理。

引理１　存在  的边界顶点与 的边界顶点

之间的一个保向一一映射 φＴ，使得 φＴ（ｗｉ）＝珓ｖｉ，
φＴ（珘ｗｊ）＝ｖｊ，ｉ＝１，２，…，ｍ，ｊ＝１，２，…，ｎ。而且，
如果将φＴ仿射扩张到  的边上，那么得到的同

胚映射是  上的一个Ｋ－双Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ映射。
引理２　假设三角剖分 Ｔ和 Ｔ 的每个三角形

的内角都属于区间［α，β］，其中０＜α≤β＜π是
两个常数。则它们的扩张三角剖分Ｔ 和Ｔ中每个
面的内角θ也属于某区间［α，β］，这里０＜α

≤β ＜π仅依赖于α，β，Ｋ和比率Ｃ＝ｌ／ｌ ，而ｌ
和ｌ分别表示Ｔ和Ｔ中包含一个边界顶点的边的
最大长度和最小长度。

图１　两个三角剖分的组合粘合
Ｆｉｇ１　Ｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌｗｅｌｄｉｎｇｏｆｔｗｏｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎｓ

第二步，用有界度圆填充构造两个圆盘的离散

近似区域。考虑复平面内如命题３中两个不相交的
圆盘Ｄ与Ｄ 。根据命题２，我们知道，必存在一
个填满整个复平面的有界度无限单叶圆填充 Ｑ，
不妨假设Ｑ中每个圆的半径不超过１／（２ｎ），其中
ｎ∈瓔。设 ＱＤ是包含于 Ｄ内的 Ｑ的最大子圆填
充，记其载体ｃａｒｒ（ＱＤ）＝Ｔｎ。令Ｄｎ表示Ｔｎ的多
面体，则ＤｎＤ为Ｄ的一个离散近似区域，如图
２所示。完全类似地，我们可以得到包含于 Ｄ 内
的一个三角剖分Ｔｎ及其相应的离散近似区域Ｄｎ ，
并取定Ｔｎ 的一个内部顶点为 ｗ∞ 。容易知道，当
ｎ→∞时，Ｄｎ→Ｄ，Ｄｎ →Ｄ 。

图２　一个圆盘Ｄ的离散近似区域Ｄｎ的构造

Ｆｉｇ２　Ｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｄｉｓｃｒｅｔｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｎｇ
ｒｅｇｉｏｎｓＤｎｏｆａｄｉｓｃＤ

接下来，设ｐｎ与 ｐｎ 分别为从 Ｄｎ到 Ｄ及从

Ｄｎ 到Ｄ 的镜像投影。对给定一个 Ｋ－双 Ｌｉｐｓ
ｃｈｉｔｚ同胚 φ：Ｄ → Ｄ，我们令 φｎ＝（ｐｎ）

－１φ
ｐｎ，则当ｎ充分大时，φｎ：Ｄｎ →Ｄｎ也是一个Ｋ－
双Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ同胚。我们应用引理１到映射 φｎ，就
得到由Ｔｎ与Ｔｎ 生成的一个球面三角剖分 Ｋｎ。因
此，根据命题１我们推出存在Ｒｉｅｍａｎｎ球面上一个
关于Ｋｎ的圆填充，记为 ｎ，规范化 Ｐｎ使得圆 Ｃｗ∞
的圆心位于∞。通过球极投影，我们将 Ｐｎ投影到
复平面 瓘 上，就得到 瓘 内一个关于 Ｋｎ＼｛ｗ∞ 的
开星｝的圆填充记为 ｎ。用Ωｎ与Ωｎ 分别表示 ｎ

内对应于 ｎ与 
ｎ ＼｛ｗ∞ 的开星｝的两个子圆填

充的载体的多面体，其中 ｎ与 
ｎ分别为Ｔｎ与Ｔｎ

的扩张三角剖分，则显然有Ωｎ ＝Ωｎ。
第三步，构造命题３中ｆ和ｇ的离散近似映射，

并证明其收敛性。我们定义 ｆ：Ｄ→ Ω的近似映射
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ｆｎ：Ｄｎ→Ωｎ如下：把Ｔｎ中的每一个顶点映到 ｎ对

应于该顶点的圆的中心，然后线性扩张到 ｎ中所

有的边和面。同样，映射ｇ：Ｄ →Ω 的近似映射
定义为 ｇｎ：Ｄｎ ＼｛ｗ∞ 的 开 星｝→ Ωｎ ，即 将

ｎ ＼｛ｗ∞ 的开星｝中每一个顶点映到 ｎ对应于此

顶点的圆的中心，再线性扩张到 
ｎ 中所有的边和

面。则我们有

引理３　 （ｉ）等式 ｇｎ ＝ｆｎφｎ在 Ｄｎ 上成立，
对每一个ｎ∈瓔；

（ｉｉ）对每一个ｎ∈瓔，ｆｎ与ｇｎ都是Ｋ１－拟共
形映射，这里Ｋ１－只依赖于圆填充Ｑ的度；

（ｉｉｉ）对每一个ｎ∈ 瓔，曲线 Γｎ是 Ｋ２－拟圆
周，其中Γｎ＝ｆｎ（Ｄｎ）＝ｇｎ（Ｄｎ）＝Ωｎ＝Ωｎ，
而Ｋ２仅依赖于常数Ｋ和圆填充Ｑ的度。

定理１　给定复平面内两个不相交的圆盘Ｄ和
Ｄ ，设 φ：Ｄ → Ｄ是一个双 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ拟对称映
射，则存在离散近似映射序列ｆｎ和 ｇｎ分别在 Ｄ和
Ｄ 的紧子集上一致收敛于由 φ诱导的共形粘合映
射ｆ和ｇ，当ｎ→∞时。而且当ｎ→∞时，离散粘
合曲线Γｎ收敛于由φ诱导的拟圆周Γ。

证明　首先，由Ｄｎ与Ｄｎ 的构造，我们知道，
当ｎ→∞时，它们分别收敛于 Ｄ与 Ｄ 。另一方
面，因为φ：Ｄ →Ｄ是一个双Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ拟对称映
射，所以由第二步的做法，即对Ｔｎ与Ｔｎ进行组合
粘合，我们就得到球面上的个三角剖分 Ｋｎ，由此
得到Ｒｉｅｍｍａｎｎ球面上关于Ｋｎ的一个圆填充Ｐｎ。于
是，根据球面上面积长度引理，我们推出Ｐｎ中对应
于ｗ∞ 的开星的子圆填充的载体的直径趋近于０，
当ｎ→∞时。同时注意到，Ωｎ ＝Ωｎ 且是一条
Ｊｏｒｄａｎ曲线，对每一个ｎ∈瓔。从而我们得到Ωｎ与
Ωｎ分别收敛于Ω与Ω，其中Ω与Ω分别为Ｓ

２

内某一条Ｊｏｒｄａｎ曲线Γ的两个分支。
其次，根据引理 ３（ｉｉ），我们知道，对于每一

个ｎ∈瓔，ｆｎ和ｇｎ都是Ｋ１ －拟共形映射。由欧氏
平面圆填充的面积长度引理［２］，用类似于文 ［１２
－１３］的方法，我们可以推出当 ｎ→ ∞ 时，ｆｎ：Ｄｎ
→Ωｎ与ｇｎ：Ｄｎ→Ωｎ分别在Ｄ与Ｄ的紧子集内一
致收敛于共形映射ｆ：Ｄ→Ω和ｇ：Ｄ →Ω 。

最后，注意到对于每个 ｎ∈ 瓔，成立 φｎ ＝
（ｐｎ）

－１°φ°ｐｎ 。同时当ｎ→∞时，（ｐｎ）
－１与ｐｎ分别

收敛于恒等映射。因此，我们推出当ｎ→∞时，φｎ
一致收敛于φ。这样在引理３（ｉ）中令 ｎ→ ∞，
我们就得到ｇ＝ｆ°φ．此外，引理３（ｉｉｉ）给出了对
于每个 ｎ∈ 瓔，Γｎ是一个拟圆周，再根据环引

理［２］，我们可以推出Γｎ一致收敛于某一个拟圆周
Γ，当ｎ→∞时。于是就完成了这个定理的证明。

如果把上面定理中的双Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ映射φ改为是
一个拟对称映射，则结论也成立。也就是以下定

理。

定理２　给定复平面内两个不相交的圆盘Ｄ和
Ｄ ，设φ：Ｄ →Ｄ是一个拟对称映射，则存在
离散近似映射序列ｆｎ和ｇｎ分别在Ｄ和Ｄ的紧子集
上一致收敛于由φ诱导的共形粘合映射ｆ和ｇ，当
ｎ→∞时。而且当ｎ→∞时，离散粘合曲线Γｎ收
敛于由φ诱导的拟圆周Γ。

证明 根据文 ［１１，１４］，我们知道，双 Ｌｉｐｓ
ｃｈｉｔｚ映射在所有拟对称映射组成的集合中是稠密
的，由此，我们推出该定理成立。

３　半平面粘合的离散近似
在这一节我们将应用有界度圆填充技术构造上

半平面 Ｕ与下半平面 Ｌ粘合的离散近似映射，然
后，证明它们的收敛性。

首先，构造离散近似映射。设 φ是 瓗 上的一
个Ｋ－双 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ拟对称映射使得０和 ∞ 是它的
两个不动点。对每个ｎ∈瓔，用ａ与ｂ分别表示满
足下面条件的１／ｎ的两个最小倍数：ａ≤ φ（－ｎ），
φ（ｎ）≤ｂ。如在第３节假设 Ｑ为填满整个复平面
瓘的无限有界度单叶圆填充且 Ｑ中每个圆的半径
小于或等于１／ｎ。用 ＴＵｎ和 ＴＬｎ分别是包含于区域
［ａ，ｂ］×［０，ｂ－ａ］和［－ｎ，ｎ］×［－２ｎ，０］中的 ｃａｒｒ
（Ｑ）的两个最大子复形。将ＴＵｎ中位于０和１的顶
点分别记为ｖ０和ｖ１，且用Ｌｎ和Ｕｎ分别表示ＴＬｎ和
ＴＵｎ所形成的多面体区域。上面的条件保证了 ＴＬｎ
∩瓗的顶点在φ下的像位于ＴＵｎ∩瓗的边上，应
用第３节的粘合方法，通过 φ我们分别 ＴＵｎ和 ＴＬｎ
扩张为 Ｕｎ和 Ｌｎ。

注意到不一定有ａ＝φ（－ｎ），ｂ＝φ（ｎ），因此
为了确保 Ｌｎ∩瓗中的顶点与 Ｕｎ∩ 瓗 的顶点之
间的一一对应，我们可以删除 Ｕｎ中位于ａ与ｂ上
的顶点。从而通过把 Ｌｎ∩瓗中的顶点映为 Ｕｎ∩
瓗 顶点然后线性延拓到边我们就得到一个离散拟
对称映射φｎ： Ｌｎ∩ 瓗 → Ｕｎ∩ 瓗。于是，等同
Ｕｎ的顶点与它在φｎ下的像就得到一个闭圆盘的三
角剖分Ｋｎ。根据命题１，我们容易知道一定存在
一个关于Ｋｎ的欧氏圆填充Ｐｎ，规范化Ｐｎ

使得圆Ｃｖ０和 Ｃｖ１的中心分别位于０和１。将

ｃａｒｒＰｎ中对应 Ｕｎ和 Ｌｎ的区域分别记为Ωｎ和Ω

ｎ 。
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我们定义ｆ：Ｕ→Ω与ｇ：Ｌ→Ω的两个离散近似映
射为

ｆｎ：Ｕｎ→Ωｎ，ｎ：Ｌｎ→Ωｎ
其次，证明离散近似映射 ｆｎ和 ｇｎ的收敛性。

因为φ是一个保向的实同胚，所以 φ在 瓗 上递增
的。由此，我们得到，当 ｎ→ ∞ 时，ａ→－∞，ｂ
→＋∞且Ｌｎ∪Ｕｎ→瓘。由假设φ是双Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ映
射，而Ｋｎ是有界度的，因此ｆｎ和ｇｎ均是Ｋ１－拟共
形映射，其中 Ｋ１不依赖于 ｎ。同时，由构造我们
推出，等式 ｇｎ ＝ｆｎφｎ在 ［－ｎ，ｎ］成立。进一步，
我们有

引理４　近似映射ｆｎ和ｇｎ都能通过瓘成为扩
张的Ｋ－拟共形映射。而且，对于给定 瓘 的任意
紧子集Ｅ，则当ｎ充分大时，映射ｆｎ和ｇｎ在Ｅ上
都有定义。

证明　根据引理１我们得到，每个离散拟对称
映射φｎ是Ｋｎ－双ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ映射，由此推出它为［－
ｎ，ｎ］上的Ｋ２ｎ －拟对称映射。文 ［１５］的结果给
出，每个φｎ可扩张为整个瓗上的 Ｋ′ｎ－拟对称映
射φ′ｎ，其中Ｋ′ｎ仅依赖于Ｋｎ。而由ＢｅｕｒｌｉｎｇＡｈｌｆｏｒｓ
扩张定理，我们知道每个φ′ｎ都有一个扩张到下半
平面Ｌ的Ｋ２＝Ｋ２ （Ｋ′ｎ） －拟共形映射Φｎ。于是
我们通过ｆｎ＝ｇｎΦ

－１
ｎ 来定义ｆｎ在Φｎ（Ｌｎ）上的扩张。

由 Ｕｎ的构造我们知道，当ｎ→∞时，Ｕｎ→Ｕ。
因此，对于给定 瓘 的紧子集 Ｅ，当 ｎ足够大时，
Ｕｎ将覆盖Ｅ∩Ｕ。为了保证ｆｎ在Ｅ∩Ｌ上有定义，
下证对足够大的 ｎ，Φｎ（Ｌｎ）也将覆盖 Ｅ∩ Ｌ。由
ＢｅｕｒｌｉｎｇＡｈｌｆｏｒｓ扩张的构造［１６］知，当 ｎ→ ∞ 时，
Φｎ局部一致收敛于 Φ，其中 Φ是 φ的 Ｂｅｕｒｌｉｎｇ
Ａｈｌｆｏｒｓ扩张。因此，对每个 ｉ＝１，２，…，Φ（Ｌｉ）必
包含０的一个相对开邻域 Ｂ（０，Ｒｉ）∩ Ｌ。假设 Ｒｉ
是这样一个开邻域的最大半径。则因为 Φ是真映
射且当ｎ→∞时Ｌｎ→Ｌ，所以必有Ｒｉ→∞，当ｉ
→∞时。然而，由于Ｌｉ是紧的，因此 Φｎ在 Ｌｉ上
一致收敛于 Φ。于是，对每个 ｉ，一定能找到 Ｎｉ
∈瓔，使得对所有ｎ≥Ｎｉ，有ｄｉｓｔ（Φ（Ｌｎ＼（－ｎ，

ｎ）），０）＞
Ｒｉ
２．特别地，对所有ｎ≥Ｎｉ，有

Ｂ（０，
Ｒｉ
２）Φｎ（Ｌｎ）

另一方面，对充分大的 ｉ，Ｅ∩ Ｌ必包含于开邻域
Ｂ（０，Ｒｉ／２）中。因此，对ｎ≥Ｎｉ，ＥΦ（Ｌｎ）。从
而我们得到ｆｎ在Ｅ上有定义。

完全类似地，通过 ｇｎ ＝ｆｎｌΦｎｌ来定义 ｇｎ在
ｌΦ－１ｎｌ（Ｕｎ）上扩张，其中 ｌ是 瓗 上的反射。注意
到，当 ｎ→ ∞ 时，Φ－１ｎ 局部一致收敛于 Φ

－１且

ｌ（Ｕｎ）将填满Ｌ，因此用同样于ｆｎ的扩张方法，我
们推出，对于瓘的任意紧子集 Ｅ′，对足够大的 ｎ
映射ｇｎ都在Ｅ′上有定义。这就完成了这个引理的
证明。

由于每个ｆｎ都使得０和１为不动点而忽略∞，
因此由文 ［１１］我们知道，｛ｆｎ｝是正规族且存在一
个子序列局部一致收敛于 瓘 上的一个 Ｋ－拟共形
同胚映射ｆ。通过重新组合，我们可假设整个序列
｛ｆｎ｝收敛于ｆ。因为ｆ的定义域是整个复平面，所
以Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅｓ定理给出 ｆ的值域也是整个复平面。
事实上，通过令ｆ（∞）＝∞可以使 ∞ 为 ｆ的可去
奇点，于是ｆ（瓗∪ ｛∞｝）是在 Ｓ２上过０，１和 ∞
的一条Ｊｏｒｄａｎ曲线。

根据ｆｎ的构造和圆填充的环引理，我们推出
当ｎ→∞时，ｆｎ在Ｕ的任意紧子集上的最大伸缩商
趋近于１。由此我们得到 ｆ在 Ｕ上是共形的。同
理，我们推出 ｛ｇｎ｝也收敛于 Ｌ上的一个共形映射
ｇ。从而我们有

定理３　若给定一个双 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ拟对称映射
φ，则一定存在两个离散近似映射序列 ｆｎ和 ｇｎ分
别在Ｕ和 Ｌ的紧子集上一致收敛于由 φ诱导的共
形粘合映射ｆ和ｇ。而且，由ｆｎ和ｇｎ的像的公共边
界形成的离散粘合曲线 Γｎ是一个拟圆周，它一致
收敛于由φ诱导的拟圆周Γ。

证明　由于ｆ和ｇ在瓘上是Ｋ－拟共形的，因
此ｆ（瓗∪｛∞｝）＝ｇ（瓗∪｛∞｝）是一个拟圆周。
另外，注意到对每个ｎ∈瓔，有ｇｎ ＝ｆｎφｎ，并且
ｆｎ，ｇｎ和φｎ在瓗上分别一致收敛于ｆ，ｇ和φ，所以
我们有ｇ（ｘ）＝ｆφ（ｘ），ｘ∈瓗。

根据共形粘合定理的唯一性，我们知道ｆ｜Ｕ和
ｇ｜Ｌ必是对应于φ的两个共形粘合映射。这蕴含着
原来构造的两个序列｛ｆｎ｝与｛ｇｎ｝的收敛性。由引
理４我们知道，｛ｆｎ｝与 ｛ｇｎ｝都是拟共形映射，于
是Γｎ是一个拟圆周。此外，由构造我们知道，ｆ｜Ｌ
与ｇ｜Ｕ分别为粘合映射ｆ与ｇ通过Γ的扩张。因此
由ｆｎ和ｇｎ在瓗上的一致收敛性推出 Γｎ也一致收
敛于Γ，当ｎ→∞时。这样我们就完成了这个定
理的证明。

（下转第４４页）
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