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基于尖点突变理论的平行组拼双肋拱侧倾失
稳临界荷载计算新方法

禹奇才，刘爱荣，肖才涛，傅继阳
（广州大学－淡江大学工程结构灾害与控制联合研究中心∥
广东高校结构安全与健康监测工程技术研究中心∥

广州市结构安全与健康监测重点实验室，广东 广州　５１０００６）

摘　要：基于尖点突变理论，首次以平行组拼双肋拱为研究对象，设定了结构侧倾屈曲位移函数，构建了侧倾
失稳变形能量表达式，通过数学转换，建立了尖点突变模型，获得了平行组拼双拱肋系统的平衡曲面 Ｍ方程和
分歧点集Ｂ方程，通过分析体系失稳条件，计算了分歧点集解，推导了系统侧倾失稳临界荷载计算公式，提出
了平行组拼双肋拱侧倾失稳临界荷载计算新方法；最后与有限元数值解进行了对比分析，结果表明：文中所推

导的侧倾失稳临界荷载理论解与有限元数值解吻合良好，验证了基于尖点突变理论的平行组拼双肋拱侧倾失稳

临界荷载计算方法的正确性，为拱结构侧倾屈曲的研究开辟了一条新途径。
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　　拱在外力作用下一般会发生两种失稳形式：面
内失稳和面外失稳。对于大跨肋拱桥，面外失稳临

界荷载远低于面内失稳，所以获得其侧倾失稳临界

荷载显得非常重要。

失稳问题是拱结构的重要课题之一，目前计算

结构稳定性的方法最常用的有三种［１－３］：①静力
法。静力法是通过建立平衡微分方程，在满足边界

条件的情况下求得临界荷载，即求解弹性系统平衡

路径分支点所对应的荷载值。这种方法比较繁琐，

且平衡微分方程为超越方程，求解十分困难。②能
量法。能量法避免了直接求解法的问题，通过建立

弹性系统的位势 ΔＥｐ，求解泛函的一级变分，使
得ΔＥｐ＝０，即总势能保持不变，说明初始平衡位
置是中性平衡的，从而得到临界荷载计算公式。已

有学者们提出了一系列的能量法，如 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ
法、ＲａｙｌｅｉｇｈＲｉｔｚ法、Ｇａｌｅｒｋｉｎ法和势能驻值原理
等。通过能量法可求解弹性系统的总势能不再是正

定时的荷载值。③动力法。动力法假定体系通过扰
动使得结构在原平衡位置附近作微小自由振动，获

得振动方程，并求出其自振频率的表达式，根据体

系处于临界状态时频率等于零这一条件确定临界荷

载。

除了以上三种常见的失稳计算方法，近年来，

突变理论也逐渐在工程中得到应用。突变理论是研

究自然界中不连续 （跳跃性）变化现象的一种数

学方法。应用突变理论可得出拱结构失稳的尖点突

变模型和临界条件［４］。

突变理论是法国数学家勒内汤姆［５］２０世纪７０
年代提出的一种新的数学理论，并由 ＰｏｓｔｏＴ［６］完
善应用的研究不连续现象的一种新兴的数学分支，

是研究非线性问题的重要手段。近４０年来突变理
论已经在自然学科、社会学科、生物学科和经济学

等领域取得了广泛的应用。目前，基于突变理论的

拱结构屈曲研究代表性研究成果有：魏德敏、戴莉

莉、沈茂山［４，７－８］应用突变理论研究单拱的面内静

力失稳和非线性动力稳定性；潘岳［９］利用折迭突

变和尖点突变模型，研究了圆弧双铰拱面内对称和

反对称失稳。虽然突变理论可作为研究拱结构失稳

行为的一种方法，但大部分学者致力于弹性拱面内

失稳的分析，对于拱结构的面外失稳的研究，目前

尚未见诸报道。相对于面内失稳研究，面外失稳属

空间弯扭变形问题，更具复杂性，拱的面内失稳变

形通过一个几何方程即可描述，而面外失稳变形需

要建立多个几何变量方程来描述。另外面外失稳所

涉及的变形能较多，建立能量方程比较困难。本文

构建了平行组拼双肋拱的侧倾失稳能量表达式，首

次通过数学转换，建立了尖点突变模型，获得了平

行组拼双拱肋系统的平衡曲面 Ｍ方程和分歧点集
Ｂ方程，通过分析体系失稳条件，计算了分歧点集
解，推导了系统侧倾失稳临界荷载计算公式，提出

了平行组拼双拱肋侧倾失稳临界荷载计算新方法，

采用突变理论所推出的临界荷载计算公式不仅简洁

明了，而且计算精度较高。

１　突变理论的基本原理
突变理论是以分叉理论、奇异理论和拓扑学为

数学工具，用以分析如岩石突然断裂、桥梁突然坍

塌、拱坝等受压结构失稳等传统的微积分方法不能

解释的不连续变化现象的数学分支。突变理论通过

给出系统在突变过程的势函数，讨论相应的突变模

型，特别是控制空间中突变集的几何形状，定性研

究不连续变化现象。按照几何形状的不同，可分为

折叠型、尖点型、燕尾型等 ７种类型的初等突
变［１０］。

拱结构一般在设计荷载作用下变形光滑连续，

但在特殊情况下，如刚度不足，突然失稳，从一种

连续的状态突然跳跃到不连续的状态，其失稳突变

过程具有突跳性、滞后性、发散性、多模型性和不

可达性等特征，这与尖点突变模型的典型性质相符

合［１０］，故本文采用尖点突变模型研究平行组拼双

肋拱的侧倾失稳问题。尖点模型突变流形和分叉集

如图１［１１］。

图１　尖点突变模型示意图
Ｆｉｇ１　Ｃｕｓｐｃａｔａｓｔｒｏｐｈｅｍｏｄｅｌｓｋｅｔｃｈ

由图１，尖点突变的势函数为

Ｆ＝ｘ
４

４＋
ａｘ２
２ ＋ｂｘ （１）

式中ｘ是状态变量，ａ和 ｂ是控制变量，控制变量

７
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ａ为分裂因素，控制变量 ｂ为正常因素，状态空间
（ｘ，ａ，ｂ）是三维的。如果系统在演变过程中控制变
量ａ＞０，则系统的状态位于奇点集的另一侧，系
统是稳定的。如果 ａ＜０，但系统沿路径２演化，
而不去跨越分叉集，则系统只能以渐变的方式进

化。只有ａ＜０，且系统沿路径１跨越分岔集，系
统才发生突变。

相应的平衡曲面Ｍ （平衡路径）方程为
Ｆ
ｘ
＝ｘ３＋ａｘ＋ｂ＝０ （２）

平衡曲面的奇点集Ｓ除了满足式 （２），尚应满足：
２Ｆ
ｘ２
＝３ｘ２＋ａ＝０ （３）

联立式 （２）、（３）并消去状态变量ｘ可得分叉集Ｂ：
Δ＝４ａ３＋２７ｂ２ ＝０ （４）

由图１可知，平衡曲面 Ｍ是一带有褶皱的曲
面，Ｍ曲面分为三叶。

上下叶表示为：
Ｆ
ｘ
＝０，　

２Ｆ
ｘ２
＞０ （５）

而中叶表示为：
Ｆ
ｘ
＝０，　

２Ｆ
ｘ２
＜０ （６）

能量取极小值，物体才处于稳定状态。所以上

下叶表示系统的稳定平衡状态，中叶表示不稳定状

态。

２　拱侧倾失稳的尖点突变
２１　平行组拼双肋拱侧倾失稳的力学模型

平行组拼双肋拱在径向均布荷载作用下，侧倾

失稳后的变形图、空间曲线坐标如图２所示。

图２　平行组拼双肋拱侧倾失稳变形
Ｆｉｇ２　Ｐａｒａｌｌｅｌｄｕａｌａｒｃｈｒｉｂｓｂｕｃｋｌｉｎｇｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ

组拼拱发生侧倾失稳后，任意截面 ｓ垂直于拱
平面ｘ轴，在指向拱轴法向的ｙ轴和在拱轴切线重
合的ｚ轴三个方向分别发生了线位移ｕ、υ、ω并绕这

三个轴发生转角β、γ、θ。拱肋截面主轴 ｘ、ｙ、ｚ也发
生了变位，相对于变形拱的坐标系取为ξ、η、ζ。

假设拱轴线为圆弧拱，则发生侧倾失稳后圆弧

拱的扭转角及侧倾位移函数可分别表示为：

θ＝Ｃ１ １－ｃｏｓ
２πφ( )α ，

ｕ＝Ｃ２ １－ｃｏｓ
２πφ( )α （７）

式中Ｃ１、Ｃ２分别为拱侧倾变形后拱顶扭转角及拱顶
侧倾位移的０５倍，α为圆弧拱的圆心角，φ为截面
ｓ对应的圆心角。

公式 （７）满足拱脚两端固接边界条件，即：
φ＝０
φ＝ }α，θ＝０，ｕ＝０，θ′＝０，ｕ′＝０

２２　侧倾屈曲的能量方程
略去拱的轴向压缩变形能和剪切变形能的影

响，平行组拼双肋拱的总势能可表示为：

∏ ＝Ｕｘ＋Ｕｙ＋Ｕｚ＋Ｕｙ１＋Ｕｂｙ－Ｖ＋ＵＱ（８）

上式中Ｕｘ为拱肋的面内弯曲变形能、Ｕｙ为侧向总
体弯曲变形能、Ｕｚ为扭转变形能、Ｕｙ１为拱肋局部弯
曲变形能、Ｕｂｙ为横撑弯曲变形能、Ｖ为竖向外力势
能、ＵＱ为横向干扰力所做的功。
１）面内弯曲变形能Ｕｘ。

Ｕｘ ＝
ＥＩｘ
２∫

α

０
ｋ２Ｒｄφ＝ＥＩ２∫

α

０

υ
Ｒ２
＋１
Ｒ２
ｄ２υ
ｄφ( )２ ２

Ｒｄφ

（９）

由∫ｓυｄｓ＝Ｒ∫ｓ ｄｕｄ( )ｓ
２
ｄｓ，代入位移函数，得

Ｕｘ ＝
ＥＩｘ
２Ｒ５

α
８
２π( )α

４
３＋１６２π( )α

４
－８２π( )α( )２ Ｃ４２

（１０）
　　式中，ＥＩｘ为拱肋面内抗弯刚度，ｋ为侧向变形
曲率，Ｒ为圆弧拱半径。
２）拱肋的侧倾变形能Ｕｙ和扭转变形能Ｕｚ。

Ｕｙ＋Ｕｚ＝
ＥＩｙ
２∫

α

０

θ
Ｒ－

１
Ｒ２
ｄ２ｕ
ｄφ( )２ ２

Ｒｄφ＋

ＧＩｄ
２∫

α

０

１
Ｒ
ｄθ
ｄφ
＋１
Ｒ２
ｄｕ
ｄ( )φ

２

Ｒｄφ （１１）

代入位移函数，得

Ｕｙ＋Ｕｚ＝
ＥＩｙ
２Ｒ３

（ＲＣ１）
２α＋－Ｃ２

２π( )α
２
－ＲＣ[ ]１ ２α{ }２ ＋

ＧＩｄ
２Ｒ３
（ＲＣ１＋Ｃ２）

２ ２π( )α
２α
２ （１２）

式中，ＥＩｙ为拱肋的侧向抗弯刚度，ＧＩｄ为拱肋
抗扭刚度。

８
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３）局部弯曲变形能Ｕｙ１和Ｕｂｙ。
组拼双肋拱侧倾失稳的变形和对应的弯矩图如

图３示，拱肋截面绕ｙ轴的转角为 γ，拱肋局部变
形在节点Ａ的转角为 γ２，则由于刚性节点上各杆
的夹角保持不变，横撑在节点 Ａ的转角 γ１ ＝γ－
γ２。设横撑的杆端弯矩为Ｍ１，拱肋的杆端弯矩为
Ｍ２。

图３　拱肋和横撑的局部变形和弯矩图
Ｆｉｇ３　Ｌｏｃａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎａｎｄｂｅｎｄｉｎｇｍｏｍｅｎｔ

由横撑的转角位移方程，可得：

Ｍ１ ＝
６ＥＩｂｙ
ｂ γ１

Ｍ２ ＝
６ＥＩｙ
ｄγ

}
２

（１３）

式中ＥＩｂｙ为横撑沿拱肋径向的抗弯刚度。
由节点Ａ的平衡条件Ｍ１ ＝２Ｍ２，得

γ２
γ１
＝
Ｉｂｙｄ
２Ｉｙｂ

（１４）

设想将弯曲变形能平摊在节间长度ｄ上，则全部横
撑的弯曲变形能为

Ｕｂｙ ＝
３ＥＩｂｙ
ｂｄ∫

ｓ

０
γ２１ｄｓ （１５）

则一个节间内单根拱肋的局部弯曲变形能为

Ｕｙ１ ＝
６ＥＩｙ
ｄ２∫

ｓ

０
γ２２ｄｓ （１６）

整体结构局部弯曲变形势能可表示为

Ｕｙ１＋Ｕｂｙ ＝
３ＥＩｂｙ
ｂｄη１∫

ｓ

０

ｄｕ
ｄ( )ｓ

２
ｄｓ＝

３ＥＩｂｙ
ｂｄη１

１
Ｒ
２π( )α

２α
２Ｃ

２
２ （１７）

其中，η１ ＝
γ１
γ
＝ １

１＋
γ２
γ１

＝ １

１＋
Ｉｂｙｄ
２Ｉｙｂ

（１８）

４）外力势能Ｖｙ。
拱轴受均布径向荷载作用后竖向变形为υ，则

外力势能Ｖｙ等于ｑ在υ上所做的功的负值，即：

Ｖｙ ＝－
ｑ
２∫

α

０
υｄφ＝－ｑ２∫

α

０
ｕ′２ｄφ＝

－ｑ２
２π( )α

２α
２Ｃ

２
２ （１９）

５）横向干扰力做功。
设ｘ轴方向的横向干扰力为Ｑ，则横向干扰力

所做的功为

ＵＱ ＝∫
α

０
ＱｕＲｄφ＝ＱＲαＣ２ （２０）

将式 （１０）、（１２）、（１７）、（１９）、（２０）代入式
（８）得总势能：

∏ ＝Ｕｘ＋Ｕｙ＋Ｕｚ＋Ｕｙ１＋Ｕｂｙ－Ｖ＋ＵＱ ＝
ＥＩｘ
２Ｒ５

α
８·

２π( )α
４
３＋１６２π( )α

４
－８２π( )α( )２ Ｃ４２＋

ＥＩｙ
２Ｒ３ ＲＣ( )

１
２α＋ －Ｃ２

２π( )α
２
－ＲＣ[ ]１ ２α{ }２ ＋

ＧＩｄ
２Ｒ３ ＲＣ１＋Ｃ

( )
２
２ ２π( )α

２α
２＋

３ＥＩｂｙ
ｂｄη１

１
Ｒ
２π( )α

２
·

α
２Ｃ

２
２－
ｑ
２
２π( )α

２α
２Ｃ

２
２＋ＱＲαＣ２ （２１）

由平衡曲面方程：

∏
Ｃｉ

＝０　（ｉ＝１，２），得

Ｒ３λ＋ ２π( )α[ ]２ ２π( )α
２
（１＋λ）

－Ｒ１＋( )λ － １＋λ２π( )α
２
＋ｑＲ

３

ＧＩｄ
－[ ]











υ
×

Ｃ１
Ｃ{ }
２

＝｛０｝ （２２）

所以，

Ｃ１ ＝－
２π( )α

２
ＲＣ２ （２３）

其中，＝ １＋( )λ

３λ＋ ２π( )α[ ]２
将式 （２３）代入 （２１）得

∏ ＝Ｕｘ＋Ｕｙ＋Ｕｚ＋Ｕｙ１＋Ｕｂｙ－Ｖ＋ＵＱ ＝
ＥＩｘ
２Ｒ５

α
８
２π( )α

４
３＋１６２π( )α

４
－８２π( )α( )２ Ｃ４２＋

ＥＩｙ
２Ｒ３

２π( )α
４α
２×［２

２＋（－１）２{ ］＋

ＧＩｄ
２Ｒ３

１－ ２π( )α
２( )２ ２π( )α

２α
２＋

３ＥＩｂｙ
ｂｄη１

１
Ｒ
２π( )α

２α
２－

ｑ
２
２π( )α

２α}２ Ｃ２２＋ＱＲαＣ２
（２４）

９
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２３　突变模型的建立
从式 （２４）可知，当荷载 ｑ变化时，会使 Ｃ２２

系数为零，因而含有 Ｃ４２的项是∏ 的不为零的最

低次项。故可以略去 Ｃ４２以上的项，所以利用尖点
突变来对其稳定性进行讨论。

利用简单的数学变换，将系统总势能转化成以

ａ，ｂ为控制变量，以 ｘ为状态变量的尖点突变模
型。作变量代换，令：

４ＥＩｘ
４Ｒ５
α２π( )α

４
３＋１６２π( )α

４
－８２π( )α( )２ Ｃ槡

４
２ ＝

４ＥＩｘ
４Ｒ５
α２π( )α

４
３＋１６２π( )α

４
－８２π( )α( )槡

２
Ｃ２ ＝ｘ

（２５）

ａ＝

ＥＩｙ
Ｒ３
２π( )α

２
× ２２＋ －( )１( )２ ＋

ＧＩｄ
Ｒ３
１－ ２π( )α

２( )２
＋
６ＥＩｂｙ
ｂｄη１

１
Ｒ











－ｑ
×

２π( )α
２α
４×

４Ｒ５α３

ＥＩｘ ２( )π ４ ３＋１６２π( )α
４
－８２π( )α( )槡

２

（２６）

ｂ＝ＱＲα×
４

４Ｒ５α３

ＥＩｘ ２( )π ４ ３＋１６２π( )α
４
－８２π( )α( )槡

２

（２７）
变量代换后则，系统能量方程可表示为：

∏ ＝ｘ
４

４＋
ａ
２ｘ

２＋ｂｘ，与基本突变类型表对照

可以看出与尖点模型势函数一致［１１］。

２４　侧倾屈曲条件分析
由图１可知，拱的侧倾失稳突变行为是一种以

ｂ为正常因素，以 －ａ为分裂因素的尖角突变，它
的行为曲面 Ｍ分为三叶。由式 （５），上、下叶表
示为

∏
ｘ
＝０，　

２∏
ｘ２

＞０ （２８）

而中叶表示为

∏
ｘ
＝０，　

２∏
ｘ２

＜０ （２９）

从图１中的Ｃ平面 （控制平面），Ｍ的折线在
Ｃ上的投影称为尖角分叉集合，任何加载路径经过
分叉集合时都会使拱产生突变行为。

建立静态平衡方程：

Ｍ：
∏
ｘ
＝ｘ３＋ａｘ＋ｂ＝０ （３０）

上式可表示为尖点突变模型平衡曲面Ｍ，平衡曲面
Ｍ上两条垂直切线的点集Ｓ的方程为

Ｓ：
２∏
ｘ２

＝３ｘ２＋ａ＝０ （３１）

Ｓ集在控制平面上的投影为分叉集Ｂ，如图１。
令：

ｑｃｒ＝
ＥＩｙ
Ｒ３
２π( )α

２
×（２２＋（－１）２）＋

ＧＩｄ
Ｒ３
１－ ２π( )α

２( )２
＋
６ＥＩｂｙ
ｂｄ

２Ｉｙｂ
２Ｉｙｂ＋Ｉｂｙ

( )ｄ１Ｒ
（３２）

所以，

ａ＝（ｑｃｒ－ｑ）×

２π( )α
２α
４

４Ｒ５α３

ＥＩｘ ２( )π ４ ３＋１６２π( )α
４
－８２π( )α( )槡

２

（３３）
由上式可知ｑｃｒ与横撑间距ｄ

２成反比，与拱肋

间距ｂ成反比。
当在平衡曲面Ｍ中叶时，则必须满足式 （２９）

即，３ｘ２＋ａ＜０，由ｘ２＞０，所以ａ＜０即ｑ＞ｑｃｒ
时，即结构处于失稳状态。

当在平衡曲面 Ｍ上、下叶时，由式 （２８）得
３ｘ２ ＞－ａ，由图１，当ａ＞０时，即ｑ＜ｑｃｒ，对应
的Ｍ曲面在褶皱以外的上下叶重合的曲面上，是
稳定的，此时３ｘ２＞－ａ恒成立；当ａ＜０，即ｑ＞
ｑｃｒ时，且满足３ｘ

２ ＞－ａ时，此时对应组拼双肋拱
失稳后的平衡状态，Ｍ曲面是在褶皱外的上、下叶
上。由ｂ的正负决定曲面 Ｍ是在上叶还是下叶。
当ｂ＜０时，即Ｑ＜０对应上叶。当ｂ＞０，Ｑ＞０
对应下叶。横向干扰力Ｑ的正负值表示力的方向。

当在平衡曲面 Ｍ的 Ｓ集上时，由式 （３１）得
３ｘ２＋ａ＝０，此时对应着临界状态，组拼双肋拱处
于平衡状态，即ｘ＝０，所以ａ＝０，ｑ＝ｑｃｒ，ｑｃｒ即
为临界荷载，当ｑ＞ｑｃｒ时，发生第一类分支点失稳。

３　算例分析
为了验证本文所推导的侧倾临界荷载计算公式

的正确性，采用 Ｍｉｄａｓ／Ｃｉｖｉｌ软件，建立一组不同
跨径、不同矢跨比的组拼双肋拱有限元计算分析模

型，有限元模型中的横撑数目和间距根据表１中的
ｄ确定，图４仅仅为有限元计算模型示意图。拱肋
和横撑均采用梁单元。表１给出了跨径为６０～１２０ｍ
的平行组拼双肋拱的计算参数；表２为临界荷载理
论解与有限元数值解的比较，可以看出理论解与有

０１
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图４　有限元模型
Ｆｉｇ４　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌ

表１　计算参数
Ｔａｂｌｅ１　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

跨度／ｍ ６０ ８０ １００ １２０

ＥＩｙ／（×１０
８Ｎ·ｍ２） ６３２ １３１ ４１４ １０１

ＧＩｄ／（×１０
８Ｎ·ｍ２） ４８５ １００ ３１８ ７７６

Ｉｂｙ／（×１０
－４ｍ４） ３９８ ３９８ ３９８ ３９８

ｂ／ｍ １０ １０ １０ ２０
ｄ／ｍ １５ ２０ １１１ １３３

限元计算结果的比较非常吻合，最大误差为

４９７％。说明本文基于尖点突变理论所推导的平行
组拼双肋拱侧倾失稳临界荷载的理论计算公式是正

确、可靠的。

４　结　论
１）引入突变理论，推导了平式组拼双肋拱的侧

倾失稳能量方程，建立了双拱肋侧倾屈曲的尖点突

变模型。

２）基于突变理论基本原理，根据尖点突变模型
的Ｍ曲面图形，分析了平式组拼双肋拱侧倾临界荷
载与平衡曲面Ｍ上中下叶的对应关系，首次推导出
平行组拼双肋拱的侧倾失稳临界临界荷载 ｑｃｒ计算
公式。

３）通过与有限元数值解进行对比，证明了突变
理论适用于组拼双肋拱的侧倾失稳分析，且验证了

本文所建立的尖点突变模型和所推导的临界荷载

ｑｃｒ计算公式的正确性。
４）由本文推导的侧倾失稳临界荷载 ｑｃｒ计算公

式可知ｑｃｒ与横撑间距ｄ
２成反比，与拱肋间距ｂ成反

比。

表２　临界荷载理论解与有限元解的比较
Ｔａｂｌｅ２　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｃｒｉｔｉｃａｌｌｏａｄａｎａｌｙｔｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓａｎｄＦＥｓｏｌｕｔｉｏｎ

跨度／ｍ ６０ ８０ １００ １２０

矢跨比 １／６
本文理论解／（Ｎ·ｍ－１） １６７Ｅ＋０５ １２８Ｅ＋０５ ２０４Ｅ＋０５ ２３２Ｅ＋０５
有限元数值解／（Ｎ·ｍ－１） １７２Ｅ＋０５ １３３Ｅ＋０５ ２１３Ｅ＋０５ ２４１Ｅ＋０５

误差／％ ３１８ ３９９ ４４８ ３７８

矢跨比 １／７
本文理论解／（Ｎ·ｍ－１） １５３Ｅ＋０５ １１８Ｅ＋０５ １８８Ｅ＋０５ ２１６Ｅ＋０５
有限元数值解／（Ｎ·ｍ－１） １５７Ｅ＋０５ １２２Ｅ＋０５ １９５Ｅ＋０５ ２２３Ｅ＋０５

误差／％ ２５７ ３３３ ３６６ ３１７

矢跨比 １／８
本文理论解／（Ｎ·ｍ－１） １４０Ｅ＋０５ １０９Ｅ＋０５ １７３Ｅ＋０５ ２０１Ｅ＋０５
有限元数值解／（Ｎ·ｍ－１） １４３Ｅ＋０５ １１２Ｅ＋０５ １７８Ｅ＋０５ ２０６Ｅ＋０５

误差／％ ２０１ ２５０ ２７６ ２３５
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