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　　当今，强连续半群的理论已经成为许多领域的
重要工具。这些领域除了传统的偏微分方程和随机

过程外，还包括量子力学、无穷维控制理论、积分

－微分方程、泛函微分方程及无穷维动力系统等
等［１］。

然而在实际问题中发现，许多情况下对应的半

群不是强连续的，Ｋｕｈｎｅｍｕｎｄ［２］指出，存在Ｂａｎａｃｈ
空间上的一些特殊的非强连续的半群，并通过对这

些半群的具体研究；Ｋｕｈｎｅｍｕｎｄ在 Ｂａｎａｃｈ空间上
附加一个比范数拓扑粗的局部拓扑，使得半群在局

部拓扑下强连续，从而提出了双连续半群的概念。

文 ［２］还指出序列完备的局部凸空间上的等度连
续半群满足的条件比双连续半群强，且等度连续对

实际的问题对实际的问题的应用不是很广，许多情

况所对应的空间是 Ｂａｎａｃｈ空间，可以赋予一个比
范数拓扑粗的局部拓扑，从而说明双连续半群理论

有非常好的应用价值。文 ［３］给出了双连续半群
的ＴｒｏｔｔｅｒＫａｔｏ定理，文 ［４］分析了局部凸拓扑下
的ＲｉｅｍａｎｎＳｔｉｅｌｔｊｅｓ积分，给出了双连续半群的逼
近定理及其应用。文 ［５］研究了局部有界的双连
续Ｃ半群，结合双连续半群和Ｃ半群的逼近定理，
得到了双连续 Ｃ半群的逼近定理。逼近理论是半
群的重要的研究分支，２０世纪８０年代开始，数学
家们开始利用概率论这一有力工具解决算子半群中

的逼近问题，并取得了丰富的成果［６－１１］。本文借

助于双正则核这一工具，试从不同的角度研究了双

连续 Ｃ半群的表示形式，给出了双连续 Ｃ半群
Ｖｏｒｎｏｎｖｓｋａｊａ型逼近定理。

１　若干定义
假设Ｘ是Ｂａｎａｃｈ空间，Ｘ′是它的共轭空间，τ

是Ｘ上的一个局部凸拓扑，并且具有以下的性质：
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（ｉ）空间 （Ｘ，τ）是在 ‖ｇ‖ －有界集上序列
完备，即每个‖ｇ‖ －有界的τ柯西列在（Ｘ，τ）中
收敛；

（ｉｉ）τ拓扑比‖ｇ‖拓扑粗且τ是Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ拓
扑；

（ｉｉｉ）（Ｘ，‖ｇ‖）中的范数可以由空间 （Ｘ，τ）′
定义，即对每个ｘ∈Ｘ有‖ｘ‖ ＝ｓｕｐ｛＜ｘ，φ＞φ
∈（Ｘ，τ）′，‖φ‖（Ｘ，‖ｇ‖）′≤１｝。

记Φ ＝｛φ∈（Ｘ，τ）′，‖φ‖（Ｘ，‖ｇ‖）′≤１｝，Ｐτ
是上的局部凸拓扑所对应的半范数蔟，由假设不失

一般性，不妨认为ｐ（ｘ）≤‖ｘ‖，ｘ∈Ｘ，ｐ∈Ｐτ。
本文中的所有算子均为线性算子，Ｄ（Ａ）表示算子
的定义域。

定义１［４］　Ｘ是局部凸拓扑τ的 Ｂａｎａｃｈ空间，
α∈ＮＢＶ［０，Ｒ］，函数 ｆ：［０，Ｒ］｜→ Ｘ是 Ｒｉｅｍａｎｎ

Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ可积的，如果 τ－∫
Ｒ

０
ｆ（ｓ）ｄα（ｓ）：＝τ－

ｌｉｍ
π→０
∑
ｎ

ｉ＝１
（α（ｓｉ）－α（ｓｉ－１））ｆ（ξｉ）对［０，Ｒ］的所有的

分割π：＝｛０＝ｓ０ ＜… ＜ｓｎ ＝Ｒ｝
都 成 立，其 中 ξｉ ∈ （ｓｉ－１，ｓｉ）， π ＝

ｍａｘ（ｓｉ－ｓｉ－１ ）。

定义２［２］　算子Ｔ∈Ｂ（Ｘ）称为双连续的，如
果对每个 ‖ｇ‖ －有界序列 （ｘｎ）ｎ∈Ｎ Ｘ且 τ－
ｌｉｍ
ｎ→∞
ｘｎ ＝ｘ∈Ｘ，有τ－ｌｉｍｎ→∞Ｔｘｎ ＝Ｔｘ。

定义 ３［２］　算子族 ｛Ｔ（ｔ）｝ｔ≥０ Ｂ（Ｘ）称为
（整体）等度双连续，若对每个 ‖ｇ‖ －有界序列
（ｘｎ）ｎ∈Ｎ Ｘ且 τ－ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ ＝ｘ∈ Ｘ，有 τ－

ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｔ（ｔ）（ｘｎ－ｘ）＝０，对所有ｔ≥０一致成立。

定义４［２］　算子族 ｛Ｔ（ｔ）｝ｔ≥０ Ｂ（Ｘ）称为局
部等度双连续，若对每个ｔ０≥０，子集｛Ｔ（ｔ）：０≤
ｔ≤ｔ０｝等度双连续。

定义５［２］　算子族 ｛Ｔ（ｔ）｝ｔ≥０ Ｂ（Ｘ）称为指
数有界的双连续 Ｃ半群，简称为双连续 Ｃ半群，
如果满足

（ｉ）Ｔ（０）＝Ｃ，Ｔ（ｔ＋ｓ）Ｃ＝Ｔ（ｔ）Ｔ（ｓ），ｔ，ｓ
≥０；

（ｉｉ）｛Ｔ（ｔ）｝ｔ≥０强τ－连续；
（ｉｉｉ）｛Ｔ（ｔ）｝ｔ≥０局部等度连续；
（ｉｖ）｛Ｔ（ｔ）｝ｔ≥０指数有界，即Ｍ，ω≥０使得

‖Ｔ（ｔ）‖≤Ｍｅωｔ，ｔ≥０。
线性算子Ａ称为双连续Ｃ半群｛Ｔ（ｔ）｝ｔ≥０的生

成元，如果

Ｄ（Ａ）＝｛ｘ∈Ｘ：ｓｕｐ
０＜ｔ≤１
‖Ｔ（ｔ）ｘ－Ｃｘｔ ‖ ＜∞，

τ－ｌｉｍ
ｔ→０

Ｔ（ｔ）ｘ－Ｃｘ
ｔ 存在且∈Ｉｍ（Ｃ）｝，

Ａｘ＝Ｃ－１（τ－ｌｉｍ
ｔ→０

Ｔ（ｔ）ｘ－Ｃｘ
ｔ ），ｘ∈Ｄ（Ａ）

Ａ的预解集为ρ（Ａ）＝｛λ：λ－Ａ为单射λ，ｌｍ（Ｃ）
ｌｍ（λ－Ａ）｝，Ａ的预解式为

Ｒ（λ，Ａ）＝（λ－Ａ）－１Ｃ＝τ－∫
∞

０
ｅ－λｔＴ（ｔ）ｘｄｔ

由双连续 Ｃ半群的定义可以发现 Ｓ（ｋｔ）＝
［Ｃ－１Ｓ（ｔ）ｋ］Ｃ。

定义６　设 φ（ｔ）＞０，若 Ｗη（ｔ，μ）满足下面
条件 （ａ）、（ｂ）时，称Ｗη（ｔ，μ）为双正则核。

（ａ）ｔ≥０，τ－ｌｉｍ
η→０＋
η－１｛τ－∫

∞

０
Ｗη（ｔ，μ）ｄμ－

１｝＝０，τ－ｌｉｍ
η→０＋
η－１｛τ－∫

∞

０
Ｗη（ｔ，μ）（μ－ｔ）ｄμ｝＝０，

τ－ｌｉｍ
η→０＋
η－１｛τ－∫

∞

０
Ｗη（ｔ，μ）（μ－ｔ）

２ｄμ｝＝φ（ｔ）；

（ｂ）δ＞０，ｔ≥ ０，ω≥ ０，τ－ｌｉｍ
η→０＋
η－１｛τ－

∫
∞

０
Ｗη（ｔ，μ）（μ－ｔ）

４ｅωｔｄμ｝＝０。

２　主要结论
定理１　设双连续Ｃ半群｛Ｓ（ｔ）｝ｔ≥０指数有界，

‖Ｓ（ｔ）‖ ≤ Ｍｅωｔ，令 Ｓη（ｔ）ｘ ＝ τ－∫
∞

０
Ｗη（ｔ，

μ）Ｓ（μ）ｘｄμ，则有
Ｓ（ｔ）ｘ＝τ－ｌｉｍ

η→０＋
Ｓη（ｔ）ｘ

　　证明　ｘ∈Ｘ，ｔ≥０，

ｐ［Ｓη（ｔ）ｘ－Ｓ（ｔ）ｘ］≤∫∞０Ｗη（ｔ，μ）ｐ［Ｓ（μ）－Ｓ（ｔ）］ｘｄμ＋
ｐ［Ｓ（ｔ）ｘ］∫

∞

０
Ｗη（ｔ，μ）ｄμ－１

　　由于 ｛Ｓ（ｔ）｝ｔ≥０是双连续的，所以 ε＞０，
δ＞０，当 μ－ｔ＜δ，有ｐ［Ｓ（ｔ）ｘ－Ｓ（ｔ）ｘ］＜

ε，因此
ｐ［Ｓη（ｔ）ｘ－Ｓ（ｔ）ｘ］≤

τ－∫μ－ｔ＜δＷη（ｔ，μ）ｐ［Ｓ（μ）－Ｓ（ｔ）］ｘｄμ＋
τ－∫μ－ｔ≥δＷη（ｔ，μ）ｐ［Ｓ（μ）－Ｓ（ｔ）］ｘｄμ＋
ｐ［Ｓ（ｔ）ｘ］τ－∫

∞

０
Ｗη（ｔ，μ）ｄμ－１≤

ｐ［Ｓη（ｔ）ｘ－Ｓ（ｔ）ｘ］≤

ε（τ－∫μ－ｔ＜δＷη（ｔ，μ）ｄμ）＋（Ｍ＋Ｍｅωｔ）·
（τ－∫μ－ｔ≥δＷη（ｔ，μ）ｅωｔｄμ）＋

６３
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Ｍｅωｔτ－∫
∞

０
Ｗτ（ｔ，μ）ｄμ－１≤

ε＋（ε＋Ｍｅωｔ）τ－∫
∞

０
Ｗτ（ｔ，μ）ｄμ－１＋

Ｍ（１＋ｅωｔ）（τ－∫μ－ｔ＜δＷη（ｔ，μ）ｄμ）
结合定义 ６可得 ｐ［Ｓη（ｔ）ｘ－Ｓ（ｔ）ｘ］≤ ε＋（ε＋
Ｍｅωｔ）ｏ（η）＋Ｍ（１＋ｅωｔ）ｏ（η），得证。

由Ｓη（ｔ）ｘ＝τ－∫
∞

０
Ｗη（ｔ，μ）Ｓ（μ）ｘｄμ知Ｓη（ｔ）

是线性算子，若存在Ｋｔ＞０使得η＞０有下面式
子成立

τ－∫
∞

０
ＭｅωｔＷη（ｔ，μ）ｄμ≤Ｋｔ＜＋∞

则有‖Ｓη（ｔ）ｘ‖≤τ－∫
∞

０
ＭｅωｔＷη（ｔ，μ）ｄμ‖ｘ‖≤

Ｋｔ‖ｘ‖，ｉｅ．‖Ｓη（ｔ）‖≤Ｋｔ＜＋∞。
进一步，我们假设 Ｗη（ｔ，μ）还满足下面的两

个条件：

（ｃ）ｔ≥０，η＞０，τ－∫
∞

０
Ｗη（ｔ，μ）ｄμ＝１；

（ｄ）ｔ≥ ０，η＞０，
Ｗη（ｔ，μ）
ｔ

＝ １
τφ（ｔ）

（μ－

ｔ）Ｗη（ｔ，μ），其中φ（０）＝０，φ（ｔ）＞０。

令 Ｒ（ｍ）η （ｔ） ＝ η
ｍ（τ－∫

＋∞

０
（μ －ｔ）ｍＷη（ｔ，

μ）ｄμ）。
引理 １　ｔ≥ ０，η ＞０，有 Ｒ（ｍ＋１）η （ｔ） ＝

ｍ
η
（ｔ）Ｒ（ｍ－１）η （ｔ）＋（ｔ）ｄｄｔＲ

（ｍ）
η （ｔ），且Ｒ

（２ｍ）
η （ｔ）＝

ｏ（η－ｍ）。

证明　对Ｒ（ｍ）η （ｔ）＝η
ｍ（τ－∫

＋∞

０
（μ－ｔ）ｍＷη（ｔ，

μ）ｄμ）两边同时微分可得：

（ｔ）ｄｄｔＲ
（ｍ）
η （ｔ）＝η

－ｍ（ｔ）·

（τ－∫
＋∞

０
［（μ－ｔ）ｍ

Ｗη（ｔ，μ）
ｔ

－

ｍ（μ－ｔ）ｍ－１Ｗη（ｔ，μ）］ｄμ）＝

η－ｍ－１（τ－∫
＋∞

０
（μ－ｔ）ｍ＋１Ｗη（ｔ，μ）ｄμ－

ｍη－ｍφ（ｔ）（τ－∫
＋∞

０
（μ－ｔ）ｍ－１Ｗη（ｔ，μ）ｄμ）＝

Ｒ（ｍ＋１）η （ｔ）－ｍ
η
（ｔ）Ｒ（ｍ－１）η （ｔ）

据Ｒ（ｍ）η （ｔ）＝η
ｍ（τ－∫

＋∞

０
（μ－ｔ）ｍＷη（ｔ，μ）ｄμ），经计

算可知：Ｒ（０）η （ｔ）＝１，τ－∫
＋∞

０
（μ－ｔ）Ｗη（ｔ，μ）ｄμ＝０，

τ－∫
＋∞

０
（μ－ｔ）２Ｗη（ｔ，μ）ｄμ＝ηφ（ｔ），进一步有

Ｒ（２ｍ）η （ｔ）＝ｏ（η－ｍ）。
引理２　令 Ｗη（ｔ，μ）满足条件 （ｃ）与 （ｄ），

若有 τ－∫
∞

０
ｅ２ωｔＷη（ｔ，μ）ｄμ ＝ｏ（１），则有 τ－

∫
＋∞

０
（μ－ｔ）４ｅωｔＷη（ｔ，μ）ｄμ＝ｏ（η

２）。

证明　ｔ≥０，η＞０，由Ｓｃｈｗａｒｚ不等式得

τ－∫
＋∞

０
（μ－ｔ）４ｅωｔＷη（ｔ，μ）ｄμ≤

（τ－∫
＋∞

０
ｅｐωｔＷη（ｔ，μ）ｄμ）

１
ｐ·

（τ－∫
＋∞

０
（ｔ－μ）４ｑＷη（ｔ，μ）ｄμ）

１
ｑ

其中
１
ｐ＋

１
ｑ ＝１，再由引理 １得 τ－∫

＋∞

０
（μ－

ｔ）４ｅωｔＷη（ｔ，μ）ｄμ＝ｏ（η
２）成立。

定理２　设｛Ｓ（ｔ）｝ｔ≥０是指数有界的双连续Ｃ半

群，则有Ｓ（ｔ）ｘ＝τ－ｌｉｍ
η→０＋
ｅｘｐ（Ｃ－１ ｔ

η
（Ｓ（τ）－Ｃ））。

证明　令 Ｗ１η（ｔ，μ）＝ｅ
－ｔη∑

∞

ｋ＝０

１
ｋ！（

ｔ
η
）ｋδｋη（μ），

其中 δｙ（μ）是参数为 ｙ的单点分布，可以验证

Ｗ１η（ｔ，μ）满足条件（ｃ）与（ｄ），且 τ－∫
∞

０
ｅωμＷη（ｔ，

μ）ｄμ＝ｅ－
ｔ
η∑
∞

ｋ＝０

１
ｋ！（
ｔ
η
）ｋｅｋωη ＝ｅｘｐ（ｔ

η
（ｅωｔ－１））→

ｅｘｐ（ωｔ）。

Ｓ１η（ｔ）ｘ＝τ－∫
∞

０
Ｗ１η（ｔ，μ）Ｓ（μ）ｘｄμ＝

ｅ－
ｔ
η∑
∞

ｋ＝０

１
ｋ！（
ｔ
η
）ｋＳ（ｋη）ｘ＝

ｅ－
ｔ
η∑
∞

ｋ＝０

１
ｋ！（
ｔ
η
）ｋ［（Ｃ－１Ｓ（τ））ｋ］Ｃｘ＝

ｅｘｐ｛－ｔ
η
｝｛ｅｘｐ［ｔ

η
Ｃ－１Ｓ（η）］｝Ｃｘ＝

｛ｅｘｐ［ｔ
η
（Ｃ－１Ｓ（η）－１）］｝Ｃｘ

从而 Ｓ（ｔ） ＝τ－ｌｉｍ
η→０＋
Ｓ１η（ｔ） ＝τ－ｌｉｍ

η→０＋
ｅｘｐ（Ｃ－１

ｔ
η
（Ｓ（τ）－Ｃ））。

定理３　设｛Ｓ（ｔ）｝ｔ≥０是指数有界的双连续Ｃ半

群，则有Ｓ（ｔ）ｘ＝τ－ｌｉｍ
ｎ→∞
｛（１－ｔ）Ｉ－Ｃ－１Ｓ（１ｎ）｝

ｎＣｘ。

　　证明　令Ｗ２ｎ（ｔ，μ）＝∑
ｎ

ｋ＝０
( )ｎｋｔｋ（１－ｔ）ｎ－ｋδｋｎ（μ），

可以验证Ｗ２ｎ（ｔ，μ）满足条件 （ｃ）与 （ｄ），且 τ－

７３
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∫
∞

０
ｅωμＷ２ｎ（ｔ，μ）ｄμ＝∑

ｎ

ｋ＝０
( )ｎｋｔｋ（１－ｔ）ｎ－ｋｅ

ｋω
ｎ ＝［（１－

ｔ）＋ｔｅ
ω
ｎ］ｎ→ｅωｔ。

Ｓ２ｎ（ｔ）ｘ＝τ－∫
∞

０
Ｗ２ｎ（ｔ，μ）Ｓ（μ）ｘｄμ＝

∑
ｎ

ｋ＝０
( )ｎｋｔｋ（１－ｔ）ｎ－ｋＳ（ｋｎ）ｘ＝

∑
ｎ

ｋ＝０
( )ｎｋｔｋ（１－ｔ）ｎ－ｋ［（Ｃ－１Ｓ（１ｎ））ｋ］Ｃｘ＝
｛（１－ｔ）Ｉ＋Ｃ－１Ｓ（１ｎ）ｔ｝

ｎＣｘ

从而 Ｓ（ｔ）＝τ－ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｓ２ｎ（ｔ）＝τ－ｌｉｍｎ→∞｛（１－ｔ）Ｉ－

Ｃ－１Ｓ（１ｎ）｝
ｎＣｘ。

定理４　设｛Ｓ（ｔ）｝ｔ≥０是指数有界的双连续Ｃ半群，

则有Ｓ（ｔ）ｘ＝τ－ｌｉｍ
η→０＋
｛（１＋αｔ）Ｉ－αｔＣ－１Ｓ（１ｎ）｝

－ｎαＣｘ。

证明　令Ｗ３ｎ（ｔ，μ）＝∑
∞

ｋ＝０

ｎ（ｎ＋α）…（ｎ＋（ｋ－１）α）
ｋ！

ｔα

（１＋αｔ）
ｎ
α＋ｋ
δｋ
ｎ
（μ），可以验证 Ｗ３η（ｔ，μ）满足条件

（ｃ）与 （ｄ），且

τ－∫
∞

０
ｅωμＷ３ｎ（ｔ，μ）ｄμ＝

∑
∞

ｋ＝０

ｎ（ｎ＋α）…（ｎ＋（ｋ－１）α）
ｋ！ ·

ｔα

（１＋αｔ）
ｎ
α＋ｋ
ｅ
ｋω
ｎ ＝（１＋αｔ－αｔｅ

ω
ｎ）ｎ→ｅωｔ；

Ｓ３ｎ（ｔ）ｘ＝τ－∫
∞

０
Ｗ３η（ｔ，μ）Ｓ（μ）ｘｄμ＝

∑
ｎ

ｋ＝０
( )ｎｋｔｋ（１－ｔ）ｎ－ｋＳ（ｋｎ）ｘ＝

∑
ｎ

ｋ＝０
( )ｎｋｔｋ（１－ｔ）ｎ－ｋ［（Ｃ－１Ｓ（１ｎ））ｋ］Ｃｘ＝

∑
∞

ｋ＝０

ｎ（ｎ＋α）…（ｎ＋（ｋ－１）α）
ｋ！

ｔα

（１＋αｔ）
ｎ
α＋ｋ
·

Ｓ（ｋｎ）＝∑
∞

ｋ＝０

ｎ（ｎ＋α）…（ｎ＋（ｋ－１）α）
ｋ！ ·

１
（１＋αｔ）

ｎ
α
（
ｔ

１＋αｔ
）ｋ［（Ｃ－１Ｓ（１ｎ））

ｋ］Ｃｘ＝

｛（１＋αｔ）Ｉ－αｔＣ－１Ｓ（１ｎ）｝
－ｎαＣｘ

从而Ｓ（ｔ）＝τ－ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｓ２ｎ（ｔ）＝τ－ｌｉｍｎ→∞｛（１＋αｔ）Ｉ－

αｔＣ－１Ｓ（１ｎ）｝
－ｎαＣｘ。

在上面的定理４中令α→０＋可得如下推论１。

推论１　设｛Ｓ（ｔ）｝ｔ≥０是指数有界的双连续Ｃ半

群，则有Ｓ（ｔ）＝τ－ｌｉｍ
ｎ→∞
｛ｅｘｐ［ｎｔ（Ｃ－１Ｓ（１ｎ）－Ｉ）］Ｃｘ。

　　引理３　设 ｛Ｓ（ｔ）｝ｔ≥０是指数有界的双连续 Ｃ

半 群，则 有 （λ － Ａ）ｋＣｘ ＝ １
（ｋ－１）！（τ －

∫
＋∞

０
ｅ－λμμｋ－１Ｓ（μ）ｄμ）。

　　证明　令 Ｌ（λ） ＝（λ－Ａ）－１Ｃ，则 （λ－
Ａ）Ｌ（λ）＝Ｃ，对该式微分ｋ次得

（λ－Ａ） ｄ
ｋ

ｄλｋ
Ｌ（λ）＋ｋ ｄ

ｋ－１

ｄλｋ－１
Ｌ（λ） ＝０或

ｄｋ

ｄλｋ
Ｌ（λ）＝－ｋ（λ－Ａ）－１ ｄ

ｋ－１

ｄλｋ－１
Ｌ（λ）

归纳得
ｄｋ

ｄλｋ
Ｌ（λ）＝（－１）ｋｋ！（λ－Ａ）ｋＬ（λ）＝

（－１）ｋｋ！（λ－Ａ）－ｋ－１Ｃ，从而

（λ－Ａ）ｋＣｘ＝（－１）ｋ－１ １
（ｋ－１）！

ｄｋ－１

ｄλｋ－１
Ｌ（λ）＝

（－１）ｋ－１ １
（ｋ－１）！

ｄｋ－１

ｄλｋ－１
（τ－∫

＋∞

０
ｅ－λｔＳ（ｔ）ｄｔ）＝

１
（ｋ－１）！（τ－∫

＋∞

０
ｅ－λｔｔｋ－１Ｓ（ｔ）ｄｔ）

　　定理５　设 ｛Ｓ（ｔ）｝ｔ≥０是指数有界的双连续 Ｃ

半群，则有Ｓ（ｔ）ｘ＝τ－ｌｉｍ
η→０＋
（１－ｔｎＡ）

－ｎＣｘ。

证明　令 Ｗ４ｎ（ｔ，μ）＝
１

（ｎ－１）！( )ｎｔ
ｎ

ｅ－
ｎ
ｔμμｎ－１，

可以验证Ｗ４η（ｔ，μ）满足条件 （ｃ）与 （ｄ），且

τ－∫
∞

０
ｅωｔＷ４ｎ（ｔ，μ）ｄμ＝

１
（ｎ－１）！( )ｎｔ

ｎ

（τ－∫
＋∞

０
ｅ－（

ｎ
ｔ－ω）μμｎ－１ｄμ）＝

（
ｎ
ｔ）

ｎ（
ｎ
ｔ－ω）

－ｎ→ｅωｔ；

Ｓ４ｎ（ｔ）ｘ＝
１

（ｎ－１）！( )ｎｔ
ｎ

（τ－∫
＋∞

０
ｅ－

ｎ
ｔμμｎ－１Ｓ（μ）ｘｄμ）＝

（
ｎ
ｔ）

ｎ（
ｎ
ｔ－Ａ）

－ｎＣｘ＝（１－ｔｎＡ）
－ｎＣｘ

从而 Ｓ（ｔ） ＝ τ－ ｌｉｍ
ｎ→＋∞
Ｓ４η（ｔ） ＝ τ－ ｌｉｍｎ→＋∞（１－

ｔ
ｎＡ）

－ｎＣｘ。

定理６　设 ｛Ｓ（ｔ）｝ｔ≥０是指数有界的双连续 Ｃ
半群，则有Ｓ（ｔ）ｘ＝τ－ｌｉｍ

ｎ→＋∞
｛ｅｘｐ｛λ２ｔ（λ－Ａ）－１－

λｔＩ｝｝Ｃｘ。

证明　令 Ｗ５λ（ｔ，μ） ＝ｅ
－λｔ｛τ－∫

＋∞

０
ｅ－λμ∑

∞

ｋ＝１

８３



　第 ４期 仓定帮等：双连续Ｃ半群的Ｖｏｒｎｏｎｖｓｋａｊａ型逼近问题

（λ２ｔ）ｋμｋ－１
ｋ！（ｋ－１）！ｄμ＋δ０（μ）｝，可以验证Ｗ

５
η（ｔ，μ）满足条

件（ｃ）与（ｄ），且可以证明∫
∞

０
ｅωｔＷ５λ（ｔ，μ）ｄμ→ｅ

ωｔ。

Ｓ５λ（ｔ）ｘ＝

ｅ－λｔ｛τ－∫
＋∞

０
ｅ－λμ∑

∞

ｋ＝１

（λ２ｔ）ｋμｋ－１
ｋ！（ｋ－１）！Ｓ（μ）ｘｄμ＋Ｃｘ｝＝

ｅ－λｔ｛∑
∞

ｋ＝１
（τ－∫

＋∞

０
ｅ－λμ（λ

２ｔ）ｋ
ｋ！ μ

ｋ－１Ｓ（μ）ｘｄμ）＋Ｃｘ｝＝

ｅ－λｔ｛∑
∞

ｋ＝１

（λ２ｔ）ｋ
ｋ！ （λ－Ａ）

－ｋＣｘ＋Ｃｘ｝＝

ｅ－λｔｅｘｐ｛λ２ｔ（λ－Ａ）－１｝Ｃｘ＝
｛ｅｘｐ｛λ２ｔ（λ－Ａ）－１－λｔＩ｝｝Ｃｘ

从而Ｓ（ｔ）＝τ－ｌｉｍ
λ→＋∞
Ｓ５λ（ｔ）＝τ－ｌｉｍλ→＋∞｛ｅｘｐ｛λ

２ｔ（λ

－Ａ）－１－λｔＩ｝｝Ｃｘ。
下面给出双连续Ｃ半群的Ｖｏｒｎｏｎｖｓｋａｊａ型逼近

定理。

定理７　设 ｛Ｓ（ｔ）｝ｔ≥０是指数有界的双连续 Ｃ
半群，Ｗη（ｔ，μ）满足条件 （ｃ）和 （ｄ），若 ｘ∈
Ｄ（Ａ２Ｓ（ｔ０））则有：

τ－ｌｉｍ
η→０＋
η－１｛Ｓη（ｔ）ｘ－Ｓ（ｔ）ｘ｝＝

φ（ｔ）
２ Ａ

２Ｓ（ｔ）ｘ

证明　因为 ｘ∈ Ｄ（Ａ２Ｓ（ｔ０）），从而 Ｓ（ｔ）ｘ∈
Ｄ（Ａ２），Ｓ″（ｔ）ｘ＝Ａ２Ｓ（ｔ）ｘ。由 Ｔａｙｌｏｒ展开式 ε
＞０，δ＞０，当 ｔ－μ ＜δ时有Ｓ（μ）ｘ－Ｓ（ｔ）ｘ＝

（μ－ｔ）ＡＳ（ｔ）ｘ－１２（μ－ｔ）
２Ａ２Ｓ（ｔ）ｘ＋ε１ｘ（μ－ｔ）

２，

其中‖ε１ｘ‖ ＜ε。

ｐ（η－１（Ｓη（ｔ）ｘ－Ｓ（ｔ）ｘ）－
φ（ｔ）
２ Ａ

２Ｓ（ｔ）ｘ）≤

ｐ（∫μ－ｔ＜δＷη（ｔ，μ）［（μ－ｔ）ＡＳ（ｔ）ｘ＋
１
２（μ－ｔ）

２Ａ２Ｓ（ｔ）ｘ＋ε１ｘ（μ－ｔ）
２］ｄμ－

φ（ｔ）
２ Ａ

２Ｓ（ｔ）ｘ）＋ｐ（η－１∫μ－ｔ≥δＷη（ｔ，μ）·
［Ｓ（μ）ｘ－Ｓ（ｔ）ｘ）］ｄμ）＝Ｉ１＋Ｉ２

因｛Ｓ（ｔ）｝ｔ≥０是指数有界的，所以Ｉ２≤η
－１２Ｍ（τ－

∫μ－ｔ≥δＷη（ｔ，μ）ｅωｔｄμ）‖ｘ‖ ≤ ２Ｍ
δ４
‖ｘ‖η－１（τ －

∫
∞

０
Ｗη（ｔ，μ）ｅ

ωｔ（μ－ｔ）２ｄμ）→０。

Ｉ１≤η
－１（τ－∫μ－ｔ≥δＷη（ｔ，μ）μ－ｔｄμ）‖ＡＳ（ｔ）ｘ‖＋

η－１（τ－∫μ－ｔ≥δＷη（ｔ，μ）（μ－ｔ）２ｄμ）‖Ａ２Ｓ（ｔ）ｘ‖ ＋
η－１（τ－∫μ－ｔ≥δＷη（ｔ，μ）（μ－ｔ）２ｄμ）‖ε１ｘ‖≤

εφ（ｔ）＋（‖ＡＳ（ｔ）ｘ‖ １
δ３
＋‖Ａ２Ｓ（ｔ）ｘ‖ １

δ２
）η－１·

（τ－∫
∞

０
Ｗη（ｔ，μ）（μ－ｔ）

４ｄμ）＝

εφ（ｔ）＋（‖ＡＳ（ｔ）ｘ‖ １
δ３
＋‖Ａ２Ｓ（ｔ）ｘ‖ １

δ２
）ｏ（η）

因而当η→０＋，ε→０＋时有Ｉ１ ＝ｏ（１）。结合定理
２、４、７可得如下推论２。

推论２　设 ｛Ｓ（ｔ）｝ｔ≥０是指数有界的双连续 Ｃ
半群，若ｘ∈Ｄ（Ａ２Ｓ（ｔ０））则

τ－ｌｉｍ
η→０＋
η｛ｅｘｐ（Ｃ－１ｔ１η

（Ｓ（η）－Ｃ））·

Ｃｘ－Ｓ（ｔ）ｘ｝＝ｔ
２

２Ａ
２Ｓ（ｔ）ｘ；

τ－ｌｉｍ
η→０＋
ｎ｛［（１－αｔ）Ｉ－αｔＣ－１Ｓ（１ｎ）］

－ｎα·

Ｃｘ－Ｓ（ｔ）ｘ｝＝ｔ（１＋αｔ）２ Ａ２Ｓ（ｔ）ｘ
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