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摘　要：研究了一类具有未知扰动和变张力柔性梁的二维振动控制问题。柔性梁式结构属于典型的无穷维分布
参数系统，其动力学模型由一组偏微分方程 （ＰＤＥｓ）和一组用常微分方程 （ＯＤＥｓ）混合构成。为了避免控制溢
出和实现二维振动控制，基于柔性梁原始无穷维分布参数模型，结合边界控制技术和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接法，设计了
纵向和横向二维ＰＤ（ＰｒｏｐｏｒｔｉｏｎａｌＤｅｒｉｖａｔｉｖｅ）控制器用以抑制柔性梁的振动，设计的ＰＤ控制器简单可行且独立
于系统参数，因此具有较好的实时性和鲁棒性。其后利用经典的Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接法对柔性梁系统的稳定性和一致
有界性进行了证明。最后对所设计控制方法的有效性进行了仿真验证。
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　　柔性梁式结构具有质量轻和能耗低等独特优势
在现代工程等领域得到广泛应用［１］。但因其是一

类具有强耦合、非线性和时变特性的典型无穷维分

布参数系统，对其控制设计具有很大的难度，常见
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控制方法设计都是基于其降阶模型［２］，然而高频

未建模模态将影响其性能，产生控制溢出等问

题［３－４］，甚至导致系统不稳定。

属于主动控制范畴的边界控制方法，因其无需

分布控制器和避免了溢出现象，近年在柔性梁式结

构振动控制方面得到广泛的应用，并取得了丰富的

研究成果，其中包括边界控制与其他一些先进控制

技术的结合。文献 ［５－６］对近年边界控制的发
展以及边界控制在分布参数系统中的应用进行了综

述。文献 ［７－８］基于柔性结构无穷维 ＰＤＥｓ模
型，设计自适应鲁棒控制器对系统振动及稳定性问

题进行了研究。文献 ［９］研究了基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ的
柔性结构系统振动镇定问题。文献 ［１０］将 Ｂａｃｋ
ｓｔｅｐｐｉｎｇ技术和边界控制方法相结合，研究了参数
可变系统的跟踪控制问题，而文献 ［１１］采用
Ｂａｃｋｓｔｅｐｐｉｎｇ设计了边界控制器和观测器对弦线结
构进行控制，并验证了系统的指数稳定性和解的唯

一性。文献 ［１２］设计了鲁棒自适应边界控制方
法，对轴向移动结构振动进行控制。然而主动控制

的难点在于实时性，而复杂的控制算法通常是其实

时性的最大障碍，并且现有研究几乎都仅限于一维

振动控制，同时也忽略了执行器的阻尼或响应等不

确定因素而存在的未知扰动，以及张力变化的影

响。

本文基于柔性梁无限维 ＰＤＥｓ模型，应用边界
控制技术和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接法，分别设计了简单有
效的纵向和横向ＰＤ边界二维控制器，用于对具有
未知扰动和变张力柔性梁的振动控制。设计的 ＰＤ
控制算法克服了控制溢出问题，同时该算法简单有

效且独立于系统参数，因此具有较好的实时性和鲁

棒性。其后对梁系统的稳定性进行了数学证明，最

后给出了控制器有效性的仿真验证结果。

１　柔性梁的建模
如图１所示为一个典型的具有边界未知扰动和

分布未知扰动柔性梁示意图，横向控制 ＵＸ（Ｌ，ｔ）
和纵向控制ＵＹ（Ｌ，ｔ）作用于梁的右边界，柔性梁左
边界位于坐标 ＯＸＹ的原点，ｗ（ｘ，ｔ）和 ｖ（ｘ，ｔ）分别
为在 ｔ时刻柔性梁位置 ｘ处的纵向和横向偏移量，
ｄＹ（ｔ）和ｄＸ（ｔ）分别为纵向和横向边界未知扰动，
ｆ（ｘ，ｔ）为作用在柔性梁上的分布未知扰动。本文考
虑柔性梁式结构在分布式扰动下的小变形振动，可

将其视为 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁模型，采用 Ｈａｍｉｌｔｏｎ原
理对系统进行建模。

图１　典型的分布参数柔性梁系统
Ｆｉｇ１　Ａｔｙｐｉｃａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｆｌｅｘｉｂｌｅｂｅａｍｓｙｓｔｅｍ

注１　为了表述简单，在本文中将使用如下简

化：（·）（ｘ，ｔ）＝（·），（·）′＝（·）／ｘ，（·）
·

＝
（·）／ｔ。

柔性梁系统的动能Ｅｋ（ｔ）可以表示为

Ｅｋ（ｔ）＝
１
２ｍｌ∫

Ｌ

０
（ｗ２＋ｖ２）ｄｘ （１）

其中Ｌ和ｍｌ分别为梁的长度和单位长度的均匀质
量。

由柔性梁弯曲和轴向变形导致的势能Ｅｐ（ｔ）为

ＥＰ（ｔ）＝
１
２ＥＩ∫

Ｌ

０
ｗ″２ｄｘ＋１２∫

Ｌ

０
Ｔ（ｘ，ｔ）（ｗ′）２ｄｘ＋

１
２ＥＡ∫

Ｌ

０
［ｖ′＋１２（ｗ′）

２］２ｄｘ （２）

其中，Ｔ（ｘ，ｔ）、ＥＡ和ＥＩ分别为梁的张力、轴向
刚度和弯曲刚度。梁张力 Ｔ（ｘ，ｔ），即 Ｔ可以表
示为［１２］

Ｔ＝Ｔ０＋λ（ｗ′）
２ （３）

其中，Ｔ０和λ为正常数。
边界未知扰动ｄＸ（ｔ）和ｄＹ（ｔ）以及分布未知扰

动ｆ（ｘ，ｔ）对梁所做的功δＷｆ（ｔ）为
δＷｆ（ｔ）＝ｄＹ（ｔ）δｗ（Ｌ，ｔ）＋ｄＸ（ｔ）δｖ（Ｌ，ｔ）＋

∫
Ｌ

０
ｆ（ｘ，ｔ）ｗ（ｘ，ｔ）ｄｘ （４）

其中，ｗ（Ｌ，ｔ）和 ｖ（Ｌ，ｔ）分别为在 ｔ时刻梁位置 Ｌ
处的纵向和横向偏移量。

阻尼对柔性梁所做的虚功δＷｄ（ｔ）可表示为

δＷｄ（ｔ）＝－∫
Ｌ

０
（ｃ１ｗδｗ－ｃ２ｖδｖ）ｄｘ （５）

其中，ｃ１，ｃ２＞０分别为纵向和横向梁结构的分布
阻尼参数。横向控制ＵＸ（Ｌ，ｔ）和纵向控制ＵＹ（Ｌ，ｔ）
对梁做的功δＷｃ（ｔ）为
δＷｃ（ｔ）＝ＵＹ（Ｌ，ｔ）δｗ（Ｌ，ｔ）＋ＵＸ（Ｌ，ｔ）δｖ（Ｌ，ｔ）

（６）
则作用于柔性梁系统的总功δＷ（ｔ）为

δＷ（ｔ）＝δＷｆ（ｔ）＋δＷｄ（ｔ）＋δＷｃ（ｔ） （７）
基于 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁假设和小偏移性质，

　　

６５
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Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理允许以变分形式对运动方程求导［１３］，

可得：

∫
ｔ２

ｔ１
［δＥｋ（ｔ）－δＥＰ（ｔ）＋δＷ（ｔ）］ｄｔ＝０ （８）

其中，δ为变分操作符，ｔ１和ｔ２为两个时刻，ｔ１＜ｔ
＜ｔ２为操作时间间隔。将式 （１）、式 （２）、式
（７）代入式 （８），利用分部积分和变分方法，梁
系统的控制方程为

ｆ＝ｍｌ̈ｗ＋ＥＩｗ′－［Ｔ＋３λ（ｗ′）
２］ｗ″－Ｔ′ｗ′＋

　　　ｃ１ｗ－ＥＡ［ｖ′ｗ″＋ｖ″ｗ′＋
３
２（ｗ′）

２ｗ″］，

０＝ｍｌ̈ｖ＋ｃ２ｖ－ＥＡ（ｖ″＋ｗ′ｗ″
{

）

（９）
其中（ｘ，ｔ）∈（０，Ｌ）×［０，＋∞）。柔性梁的边
界条件为

ｗ″（０，ｔ）＝ｗ″（Ｌ，ｔ）＝ｗ（０，ｔ）＝ｖ（０，ｔ）＝０，
－ＥＩｗ（Ｌ，ｔ）＋ＥＡｖ′（Ｌ，ｔ）ｗ′（Ｌ，ｔ）＋

λ［ｗ′（Ｌ，ｔ）］３＋

Ｔ（Ｌ，ｔ）ｗ′（Ｌ，ｔ）＋１２ＥＡ［ｗ′（Ｌ，ｔ）］
３－　 　　

ＵＹ（Ｌ，ｔ）＝ｄＹ（ｔ），

１
２ＥＡ［ｗ′（Ｌ，ｔ）］

２＋ＥＡｖ′（Ｌ，ｔ）－　　　 　　

ＵＸ（Ｌ，ｔ）＝ｄＸ（ｔ



















）

（１０）
其中（ｔ）∈［０，＋∞）。系统相应的初始条件为
ｗ（ｘ，０）＝ｖ（ｘ，０）＝ｗ（ｘ，０）＝ｖ（ｘ，０）＝０

（１１）
假设１　对于边界未知扰动 ｄＸ（ｔ）和 ｄＹ（ｔ），

设存在常数 ａ１，ａ２∈ Ｒ
＋，则有 ｄＸ（ｔ）≤ ａ１，

ｄＹ（ｔ）≤ａ２，（ｔ）∈［０，＋∞）。ｄＸ（ｔ）和ｄＹ（ｔ）
均为有限能量函数因而有界，所以此假设是合理的。

假设２　对于分布未知扰动ｆ（ｘ，ｔ），设存在常
数ａ３∈Ｒ

＋，则有 ｆ（ｘ，ｔ）≤ａ３，（ｘ，ｔ）∈［０，
Ｌ］×［０，＋∞）。ｆ（ｘ，ｔ）为有限能量函数因而有界，
所以此假设是合理的。

２　控制设计
为了减小柔性梁因输入激励引起的振动，本文

将设计二维ＰＤ边界控制器，通过控制器的控制作
用，使梁的振动偏移量ｗ（ｘ，ｔ）和ｖ（ｘ，ｔ）最小化。
２１　预备知识

为了便于边界控制器设计和柔性梁稳定性分

析，本小节将列出一些引理和性质。

引理１　令φ１（ｔ），φ２（ｔ）∈Ｒ，其中ｘ∈［０，

Ｌ］，ｔ∈［０，＋∞），则有如下不等式成立［１４］：

φ１φ２≤ φ１φ２ ≤φ
２
１＋φ

２
２，φ１，φ２∈Ｒ，

φ１φ２＝ （
１

槡σ
φ１）（槡σφ２）≤

１
σφ

２
１＋σφ

２
２，σ＞{ ０

（１２）
引理２　令φ（ｘ，ｔ）∈Ｒ为定义在和ｔ∈［０，＋

∞）上的函数，且满足如下边界条件［１５］：

φ（０，ｔ）＝０，ｔ∈［０，＋∞） （１３）
则有如下不等式成立：

∫
Ｌ

０
φ２ｄｘ≤Ｌ２∫

Ｌ

０
（φ′）２ｄｘ，

φ２≤Ｌ∫
Ｌ

０
（φ′）２ｄｘ，ｘ∈［０，Ｌ{

］

（１４）

性质１　若柔性梁系统的动能式 （１）和势能
式 （２）在是有界的，则对于，ｗ（ｘ，ｔ），ｗ′（ｘ，ｔ），
ｗ″（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ），ｖ′（ｘ，ｔ），ｖ″（ｘ，ｔ）和 ｗ′（ｘ，ｔ），
ｗ″（ｘ，ｔ），ｗ（ｘ，ｔ），ｗ′（ｘ，ｔ），ｖ′（ｘ，ｔ），ｖ″（ｘ，ｔ）
也都是有界的［１５］。

２２　边界控制
为使由式 （９） －（１０）所描述柔性梁系统稳

定，本文设计二维ＰＤ边界控制律为：
ＵＹ（Ｌ，ｔ）＝－ｋ１ｗ（Ｌ，ｔ）－ｋ３ｗ（Ｌ，ｔ），

ＵＸ（Ｌ，ｔ）＝－ｋ２ｖ（Ｌ，ｔ）－ｋ４ｖ（Ｌ，ｔ
{

）
（１５）

注２　二维ＰＤ边界控制器中所有信号均可由
传感器测得或由向后差分算法获得。ｗ（Ｌ，ｔ）和
ｖ（Ｌ，ｔ）可由梁顶端的激光位移传感器测得，ｗ（Ｌ，ｔ）
和 ｖ（Ｌ，ｔ）可分别由 ｗ（Ｌ，ｔ）和 ｖ（Ｌ，ｔ）后向差分法
得到。

设Ｌｙａｐｕｎｏｖ候选函数为
Ｖ（ｔ）＝Ｖ１（ｔ）＋Ｖ２（ｔ）＋Ｖ３（ｔ） （１６）

其中能量项 Ｖ１（ｔ），交叉项 Ｖ２（ｔ）和附加项 Ｖ３（ｔ）
分别为

Ｖ１（ｔ）＝
ＥＡ
２∫

Ｌ

０
［ｖ′＋１２（ｗ′）

２］２ｄｘ＋１２∫
Ｌ

０
Ｔ（ｗ′）２ｄｘ＋

ＥＩ
２∫

Ｌ

０
（ｗ″）２ｄｘ＋

ｍｌ
２∫

Ｌ

０
（ｗ２＋ｖ２）ｄｘ，

Ｖ２（ｔ）＝β１ｍｌ∫
Ｌ

０
ｗｗｄｘ＋β２ｍｌ∫

Ｌ

０
ｖｖｄｘ，　　　　　　

Ｖ３（ｔ）＝
ｋ３＋ｋ１β１
２ ［ｗ（Ｌ，ｔ）］２＋

ｋ４＋ｋ２β２
２ ［ｖ（Ｌ，ｔ）］













 ２

（１７）
其中，β１，β２，ｋ１，ｋ２，ｋ３和ｋ４均为正数。

引理 ３　对于给定的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ候选函数式
（１６）具有如下上下界：

０≤１［Ｖ１（ｔ）＋Ｖ３（ｔ）］≤Ｖ（ｔ）≤
２［Ｖ１（ｔ）＋Ｖ３（ｔ）］ （１８）

７５
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其中，１和２均为正权重系数。
证明　应用不等式 （１２）和式 （１４），由式

（１７）得：

Ｖ２（ｔ）≤β１ｍｌ∫
Ｌ

０
ｗ２ｄｘ＋β１ｍｌＬ

２∫
Ｌ

０
（ｗ′）２ｄｘ＋

β２ｍｌ∫
Ｌ

０
ｖ２ｄｘ＋β２ｍｌＬ

２∫
Ｌ

０
（ｖ′）２ｄｘ≤βＶ１（ｔ）（１９）

其中β＝２ｍｌ
ｍａｘ（β１，β１Ｌ

２，β２，β２Ｌ
２）

ｍｉｎ（ｍｌ，ＥＩ，ＥＡ，Ｔ）
。

不等式 （１９）可改写为
－βＶ１（ｔ）≤Ｖ２（ｔ）≤βＶ１（ｔ） （２０）

适当的选择β３和β４，可以得到如下等式：
β３ ＝１－β＞０，β４ ＝１＋β＞１ （２１）

将式 （２１）应用于不等式 （２０）可进一步得到：
０＜β３Ｖ１（ｔ）≤Ｖ２（ｔ）＋Ｖ１（ｔ）≤β４Ｖ１（ｔ）

（２２）
基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数式 （１６），再结合式 （２２），可
得：

０≤１［Ｖ１（ｔ）＋Ｖ３（ｔ）］≤ｖ（ｔ）≤
２［Ｖ１（ｔ）＋Ｖ３（ｔ）］ （２３）

其中，１ ＝ ｍｉｎ［β３，０５（ｋ３ ＋ｋ１β１），０５（ｋ４ ＋
ｋ２β２）］＞０，２ ＝ｍａｘ［β４，０５（ｋ３＋ｋ１β１），０５（ｋ４
＋ｋ２β２）］＞０。证毕。
引理４　在 ＰＤ边界控制器式 （１５）作用下，

给定的Ｌｙａｐｕｎｏｖ候选函数式 （１６）对时间导数具
有上界。

Ｖ（ｔ）≤－Ｖ（ｔ）＋ε （２４）
其中，和ε均为正权重系数。

证明　对式 （１６）求时间导数，有
Ｖ（ｔ）＝Ｖ１（ｔ）＋Ｖ２（ｔ）＋Ｖ３（ｔ） （２５）

其中，Ｖ１（ｔ）可表示为
Ｖ１（ｔ）＝Ｖ１１＋Ｖ１２＋Ｖ１３＋Ｖ１４ （２６）

根据式 （１７）中第一项，有

Ｖ１１ ＝ｍｌ∫
Ｌ

０
（ｗ̈ｗ＋ｖ̈ｖ）ｄｘ，

Ｖ１２ ＝ＥＩ∫
Ｌ

０
ｗ″ｗ″ｄｘ，

Ｖ１３ ＝ＥＡ∫
Ｌ

０
［ｖ′＋１２（ｗ′）

２］（ｖ′＋ｗ′ｗ′）ｄｘ，

Ｖ１４ ＝∫
Ｌ

０
Ｔｗ′ｗ′ｄｘ＋λ∫

Ｌ

０
ｗ′（ｗ′）３ｄ















ｘ

（２７）
将控制方程式 （９）代入Ｖ１１中，可得：

Ｖ１１ ＝∫
Ｌ

０
［－ＥＩｗ′ｗ＋ＥＡｖ″ｗ′ｗ＋Ｔｗ″ｗ＋

３λ（ｗ′）２ｗ″ｗ＋Ｔ′ｗ′ｗ＋ｆｗ＋

３ＥＡ
２（ｗ′）

２ｗ″ｗ＋ＥＡｖ′ｗ″ｗ－ｃ１ｗ
２］ｄｘ＋

∫
Ｌ

０
（ＥＡｖ″ｖ＋ＥＡｗ′ｗ″ｖ－ｃ２ｖ

２）ｄｘ （２８）

应用分部积分和边界条件式 （１０），Ｖ１２，Ｖ１３和 Ｖ１４
可分别表示为

Ｖ１２ ＝ＥＩ∫
Ｌ

０
ｗｗ′ｄｘ－ＥＩｗ（Ｌ，ｔ）ｗ（Ｌ，ｔ），　　　 　

Ｖ１３ ＝ＥＡｖ′（Ｌ，ｔ）ｖ（Ｌ，ｔ）＋
ＥＡ
２［ｗ′（Ｌ，ｔ）］

２ｖ（Ｌ，ｔ）＋

ＥＡｖ′（Ｌ，ｔ）ｗ′（Ｌ，ｔ）ｗ（Ｌ，ｔ）＋
ＥＡ
２［ｗ′（Ｌ，ｔ）］

３ｗ（Ｌ，ｔ）－ＥＡ∫
Ｌ

０
ｖｖ″ｄｘ－

ＥＡ∫
Ｌ

０
ｗｗ′ｖ″ｄｘ－ＥＡ∫

Ｌ

０
ｗｗ″ｖ′ｄｘ－

ＥＡ∫
Ｌ

０
ｖｗ′ｗ″ｄｘ－３ＥＡ２∫

Ｌ

０
ｗ（ｗ′）２ｗ″ｄｘ，

Ｖ１４ ＝｛Ｔ（Ｌ，ｔ）ｗ′（Ｌ，ｔ）＋λ［ｗ′（Ｌ，ｔ）］
３｝ｗ（Ｌ，ｔ）－

∫
Ｌ

０
ｗ｛Ｔｗ″＋Ｔ′ｗ′＋３λ（ｗ′）２ｗ″｝ｄ























 ｘ

（２９）
应用边界条件式 （１０），并联合式 （２８） － （２９）
和不等式 （１２） －（１４），可得：
Ｖ１（ｔ）≤ ｗ（Ｌ，ｔ）ＵＹ（Ｌ，ｔ）＋ｖ（Ｌ，ｔ）ＵＸ（Ｌ，ｔ）－

ｃ１∫
Ｌ

０
ｗ２ｄｘ－ｃ２∫

Ｌ

０
ｖ２ｄｘ＋１

δ１∫
Ｌ

０
ｆ２ｄｘ＋

δ１∫
Ｌ

０
ｗ２ｄｘ＋ｄＹ（ｔ）ｗ（Ｌ，ｔ）＋ｄＸ（ｔ）ｖ（Ｌ，ｔ）（３０）

其中δ１ ＞０。式 （２５）中 Ｖ２（ｔ）可表示为
Ｖ２（ｔ）＝Ｖ２１＋Ｖ２２＋Ｖ２３ （３１）

根据式 （１７）中第二项，有

Ｖ２１ ＝β１ｍｌ∫
Ｌ

０
ｗ̈ｗｄｘ，

Ｖ２２ ＝β２ｍｌ∫
Ｌ

０
ｖ̈ｖｄｘ，

Ｖ２３ ＝β１ｍｌ∫
Ｌ

０
ｗ２ｄｘ＋β２ｍｌ∫

Ｌ

０
ｖ２ｄ











 ｘ

（３２）

将控制方程式 （９）代入Ｖ２１中，并应用分部积分、
边界条件式 （１０）和不等式 （１２） － （１４），可
得：

Ｖ２１≤β１ｗ（Ｌ，ｔ）ＵＹ（Ｌ，ｔ）＋β１ｗ（Ｌ，ｔ）ｄＹ（ｔ）＋
β１
δ３∫

Ｌ

０
ｆ２ｄｘ－β１（

ＥＡ
２ ＋λ）∫

Ｌ

０
（ｗ′）４ｄｘ－

β１∫
Ｌ

０
Ｔ（ｗ′）２ｄｘ－β１ＥＩ∫

Ｌ

０
（ｗ″）２ｄｘ－

β１ＥＡ∫
Ｌ

０
（ｗ′）２ｖ′ｄｘ＋

β１ｃ１
δ２∫

Ｌ

０
ｗ２ｄｘ＋

（β１δ３Ｌ
２＋β１ｃ１δ２Ｌ

２）∫
Ｌ

０
（ｗ′）２ｄｘ （３３）

８５
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其中，δ２，δ３ ＞０。应用上式 （３３）同样的方法，
可得

Ｖ２２≤β２ｖ（Ｌ，ｔ）ＵＸ（Ｌ，ｔ）－β２ＥＡ∫
Ｌ

０
（ｖ′）２ｄｘ－

β２ＥＡ
２∫

Ｌ

０
ｖ′（ｗ′）２ｄｘ＋

β２ｃ２
δ４∫

Ｌ

０
ｖ２ｄｘ＋

β２ｃ２δ４Ｌ
２∫
Ｌ

０
（ｖ′）２ｄｘ＋β２ｖ（Ｌ，ｔ）ｄＸ（ｔ） （３４）

其中δ４ ＞０。联合式 （３３） － （３４）和式 （３２）
第三项，可得

Ｖ２（ｔ）≤β１ｗ（Ｌ，ｔ）ＵＹ（Ｌ，ｔ）＋β２ｖ（Ｌ，ｔ）ＵＸ（Ｌ，ｔ）＋

β２（
ｃ２
δ４
＋ｍｌ）∫

Ｌ

０
ｖ２ｄｘ＋

β１
δ３∫

Ｌ

０
ｆ２ｄｘ＋

β１（ｍｌ＋
ｃ１
δ２
）∫
Ｌ

０
ｗ２ｄｘ－β１ＥＩ∫

Ｌ

０
（ｗ″）２ｄｘ－

β２（ＥＡ－ｃ２δ４Ｌ
２）∫

Ｌ

０
（ｖ′）２ｄｘ－

β１（Ｔ０－ｃ１δ２Ｌ
２－δ３Ｌ

２）∫
Ｌ

０
（ｗ′）２ｄｘ－

β１（
ＥＡ
２ ＋２λ）∫

Ｌ

０
（ｗ′）４ｄｘ－

β１（ＥＡ＋
β２ＥＡ
２ ）∫

Ｌ

０
（ｗ′）２ｖ′ｄｘ＋

β１ｗ（Ｌ，ｔ）ｄＹ（ｔ）＋β２ｖ（Ｌ，ｔ）ｄＸ（ｔ） （３５）
对式 （１７）中第三项求时间导数，可得：
Ｖ３（ｔ）≤（ｋ３＋ｋ１β１）ｗ（Ｌ，ｔ）ｗ（Ｌ，ｔ）＋

（ｋ４＋ｋ２β２）ｖ（Ｌ，ｔ）ｖ（Ｌ，ｔ） （３６）
将边界控制器式 （１５）、式 （３０）、式 （３５）

－（３６）代入式 （２５），有
Ｖ（ｔ）≤－ｋ１［ｗ（Ｌ，ｔ）］

２－ｋ３β１［ｗ（Ｌ，ｔ）］
２－ｋ２［ｖ（Ｌ，ｔ）］

２－

ｋ４β２［ｖ（Ｌ，ｔ）］
２－τ１∫

Ｌ

０
ｗ２ｄｘ－τ２∫

Ｌ

０
ｖ２ｄｘ－τ３∫

Ｌ

０
（ｗ″）２ｄｘ－

τ４∫
Ｌ

０
（ｗ′）４ｄｘ－τ５∫

Ｌ

０
（ｗ′）２ｖ′ｄｘ－τ６∫

Ｌ

０
（ｖ′）２ｄｘ－

τ７∫
Ｌ

０
（ｗ′）２ｄｘ＋τ８∫

Ｌ

０
ｆ２ｄｘ＋ε１≤

　　 －３［Ｖ１（ｔ）＋Ｖ３（ｔ）］＋ε１＋τ８∫
Ｌ

０
ｆ２ｄｘ （３７）

其中，可以通过选择恰当的参数值ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４，β１，
β２，δ１，δ２，δ３和δ４满足如下条件：

τ１＝（ｃ１－δ１－β１ｍｌ－
β１ｃ１
δ２
）＞０，τ２＝（ｃ２－

β２ｃ２
δ４
－β２ｍｌ）＞０，

τ３ ＝β１ＥＡ＞０，τ４ ＝（
β１ＥＡ
２ ＋２λβ１）＞０，

τ５＝（β１ＥＡ＋
β２ＥＡ
２ ）＞０，τ６＝（β２ＥＡ－β２ｃ２δ４Ｌ

２）＞０，

τ７ ＝（β１Ｔ０－β１ｃ１δ２Ｌ
２－β１δ３Ｌ

２）＞０，

τ８ ＝（
β１
δ３
＋１
δ１
）＞０，

τ９ ＝ｍａｘ［β１ｗ（Ｌ，ｔ）＋ｗ（Ｌ，ｔ）］ｄＹ（ｔ），

τ１０ ＝ｍａｘ［β２ｖ（Ｌ，ｔ）＋ｖ（Ｌ，ｔ）］ｄＸ（ｔ），

ε１ ＝τ９＋τ１０，３ ＝ｍｉｎ（
２τ１
ｍｌ
，
２τ２
ｍｌ
，
２τ３
ＥＩ，

８τ４
ＥＡ＋４λ

，

２τ５
ＥＡ，
２τ６
ＥＡ，

２τ７
Ｔ０
，ｋ３β１，ｋ４β２）

结合式 （２３）和式 （３７），可得出式 （２４）的
证明结果

Ｖ（ｔ）≤－Ｖ（ｔ）＋ε （３８）

其中，＝（
３
２
）＞０，ε＝ε１＋τ８ａ

２
３Ｌ。证毕。

根据上述引理，可推导出下列闭环柔性梁系统

的稳定性定理。

定理１　式 （９） －（１０）所描述的柔性梁系
统，在边界控制器式 （１５）作用下，有如下关系
式成立：

① 一致有界：闭环柔性梁的状态量ｗ（ｘ，ｔ）和
ｖ（ｘ，ｔ）一致包含于紧集Ω１中：
Ω１∶＝｛ｗ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ）∈Ｒ‖ｗ（ｘ，ｔ）｜≤χ１，
｜ｖ（ｘ，ｔ）｜χ２，（ｘ，ｔ）∈［０，Ｌ］×［０，＋∞］｝

（３９）

其中，χ１＝
２Ｌ
Ｔ０１
［Ｖ（０）＋ε

槡
］，χ２＝

２Ｌ
ＥＡ１

［Ｖ（０）＋ε
槡
］。

② 指数稳定：在无边界和分布未知扰动情况
下，闭环柔性梁状态量ｗ（ｘ，ｔ）和ｖ（ｘ，ｔ）一致包含
于紧集Ω２中：
Ω２∶＝｛ｗ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ）∈Ｒ‖ｗ（ｘ，ｔ）｜≤χ３，
｜ｖ（ｘ，ｔ）｜χ４，（ｘ，ｔ）∈［０，Ｌ］×［０，＋∞］｝

（４０）

其中，χ３＝
２Ｌ
Ｔ０１
［Ｖ（０）ｅ－ｔ

槡
］，χ４＝

２Ｌ
ＥＡ１

［Ｖ（０）ｅ－ｔ
槡

］。

证明　将不等式 （３８）左右同时乘以 ｅｔ，可
得

Ｖ（ｔ）ｅｔ≤－Ｖ（ｔ）ｅｔ＋εｅｔ

ｔ
［Ｖ（ｔ）ｅｔ］≤εｅｔ （４１）

对不等式 （４１）积分，可得

Ｖ（ｔ）≤［Ｖ（０）－ε
］ｅ－ｔ＋ε

≤

Ｖ（０）ｅ－ｔ＋ε


（４２）

其中，上式 （４２）表明Ｖ（ｔ）是有界的。
由式 （１７）第一项，并结合式 （１４）和式

９５
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（２３），可得

　　

Ｔ０
２Ｌｗ

２≤
Ｔ０
２∫

Ｌ

０
（ｗ′）２ｄｘ≤Ｖ１（ｔ）≤

　 　［Ｖ１（ｔ）＋Ｖ３（ｔ）］≤
１
１
Ｖ（ｔ），

ＥＡ
２Ｌｖ

２≤
ＥＡ０
２∫

Ｌ

０
（ｖ′）２ｄｘ≤Ｖ２（ｔ）≤

　 　［Ｖ１（ｔ）＋Ｖ３（ｔ）］≤
１
１
Ｖ（ｔ















 ）

（４３）

根据不等式 （４２）－（４３），可得出如下结论：

　

ｗ（ｘ，ｔ）≤
２Ｌ
Ｔ０１

［Ｖ（０）ｅ－ｔ＋ε
槡
］≤

２Ｌ
Ｔ０１

［Ｖ（０）＋ε
槡
］＝χ１，

ｖ（ｘ，ｔ）≤
２Ｌ
ＥＡ１

［Ｖ（０）ｅ－ｔ＋ε
槡
］≤

２Ｌ
ＥＡ１

［Ｖ（０）＋ε
槡
］＝χ

















２

（４４）

其中（ｘ，ｔ）∈［０，Ｌ］×［０，＋∞）。
当边界未知扰动和分布未知扰动均不存在情况

下，即式 （３８）中ε＝０，由式 （４４），可得：

　
ｗ（ｘ，ｔ）≤

２Ｌ
Ｔ０１

［Ｖ（０）ｅ－ｔ
槡

］＝χ３，

ｖ（ｘ，ｔ）≤
２Ｌ
ＥＡ１

［Ｖ（０）ｅ－ｔ
槡

］＝χ{
４

（４５）

其中（ｘ，ｔ）∈［０，Ｌ］×［０，＋∞）。证毕。
注３　对于（ｘ，ｔ）∈［０，Ｌ］×［０，＋∞），由

式 （４３）可知 Ｖ１（ｔ）有界，所以 ｗ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ），
ｗ′（ｘ，ｔ），ｖ′（ｘ，ｔ）和 ｗ″（ｘ，ｔ）有界，由性质 １可知
ｗ（ｘ，ｔ），ｗ′（ｘ，ｔ），ｗ″（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ），ｖ′（ｘ，ｔ），ｖ″（ｘ，
ｔ），ｗ（ｘ，ｔ），ｗ′（ｘ，ｔ），ｖ″（ｘ，ｔ）有界，再由假设 １
和系统模型式 （９） －（１０）可知 ｗ̈（ｘ，ｔ）和 ｖ̈（ｘ，
ｔ）有界。因此，由以上证明和分析得出，柔性梁
振动偏移量一致有界。

注４　因 ｗ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ），ｗ（ｘ，ｔ）和 ｖ（ｘ，ｔ）有
界，所以本文设计的控制器式 （１５）也有界。

３　仿真研究
本文以具有未知扰动和变张力柔性梁为对象，

对其振动进行二维振动控制仿真研究，验证所设计

ＰＤ控制律式 （１５）的有效性，柔性梁初始状态为
静止。式 （４６）给出了纵向和横向边界未知扰动
ｄＹ（ｔ）和ｄＸ（ｔ），式 （４７）给出了作用在柔性梁上
的分布未知扰动 ｆ，即 ｆ（ｘ，ｔ）。表１为柔性梁系统
的相关参数。

ｄＹ（ｔ）＝ｄＸ（ｔ）＝１＋０１ｓｉｎ（０１ｔ）＋
０３ｓｉｎ（０３ｔ）＋０５ｓｉｎ（０５ｔ） （４６）

ｆ＝［３＋ｓｉｎ（πｘｔ）＋ｓｉｎ（２πｘｔ）＋ｓｉｎ（３πｘｔ）］ｘ
（４７）

表１　柔性梁系统的相关参数
Ｔａｂｌｅ１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｆｌｅｘｉｂｌｅｂｅａｍ

参数 参数值 参数 参数值 参数 参数值 参数 参数值

ＥＩ １０Ｎｍ２ ｃ２ ５Ｎｓ／ｍ２ Ｌ １０ｍ Ｔ０ ５０Ｎ
ＥＡ １０００Ｎ ｃ１ ５Ｎｓ／ｍ２ ｍｌ １Ｋｇ／ｍ λ １０

本文给出了柔性梁振动控制的四种验证结果：

① 无控制输入情况下柔性梁的振动偏移 ｗ（ｘ，
ｔ）和ｖ（ｘ，ｔ）仿真研究结果，见图２；

② 仅有横向控制输入情况下柔性梁的振动偏
移ｗ（ｘ，ｔ）和ｖ（ｘ，ｔ）仿真研究结果，见图３；

③仅有纵向控制输入情况下柔性梁的振动偏移
ｗ（ｘ，ｔ）和ｖ（ｘ，ｔ）仿真研究结果，见图４；

④ 同时具有横向和纵向控制输入情况下柔性
梁的振动偏移ｗ（ｘ，ｔ）和ｖ（ｘ，ｔ）仿真研究结果，见
图５。

图２　无控制作用时梁的偏移量
Ｆｉｇ２　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｏｆｂｅａｍｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｔｒｏｌ

图３　仅有横向控制作用梁的偏移量
Ｆｉｇ３　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｏｆｂｅａｍｗｉｔｈｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｃｏｎｔｒｏｌ

０６
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图４　仅有纵向控制作用梁的偏移量
Ｆｉｇ４　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｏｆｂｅａｍｗｉｔｈｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌｃｏｎｔｒｏｌ

图５　纵向和横向控制作用梁的偏移量
Ｆｉｇ５　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｓｏｆｂｅａｍｗｉｔｈｂｏｔｈｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ

ａｎｄｌｏｎｇｉｔｕｄｉｎａｌｃｏｎｔｒｏｌ

注５　为保证仿真精度，仿真中的时间和距离
步长都很小，直接导致仿真结果数据非常大，计算

机无法显示所有数据。因而，三维图２－图５是取
其中每隔一秒的数据绘制的。

图６和图７分别给出了柔性梁中部 （ｘ＝５ｍ）
和右边界 （ｘ＝１０ｍ）处的振动偏移量变化情况对
比结果。图８则给出了纵向控制ＵＹ（ｔ）和横向控制
ＵＸ（ｔ）的变化情况。由仿真结果图２－图８可得如
下结论：

① 由仿真结果图２－图７可知，当将本文设计
的二维ＰＤ边界控制器式 （１５）应用于柔性梁的振
动控制时，在上述四种情况下梁的振动都有十分显

著的减弱，偏移量ｗ（ｘ，ｔ）和ｖ（ｘ，ｔ）都有数百倍至
数千倍的减少，表明本文设计的二维 ＰＤ控制算法
对抑制柔性梁的纵向和横向振动都十分有效。

② 由仿真结果图６和图７可知，虽然在柔性
梁中部 （ｘ＝５ｍ）并未布置控制器，但柔性梁中
部的振动也有十分显著的减弱 （控制后偏移量非

常接近于零），体现了边界控制方法在柔性梁振动

控制方面的独特优势。在柔性梁右边界 （ｘ＝１０ｍ）

处，加入控制后，梁振动偏移已几乎为零，也验证

了所设计控制算法的有效性。

图６　有无控制作用时梁在ｘ＝５ｍ处偏移量
Ｆｉｇ６　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｂｅａｍａｔｘ＝５ｍｗｉｔｈｏｒｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｔｒｏｌ

图７　有无控制作用时梁在ｘ＝１０ｍ处偏移量
Ｆｉｇ７　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｂｅａｍａｔｘ＝１０ｍ

ｗｉｔｈｏｒｗｉｔｈｏｕｔｃｏｎｔｒｏｌ

③ 由图８可知，系统纵向控制输入范围为 －
１２～３６Ｎ，横向控制输入范围为－２５０～２５０Ｎ，而
正的纵向控制输入表明纵向控制作用力与作用力

ｆ（ｘ，ｔ）反向。

图８　纵向和横向控制输入
Ｆｉｇ８　ＣｏｎｔｒｏｌｉｎｐｕｔＵＹ （Ｌ，ｔ）ａｎｄＵＸ （Ｌ，ｔ）

１６
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４　结　语
本文研究了具有未知扰动和变张力柔性梁的二

维振动控制问题。基于柔性梁原始无穷维分布参数

ＰＤＥｓ模型，结合边界控制技术和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ直接
法，设计了纵向和横向二维控制器用以抑制柔性梁

的振动，避免了基于截断模型而导致的稳定性等问

题，应用设计的控制方法，柔性梁的振动得到很好

的抑制，且系统的指数稳定性和一致有界性得以保

证。本文设计的控制器在本质上具有 ＰＤ控制器特
性，因而控制实施简单有效且独立于柔性梁系统参

数，因此具有较好的实时性和鲁棒性。最后对所设

计控制方法的有效性进行了仿真验证。
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