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摘　要：研究了以下一类拟线性分数阶高阶脉冲微分方程边值问题
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解的存在性。通过定义一个压缩映射并利用Ｂａｎａｃｈ不动点定理和Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉｓ不动点定理，得到了边值问题存
在唯一解和至少存在一个解的充分条件，最后分别给出一个例子来验证主要结果。
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　　分数阶微分方程在诸多领域比如流体力学、粘
弹性力学、分数阶控制器、多空结构以及电磁模型

等的应用中具有重要的理论意义和学术价值［１－２］。

特别地，由于近代科学技术的发展，脉冲分数阶微

分方程也逐渐成为物理，化学，生物和社会科学中

必不可少的数学工具［３－６］。近些年来，随着对分数

阶微积分研究的不断深入［７－１１］，其研究内容更加

系统和广泛，如对于分数阶微分方程边值问题的研

究思想和高阶分数阶微分方程的研究成果更为丰

富。

２０１０年田元生等［１２］研究了非线性分数阶 ｑ（ｑ
∈（１，２］）阶脉冲微分方程边值问题
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解的存在性，其中ＣＤｑ是Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数。这里
ｆ：［０，１］×Ｒ→ Ｒ是连续函数，Ｉｋ，珋Ｉｋ：Ｒ→ Ｒ，ξ∈
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２０１１年王旭焕［１３］研究了如下非线性分数阶高

阶脉冲微分方程
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解的存在性，其中ＣＤｑ是Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数。
受到上述研究成果的启发，由此联想到拟线性

分数阶高阶脉冲微分方程边值问题的解在适当的条

件下就会存在。本文主要是利用不动点定理给出方

程解的存在性的一些充分条件。

１　必要准备
本节主要介绍一些文中会用到的定义，定理以

及预备知识。

定义１　函数ｆ：０，＋[ )∞ →Ｒ的ｑ＞０阶Ｒｉｅ
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引理１（Ｂａｎａｃｈ不动点定理）设 Ｅ是 Ｂａｎａｃｈ

空间Ｘ的非空闭子集，Ｔ：Ｅ→ Ｅ为 Ｅ上的压缩映
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ｙ（ｔ－ｋ）存在，ｋ＝０，１，…，ｐ｝，显然 ＰＣ（Ｊ，Ｒ）是 Ｂａ
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定理１　假设ｚ（ｔ）∈Ｃ［０，１］，考虑如下线性
分数阶高阶脉冲微分方程边值问题
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这里ｙ０，ｙ１∈Ｒ，ｂｊ≥０，０＜ξｊ＜１，ｊ＝１，２，…，ｍ－

２，ｄ＝∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊ＜１，且Ｄ

ｑ
０＋是Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数。为

了方便，记Σ＝｛（ｔ，ｓ）：０≤ｓ≤ｔ≤１｝，令

Φｙ（ｔ）＝∫
ｔ

０
φ（ｔ，ｓ，ｙ（ｓ））ｄｓ，

Ψｙ（ｔ）＝∫
ｔ

０
ψ（ｔ，ｓ，ｙ（ｓ））ｄｓ

则边值问题 （１）的唯一解是

５３



中山大学学报 （自然科学版） 第５３卷　

ｙ（ｔ）＝

－ １
Γ（ｑ）∫

ｔ

０
（ｔ－ｓ）ｑ－１ｚ（ｓ）ｄｓ＋ｃ１＋

ｃｎ－１
（ｎ－１）！ｔ

ｎ－１，ｔ∈Ｊ０；

－ １
Γ（ｑ）∫

ｔ

ｔ１
（ｔ－ｓ）ｑ－１ｚ（ｓ）ｄｓ－ １

Γ（ｑ）∫
ｔ１

０
（ｔ１－ｓ）ｑ－１ｚ（ｓ）ｄｓ－

　　
（ｔ－ｔ１）ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
ｔ１

０
（ｔ１－ｓ）ｑ－ｎｚ（ｓ）ｄｓ＋

　　
（ｔ－ｔ１）ｎ－１

（ｎ－１）！Ｊ１（ｙ（ｔ１））＋Ｉ１（ｙ（ｔ１））＋ｃ１＋

　　
ｃｎ－１

（ｎ－１）！［ｔ
ｎ－１
１ ＋（ｔ－ｔ１）ｎ－１］，ｔ∈Ｊ１；

－ １
Γ（ｑ）∫

ｔ

ｔｋ
（ｔ－ｓ）ｑ－１ｚ（ｓ）ｄｓ－ １

Γ（ｑ）∑
ｋ

ｉ＝１
∫ｔｉｔｉ－１（ｔｉ－ｓ）

ｑ－１ｚ（ｓ）ｄｓ－

　　
（ｔ－ｔｋ）ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∑
ｋ

ｉ＝１
∫ｔｉｔｉ－１（ｔｉ－ｓ）

ｑ－ｎｚ（ｓ）ｄｓ－

　　
∑
ｋ

ｉ＝２
∑
ｋ－１

ｊ＝ｉ－１
（ｔｊ＋１－ｔｊ）ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
ｔｉ－１

ｔｉ－２
（ｔｉ－１－ｓ）ｑ－ｎｚ（ｓ）ｄｓ＋

　　
（ｔ－ｔｋ）ｎ－１

（ｎ－１）！∑
ｋ

ｉ＝１
Ｊｉ（ｙ（ｔｉ））＋
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（２）
其中

ｃ１ ＝ｇ０＋ｇ（ｙ），

ｃｎ－１ ＝
１

（１－ｄ）Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
１

ｔｐ
（１－ｓ）ｑ－ｎｚ（ｓ）ｄｓ＋

１
Γ（ｑ－ｎ＋１）∑

ｐ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－ｎｚ（ｓ）ｄｓ－

１
（１－ｄ）Γ（ｑ－ｎ＋１）∑

ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊ∫

ξｊ

ｔｐ
（ξｊ－ｓ）

ｑ－ｎｚ（ｓ）ｄｓ－

∑
ｐ

ｉ＝１
Ｊｉ（ｙ（ｔｉ））＋

ｙ１
１－ｄ

证明　由边值条件 ｙ′（０）＝ｙ″（０）＝… ＝
ｙ（ｎ－２）（０）＝０和方程

Ｄｑ０＋ｙ（ｔ）＋ｚ（ｔ）＝０，ｔ∈［０，１］ （３）
可得

ｙ（ｔ）＝－ １
Γ（ｑ）∫

ｔ

０
（ｔ－ｓ）ｑ－１ｚ（ｓ）ｄｓ＋

ｙ（０）＋ｙ
（ｎ－１）（０）
（ｎ－１）！ｔ

ｎ－１

假设ｙ（ｔ）是满足边值条件ｙ′（０）＝ｙ″（０）＝… ＝
ｙ（ｎ－２）（０）＝０的 （３）式的解，对于ｃ１，ｃｎ－１∈Ｒ有

ｙ（ｔ）＝－ １
Γ（ｑ）∫

ｔ

０
（ｔ－ｓ）ｑ－１ｚ（ｓ）ｄｓ＋

ｃ１＋
ｃｎ－１

（ｎ－１）！ｔ
ｎ－１，ｔ∈Ｊ０ （４）

则

ｙ（ｎ－１）（ｔ）＝－ １
Γ（ｑ－ｎ＋１）∫

ｔ

０
（ｔ－ｓ）ｑ－ｎｚ（ｓ）ｄｓ＋ｃｎ－１

如果ｔ∈Ｊ１ ＝（ｔ１，ｔ２］，对于ｄ１，ｄｎ－１∈Ｒ有

ｙ（ｔ）＝－ １
Γ（ｑ）∫

ｔ

ｔ１
（ｔ－ｓ）ｑ－１ｚ（ｓ）ｄｓ＋

ｄ１＋
ｄｎ－１

（ｎ－１）！（ｔ－ｔ１）
ｎ－１

则

ｙ（ｎ－１）（ｔ）＝－ １
Γ（ｑ－ｎ＋１）∫

ｔ

ｔ１
（ｔ－ｓ）ｑ－ｎｚ（ｓ）ｄｓ＋ｄｎ－１

于是

ｙ（ｔ－１）＝－
１
Γ（ｑ）∫

ｔ１

０
（ｔ１－ｓ）

ｑ－１ｚ（ｓ）ｄｓ＋ｃ１＋

ｃｎ－１
（ｎ－１）！ｔ

ｎ－１
１ ，ｙ（ｔ

＋
１）＝ｄ１；

ｙ（ｎ－１）（ｔ－１）＝－
１

Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
ｔ１

０
（ｔ１－ｓ）

ｑ－ｎｚ（ｓ）ｄｓ＋

ｃｎ－１，ｙ
（ｎ－１）（ｔ＋１）＝ｄｎ－１

考虑到

Δｙ｜ｔ＝ｔ１ ＝ｙ（ｔ
＋
１）－ｙ（ｔ

－
１）＝Ｉ１（ｙ（ｔ１）），

Δｙ（ｎ－１）｜ｔ＝ｔ１ ＝ｙ
（ｎ－１）（ｔ＋１）－ｙ

（ｎ－１）（ｔ－１）＝Ｊ１（ｙ（ｔ１））
有

ｄ１ ＝－
１
Γ（ｑ）∫

ｔ１

０
（ｔ１－ｓ）

ｑ－１ｚ（ｓ）ｄｓ＋

ｃ１＋
ｃｎ－１

（ｎ－１）！ｔ
ｎ－１
１ ＋Ｉ１（ｙ（ｔ１））；

ｄｎ－１ ＝－
１

Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
ｔ１

０
（ｔ１－ｓ）

ｑ－ｎｚ（ｓ）ｄｓ＋

ｃｎ－１＋Ｊ１（ｙ（ｔ１））
因此可得

ｙ（ｔ）＝－ １
Γ（ｑ）∫

ｔ

ｔ１
（ｔ－ｓ）ｑ－１ｚ（ｓ）ｄｓ－

１
Γ（ｑ）∫

ｔ１

０
（ｔ１－ｓ）

ｑ－１ｚ（ｓ）ｄｓ－

（ｔ－ｔ１）
ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
ｔ１

０
（ｔ１－ｓ）

ｑ－ｎｚ（ｓ）ｄｓ＋

（ｔ－ｔ１）
ｎ－１

（ｎ－１）！Ｊ１（ｙ（ｔ１））＋Ｉ１（ｙ（ｔ１））＋

ｃ１＋
ｃｎ－１

（ｎ－１）！［ｔ
ｎ－１
１ ＋（ｔ－ｔ１）

ｎ－１］，ｔ∈Ｊ１

重复进行上述步骤，当ｔ∈Ｊｋ＝ ｔｋ，ｔｋ＋( ]
１ 时，容易

推出

ｙ（ｔ）＝－ １
Γ（ｑ）∫

ｔ

ｔｋ
（ｔ－ｓ）ｑ－１ｚ（ｓ）ｄｓ－

１
Γ（ｑ）∑

ｋ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－１ｚ（ｓ）ｄｓ－

（ｔ－ｔｋ）
ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∑
ｋ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－ｎｚ（ｓ）ｄｓ－

６３
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∑
ｋ

ｉ＝２
∑
ｋ－１

ｊ＝ｉ－１
（ｔｊ＋１－ｔｊ）

ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
ｔｉ－１

ｔｉ－２
（ｔｉ－１－ｓ）

ｑ－ｎｚ（ｓ）ｄｓ＋

（ｔ－ｔｋ）
ｎ－１

（ｎ－１）！∑
ｋ

ｉ＝１
Ｊｉ（ｙ（ｔｉ））＋

∑
ｋ－１

ｉ＝１
∑
ｋ－１

ｊ＝ｉ
（ｔｊ＋１－ｔｊ）

ｎ－１

（ｎ－１）！ ·

Ｊｉ（ｙ（ｔｉ））＋∑
ｋ

ｉ＝１
Ｉｉ（ｙ（ｔｉ））＋ｃ１＋

ｃｎ－１
（ｎ－１）！（ｔ－ｔｋ）

ｎ－１＋∑
ｋ

ｉ＝１
（ｔｉ－ｔｉ－１）

ｎ－[ ]１ ，

ｔ∈Ｊｋ，ｋ＝２，３，…，ｐ
根据边值条件ｙ（０）＝ｙ０＋ｇ（ｙ），显然得

ｃ１ ＝ｙ０＋ｇ（ｙ） （５）
又由Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数的性质有

ｙ（ｎ－１）（ｔ）＝－ １
Γ（ｑ－ｎ＋１）∫

ｔ

ｔｐ
（ｔ－ｓ）ｑ－ｎｚ（ｓ）ｄｓ－

１
Γ（ｑ－ｎ＋１）∑

ｐ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－ｎｚ（ｓ）ｄｓ＋

∑
ｐ

ｉ＝１
Ｊｉ（ｙ（ｔｉ））＋ｃｎ－１

结合边值条件ｙ（ｎ－１）（１）＝ｙ１＋∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊｙ

（ｎ－１）（ξｊ）易得

ｃｎ－１ ＝
１

（１－ｄ）Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
１

ｔｐ
（１－ｓ）ｑ－ｎｚ（ｓ）ｄｓ＋

１
Γ（ｑ－ｎ＋１）∑

ｐ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－ｎｚ（ｓ）ｄｓ－

１
（１－ｄ）Γ（ｑ－ｎ＋１）∑

ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊ∫

ξｊ

ｔｐ
（ξｊ－ｓ）

ｑ－ｎｚ（ｓ）ｄｓ－

∑
ｐ

ｉ＝１
Ｊｉ（ｙ（ｔｉ））＋

ｙ１
１－ｄ （６）

其中 ｄ＝∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊ。把 （５）式和 （６）式分别代入

（４）式，即可得 （２）式。证毕。
现在考虑拟线性分数阶高阶脉冲微分方程边值

问题

Ｄｑ０＋ｙ（ｔ）＝Ａ（ｔ，ｙ）ｙ（ｔ）＋ｆ（ｔ，ｙ（ｔ），Φｙ（ｔ），Ψｙ（ｔ）），

　　０≤ｔ≤１，ｑ∈ ｎ－１，( ]ｎ，ｔ∈Ｊ′，

ｙ（ｉ）（０）＝０，Δｙ（ｉ） ｔ＝ｔｋ
＝０，１≤ｉ≤ｎ－２，

　　ｋ＝１，２，…，ｐ，

Δｙｔ＝ｔｋ
＝Ｉｋ（ｙ（ｔｋ）），Δｙ（ｎ－１） ｔ＝ｔｋ

＝Ｊｋ（ｙ（ｔｋ）），

　　ｋ＝１，２，…，ｐ，

ｙ（０）＝ｙ０＋ｇ（ｙ），ｙ
（ｎ－１）（１）＝ｙ１＋∑

ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊｙ

（ｎ－１）（ξｊ

















）

（７）
解的存在性，其中 Ａ（ｔ，ｙ）是 Ｒ上的有界线性算
子，Ｄｑ０＋是Ｃａｐｕｔｏ分数阶导数，且函数ｆ：Ｊ×Ｒ×Ｒ

×Ｒ→Ｒ；φ，ψ：Σ×Ｒ→Ｒ均是连续函数。
为了证明方程 （７）的解的存在性，我们假设

下列条件成立：

（Ｈ１）对于函数ｆ，存在一个常数 Ｌ＞０，则对于
所有的ｘ，ｙ∈Ｒ有

‖ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），Φ（ｘ（ｔ）），Ψ（ｘ（ｔ）））－
ｆ（ｔ，ｙ（ｔ），Φ（ｙ（ｔ）），Ψ（ｙ（ｔ）））‖≤

Ｌ（‖ｘ－ｙ‖ ＋‖Φｘ－Φｙ‖ ＋‖Ψｘ－Ψｙ‖）
（Ｈ２）函数 φ，ψ是连续的，且存在正常数 Ｌ１，Ｌ２，
对于所有的ｘ，ｙ∈Ｒ有
‖φ（ｔ，ｓ，ｘ）－φ（ｔ，ｓ，ｙ）‖≤Ｌ１‖ｘ－ｙ‖，
‖ψ（ｔ，ｓ，ｘ）－ψ（ｔ，ｓ，ｙ）‖≤Ｌ２‖ｘ－ｙ‖

（Ｈ３）函数Ｉｋ，Ｊｋ：Ｒ→Ｒ是连续的，且存在正常数
Ｌ３，Ｌ４，对于所有的ｘ，ｙ∈Ｒ有

‖Ｉｋ（ｘ）－Ｉｋ（ｙ）‖≤
Ｌ３‖ｘ－ｙ‖，‖Ｊｋ（ｘ）－Ｊｋ（ｙ）‖≤
Ｌ４‖ｘ－ｙ‖，（ｋ＝１，２，…，ｐ）

（Ｈ４）函数 ｇ：ＰＣ（Ｊ，Ｒ）→ Ｒ连续，且存在常数 Ｇ
＞０，对于所有的ｘ，ｙ∈ＰＣ（Ｊ，Ｒ）有

‖ｇ（ｘ）－ｇ（ｙ）‖≤Ｇ‖ｘ－ｙ‖ＰＣ

（Ｈ５）函数Ａ：Ｊ×Ｒ→ Ｒ是连续的有界线性算子，
且存在常数Ｍ ＞０，对于所有的ｘ，ｙ∈Ｒ有

‖Ａ（ｔ，ｘ）－Ａ（ｔ，ｙ）‖Ｂ（Ｒ）≤Ｍ‖ｘ－ｙ‖
若对应于ｒ＞０，有Ωｒ：＝｛ｙ∈Ｒ，‖ｙ‖≤ｒ｝，取

ρ＝ｍＬ３＋
ｍ２＋２ｍ＋ｌ
（ｎ－１）！Ｌ４，

γ＝ ｍ＋１
Γ（ｑ＋１）

＋ ｍ２＋２ｍ＋ｌ
（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋２）

＋

（ｍ＋１）（１＋∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊξ

ｑ－ｎ＋１
ｊ ）

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋２）
，

Ｋ＝ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ
‖Ａ（ｔ，０）‖，Ｎ＝ｍａｘ

ｔ∈Ｊ
‖ｆ（ｔ，０，０，０）‖，

Ｎ１ ＝ ｍａｘ
（ｔ，ｓ）∈Σ

‖φ（ｔ，ｓ，０）‖，Ｎ２ ＝ ｍａｘ
（ｔ，ｓ）∈Σ

‖ψ（ｔ，ｓ，０）‖

由条件 （Ｈ１）可得
‖Ａ（ｔ，ｙ）‖≤‖Ａ（ｔ，ｙ）－Ａ（ｔ，０）‖ ＋
‖Ａ（ｔ，０）‖≤Ｍ‖ｙ‖ ＋Ｋ≤Ｍｒ＋Ｋ

进一步假设

（Ｈ６）‖ｇ０‖＋Ｇｒ＋‖ｇ（０）‖＋
（ｍ＋１）‖ｙ１‖
（１－ｄ）（ｎ－１）！＋

γＭ０＋ρｒ≤ｒ，
其中Ｍ０＝（Ｍｒ＋Ｋ）ｒ＋Ｌｒ＋ＬＬ１ｒ＋ＬＬ２ｒ＋ＬＮ１

＋ＬＮ２＋Ｎ。
（Ｈ７）令ｐ ＝Ｇ＋γ（２Ｍｒ＋Ｋ＋Ｌ＋ＬＬ１＋ＬＬ２）＋ρ，
则０≤ｐ ＜１。

定理２　如果满足条件 （Ｈ１）－（Ｈ７），则拟线
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性分数阶高阶脉冲微分方程边值问题 （７）在 Ｊ上
存在唯一解。

证明　令Ｖ＝Ｃ（Ｊ，Ωｒ），定义算子Ｔ：Ｖ→Ｖ。
为了方便，记

∑
ｋ

ｉ＝１
（ｔｉ－ｔｉ－１）

ｑ ＜ｍ１，∑
ｋ

ｉ＝１
（ｔｉ－ｔｉ－１）

ｑ－ｎ＋１ ＜ｍ２，

∑
ｋ

ｉ＝１
（ｔｉ－ｔｉ－１）

ｎ－１ ＜ｍ３，

∑
ｋ

ｉ＝２
∑
ｋ－１

ｊ＝ｉ－１
（ｔｊ＋１－ｔｊ）

ｎ－１（ｔｉ－１－ｔｉ－２）
ｑ－ｎ＋１ ＜ｌ１，

∑
ｋ－１

ｉ＝１
∑
ｋ－１

ｊ＝ｉ
（ｔｊ＋１－ｔｊ）

ｎ－１ ＜ｌ２，ｋ＝１，２，…，ｐ

取ｍ＝ｍａｘ｛ｍ１，ｍ２，ｍ３，ｋ｝，ｌ＝ｍａｘ｛ｌ１，ｌ２，ｋ｝。
首先，需要证明Ｔ（Ωｒ）Ωｒ。由假设可得
‖（Ｔｙ）（ｔ）‖≤‖ｇ０‖ ＋‖ｇ（ｙ）‖ ＋
１
Γ（ｑ）∫

ｔ

ｔｋ
（ｔ－ｓ）ｑ－１‖Ａ（ｓ，ｙ）‖‖ｙ（ｓ）‖ｄｓ＋

１
Γ（ｑ）∑

ｋ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－１‖Ａ（ｓ，ｙ）‖‖ｙ（ｓ）‖ｄｓ＋

（ｔ－ｔｋ）
ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∑
ｋ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－ｎ·

‖Ａ（ｓ，ｙ）‖‖ｙ（ｓ）‖ｄｓ＋

∑
ｋ

ｉ＝２
∑
ｋ－１

ｊ＝ｉ－１
（ｔｊ＋１－ｔｊ）

ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
ｔｉ－１

ｔｉ－２
（ｔｉ－１－ｓ）

ｑ－ｎ·

‖Ａ（ｓ，ｙ）‖‖ｙ（ｓ）‖ｄｓ＋
１
Γ（ｑ）∫

ｔ

ｔｋ
（ｔ－ｓ）ｑ－１‖ｆ（ｓ，ｙ（ｓ），Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））‖ｄｓ＋

１
Γ（ｑ）∑

ｋ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－１‖ｆ（ｓ，ｙ（ｓ），Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））‖ｄｓ＋

（ｔ－ｔｋ）
ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∑
ｋ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－ｎ·

‖ｆ（ｓ，ｙ（ｓ），Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））‖ｄｓ＋

∑
ｋ

ｉ＝２
∑
ｋ－１

ｊ＝ｉ－１
（ｔｊ＋１－ｔｊ）

ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
ｔｉ－１

ｔｉ－２
（ｔｉ－１－ｓ）

ｑ－ｎ·

‖ｆ（ｓ，ｙ（ｓ），Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））‖ｄｓ＋

（ｔ－ｔｋ）
ｎ－１

（ｎ－１）！∑
ｋ

ｉ＝１
‖Ｊｉ（ｙ（ｔｉ））‖＋

∑
ｋ－１

ｉ＝１
∑
ｋ－１

ｊ＝ｉ
（ｔｊ＋１－ｔｊ）

ｎ－１

（ｎ－１）！ ·

‖Ｊｉ（ｙ（ｔｉ））‖ ＋∑
ｋ

ｉ＝１
‖Ｉｉ（ｙ（ｔｉ））‖ ＋

（ｔ－ｔｋ）
ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
１

ｔｐ
（１－ｓ）ｑ－ｎ·

‖Ａ（ｓ，ｙ）‖‖ｙ（ｓ）‖ｄｓ＋
（ｔ－ｔｋ）

ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∑
ｐ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－ｎ·

‖Ａ（ｓ，ｙ）‖‖ｙ（ｓ）‖ｄｓ＋
（ｔ－ｔｋ）

ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊ∫

ξｊ

ｔｐ
（ξｊ－ｓ）

ｑ－ｎ·

‖Ａ（ｓ，ｙ）‖‖ｙ（ｓ）‖ｄｓ＋

∑
ｋ

ｒ＝１
（ｔｒ－ｔｒ－１）

ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
１

ｔｐ
（１－ｓ）ｑ－ｎ·

‖Ａ（ｓ，ｙ）‖‖ｙ（ｓ）‖ｄｓ＋

∑
ｋ

ｒ＝１
（ｔｒ－ｔｒ－１）

ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∑
ｐ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－ｎ·

‖Ａ（ｓ，ｙ）‖‖ｙ（ｓ）‖ｄｓ＋

∑
ｋ

ｒ＝１
（ｔｒ－ｔｒ－１）

ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊ∫

ξｊ

ｔｐ
（ξｊ－ｓ）

ｑ－ｎ·

‖Ａ（ｓ，ｙ）‖‖ｙ（ｓ）‖ｄｓ＋
（ｔ－ｔｋ）

ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
１

ｔｐ
（１－ｓ）ｑ－ｎ·

‖ｆ（ｓ，ｙ（ｓ），Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））‖ｄｓ＋
（ｔ－ｔｋ）

ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∑
ｐ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－ｎ·

‖ｆ（ｓ，ｙ（ｓ），Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））‖ｄｓ＋
（ｔ－ｔｋ）

ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊ∫

ξｊ

ｔｐ
（ξｊ－ｓ）

ｑ－ｎ·

‖ｆ（ｓ，ｙ（ｓ），Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））‖ｄｓ＋

∑
ｋ

ｒ＝１
（ｔｒ－ｔｒ－１）

ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
１

ｔｐ
（１－ｓ）ｑ－ｎ·

‖ｆ（ｓ，ｙ（ｓ），Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））‖ｄｓ＋

∑
ｋ

ｒ＝１
（ｔｒ－ｔｒ－１）

ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∑
ｐ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－ｎ·

‖ｆ（ｓ，ｙ（ｓ），Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））‖ｄｓ＋

∑
ｋ

ｒ＝１
（ｔｒ－ｔｒ－１）

ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊ∫

ξｊ

ｔｐ
（ξｊ－ｓ）

ｑ－ｎ·

‖ｆ（ｓ，ｙ（ｓ），Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））‖ｄｓ＋

（ｔ－ｔｋ）
ｎ－１

（ｎ－１）！∑
ｐ

ｉ＝１
‖Ｊｉ（ｙ（ｔｉ））‖ ＋

∑
ｋ

ｒ＝１
（ｔｒ－ｔｒ－１）

ｎ－１

（ｎ－１）！ ·

∑
ｐ

ｉ＝１
‖Ｊｉ（ｙ（ｔｉ））‖ ＋

（ｔ－ｔｋ）
ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！‖ｙ１‖ ＋

∑
ｋ

ｒ＝１
（ｔｒ－ｔｒ－１）

ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！‖ｙ１‖≤

‖ｇ０‖ ＋‖ｇ（ｙ）‖ ＋
（ｍ＋１）‖ｙ１‖
（１－ｄ）（ｎ－１）！＋

８３
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ｍ＋１
Γ（ｑ＋１）

＋ ｍ２＋２ｍ＋ｌ
（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋２）[ ＋

（ｍ＋１）（１＋∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊξ

ｑ－ｎ＋１
ｊ ）

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋２
]
）

×

［（Ｍｒ＋Ｋ）ｒ＋Ｌｒ＋ＬＬ１ｒ＋ＬＬ２ｒ＋ＬＮ１＋ＬＮ２＋Ｎ］＋

ｍＬ３＋
ｍ２＋２ｍ＋ｌ
（ｎ－１）！Ｌ( )４ ｒ≤‖ｇ０‖ ＋Ｇｒ＋

‖ｇ（０）‖ ＋
（ｍ＋１）‖ｙ１‖
（１－ｄ）（ｎ－１）！＋γＭ０＋ρｒ≤ｒ

因此，算子Ｔ将Ωｒ映射到Ωｒ。
其次，对于任意的ｘ，ｙ∈Ｖ有

‖（Ｔｘ）（ｔ）－（Ｔｙ）（ｔ）‖≤

Ｇ＋ ｍ＋１
Γ（ｑ＋１）

＋ ｍ２＋２ｍ＋ｌ
（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋２）[{ ＋

（ｍ＋１）（１＋∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊξ

ｑ－ｎ＋１
ｊ ）

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋２
]
）

×

［２Ｍｒ＋Ｋ＋Ｌ＋ＬＬ１＋ＬＬ２］‖ ＋

ｍＬ３＋
（ｍ２＋２ｍ＋ｌ）Ｌ４
（ｎ－１ }）！

‖ｘ－ｙ‖≤ｐ‖ｘ－ｙ‖

由于０≤ ｐ ＜１，所以 Ｔ是压缩映射，因此，存
在唯一的不动点ｙ∈Ｖ，使得（Ｔｙ）（ｔ）＝ｙ（ｔ）。

而 Ｔ的这个不动点就是方程 （７）的解。证
毕。

为了证明方程 （７）至少存在一个解，我们引
入Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉｓ不动点定理。

引理３　假设 Ｋ是 Ｂａｎａｃｈ空间 Ｅ的有界闭凸
集，Ｔ，Ｓ：Ｋ→Ｅ满足下列条件：

（ｉ）对任意的ｘ，ｙ∈Ｋ，有Ｔｘ＋Ｓｙ∈Ｋ；
（ｉｉ）Ｔ是压缩映射；
（ｉｉｉ）Ｓ在Ｋ上是全连续的，则Ｔ＋Ｋ在Ｋ内至

少存在一个不动点ｚ∈Ｋ，使得ｚ＝Ｔｚ＋Ｓｚ。
（Ｈ８）函数 ｆ满足：‖ｆ（ｔ，ｙ（ｔ），Φｙ（ｔ），Ψｙ（ｔ））‖
≤ｙ（ｔ）。

定理３　假设ｆ：Ｊ×Ｒ×Ｒ×Ｒ→Ｒ是联合连续
的，并且ｆ将Ｊ×Ｒ×Ｒ×Ｒ的有界集映射到Ｒ的相
对紧集，同时条件 （Ｈ１）－（Ｈ５）和 （Ｈ８）成立，
且

ｐ１ ＝Ｇ＋
ｍ

Γ（ｑ＋１）
＋ ｍ２＋２ｍ＋ｌ
（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋２）[ ＋

（ｍ＋１）（１＋∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊξ

ｑ－ｎ＋１
ｊ ）

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋２
]
）

×

２Ｍｒ＋Ｋ＋Ｌ‖ ＋‖ＬＬ１＋ＬＬ[ ]
２ ＋ρ＜１

则拟线性分数阶高阶脉冲微分方程 （７）在 Ｊ上至

少存在一个解。

证明　令 Ｇ０ ＝ｓｕｐｙ∈ＰＣ（Ｊ，Ｒ）‖ｇ（ｙ）‖，选择
Ωｒ：＝｛ｙ∈Ｒ，‖ｙ‖≤ｒ｝，固定

ｒ≥‖ｇ０‖ ＋Ｇ０＋
（ｍ＋１）‖ｙ１‖
（１－ｄ）（ｎ－１）！＋

‖ｙ‖Ｌ１
ｍ＋１
Γ（ｑ＋１）

＋ ｍ２＋２ｍ＋ｌ
（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋２）{ ＋

（ｍ＋１）（１＋∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊξ

ｑ－ｎ＋１
ｊ ）

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋２
}
）

在Ωｒ上定义算子Ｔ１和Ｔ２，

（Ｔ１ｙ）（ｔ）＝ｇ０＋
１
Γ（ｑ）∫

ｔ

ｔｋ
（ｔ－ｓ）ｑ－１Ａ（ｓ，ｙ）ｙ（ｓ）ｄｓ＋

１
Γ（ｑ）∫

ｔ

ｔｋ
（ｔ－ｓ）ｑ－１ｆ（ｓ，ｙ（ｓ），Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））ｄｓ；

（Ｔ２ｙ）（ｔ）＝ｇ（ｙ）＋

１
Γ（ｑ）∑

ｋ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－１Ａ（ｓ，ｙ）ｙ（ｓ）ｄｓ＋

（ｔ－ｔｋ）
ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∑
ｋ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－ｎＡ（ｓ，ｙ）ｙ（ｓ）ｄｓ＋

∑
ｋ

ｉ＝２
∑
ｋ－１

ｊ＝ｉ－１
（ｔｊ＋１－ｔｊ）

ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
ｔｉ－１

ｔｉ－２
（ｔｉ－１－ｓ）

ｑ－ｎＡ（ｓ，ｙ）ｙ（ｓ）ｄｓ＋

１
Γ（ｑ）∑

ｋ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－１ｆ（ｓ，ｙ（ｓ），Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））ｄｓ＋

（ｔ－ｔｋ）
ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∑
ｋ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－ｎ·

ｆ（ｓ，ｙ（ｓ），Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））ｄｓ＋

∑
ｋ

ｉ＝２
∑
ｋ－１

ｊ＝ｉ－１
（ｔｊ＋１－ｔｊ）

ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
ｔｉ－１

ｔｉ－２
（ｔｉ－１－ｓ）

ｑ－ｎｆ（ｓ，ｙ（ｓ），

Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））ｄｓ＋
（ｔ－ｔｋ）

ｎ－１

（ｎ－１）！∑
ｋ

ｉ＝１
Ｊｉ（ｙ（ｔｉ））＋

∑
ｋ－１

ｉ＝１
∑
ｋ－１

ｊ＝ｉ
（ｔｊ＋１－ｔｊ）

ｎ－１

（ｎ－１）！ Ｊｉ（ｙ（ｔｉ））＋∑
ｋ

ｉ＝１
Ｉｉ（ｙ（ｔｉ））＋

（ｔ－ｔｋ）
ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
１

ｔｐ
（１－ｓ）ｑ－ｎＡ（ｓ，ｙ）ｙ（ｓ）ｄｓ＋

（ｔ－ｔｋ）
ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∑
ｐ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－ｎＡ（ｓ，ｙ）ｙ（ｓ）ｄｓ＋

（ｔ－ｔｋ）
ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）
·

∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊ∫

ξｊ

ｔｐ
（ξｊ－ｓ）

ｑ－ｎＡ（ｓ，ｙ）ｙ（ｓ）ｄｓ＋

∑
ｋ

ｒ＝１
（ｔｒ－ｔｒ－１）

ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
１

ｔｐ
（１－ｓ）ｑ－ｎＡ（ｓ，ｙ）ｙ（ｓ）ｄｓ＋

∑
ｋ

ｒ＝１
（ｔｒ－ｔｒ－１）

ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∑
ｐ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－ｎＡ（ｓ，ｙ）ｙ（ｓ）ｄｓ＋

９３
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∑
ｋ

ｒ＝１
（ｔｒ－ｔｒ－１）

ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）
·

∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊ∫

ξｊ

ｔｐ
（ξｊ－ｓ）

ｑ－ｎＡ（ｓ，ｙ）ｙ（ｓ）ｄｓ＋

（ｔ－ｔｋ）
ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
１

ｔｐ
（１－ｓ）ｑ－ｎ·

ｆ（ｓ，ｙ（ｓ），Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））ｄｓ＋
（ｔ－ｔｋ）

ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∑
ｐ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－ｎｆ（ｓ，ｙ（ｓ），

Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））ｄｓ＋
（ｔ－ｔｋ）

ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）
·

∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊ∫

ξｊ

ｔｐ
（ξｊ－ｓ）

ｑ－ｎｆ（ｓ，ｙ（ｓ），Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））ｄｓ＋

∑
ｋ

ｒ＝１
（ｔｒ－ｔｒ－１）

ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∫
１

ｔｐ
（１－ｓ）ｑ－ｎ·

ｆ（ｓ，ｙ（ｓ），Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））ｄｓ＋

∑
ｋ

ｒ＝１
（ｔｒ－ｔｒ－１）

ｎ－１

（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）∑
ｐ

ｉ＝１
∫
ｔｉ

ｔｉ－１
（ｔｉ－ｓ）

ｑ－ｎ·

ｆ（ｓ，ｙ（ｓ），Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））ｄｓ＋
∑
ｋ

ｒ＝１
（ｔｒ－ｔｒ－１）

ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋１）
·

∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊ∫

ξｊ

ｔｐ
（ξｊ－ｓ）

ｑ－ｎｆ（ｓ，ｙ（ｓ），Φｙ（ｓ），Ψｙ（ｓ））ｄｓ＋

（ｔ－ｔｋ）
ｎ－１

（ｎ－１）！∑
ｐ

ｉ＝１
Ｊｉ（ｙ（ｔｉ））＋

∑
ｋ

ｒ＝１
（ｔｒ－ｔｒ－１）

ｎ－１

（ｎ－１）！ ∑
ｐ

ｉ＝１
Ｊｉ（ｙ（ｔｉ））＋

（ｔ－ｔｋ）
ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！ｙ１＋
∑
ｋ

ｒ＝１
（ｔｒ－ｔｒ－１）

ｎ－１

（１－ｄ）（ｎ－１）！ｙ１

对于ｘ，ｙ∈Ωｒ得
‖Ｔ１ｘ＋Ｔ２ｙ‖≤

‖ｇ０‖ ＋Ｇ０＋
（ｍ＋１）‖ｙ１‖
（１－ｄ）（ｎ－１）！＋‖ｙ‖Ｌ１·

ｍ＋１
Γ（ｑ＋１）

＋ ｍ２＋２ｍ＋ｌ
（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋２）{ ＋

（ｍ＋１）（１＋∑
ｍ－２

ｊ＝１
ｂｊξ

ｑ－ｎ＋１
ｊ ）

（１－ｄ）（ｎ－１）！Γ（ｑ－ｎ＋２
}
）

因此Ｔ１ｘ＋Ｔ２ｙ∈Ωｒ。根据假设，当ｐ１ ＜１时，Ｔ２是
压缩映射。

由于ｆ和 Ａ是连续的，从而 （Ｔ１ｙ）（ｔ）是连续
的，注意到

‖（Ｔ１ｙ）（ｔ）‖≤‖ｇ０‖ ＋
‖ｙ‖Ｌ１

Γ（ｑ＋１）
故Ｔ１在Ωｒ上是一致有界的。下面证明 （Ｔ１ｙ）（ｔ）
是全连续的。因为ｆ在紧集Ｊ×Ωｒ×Ωｒ×Ωｒ上是有

界的，因此定义 ｓｕｐ（ｔ，ｙ，Φｙ，Ψｙ）∈Ｊ×Ωｒ×Ωｒ×Ωｒ‖ｆ（ｔ，ｙ，Φｙ，
Ψｙ）‖ ＝ｆｍａｘ＜∞，有

‖（Ｔ１ｙ）（ｔ２）－（Ｔ１ｙ）（ｔ１）‖≤
ｆｍａｘ＋（Ｍｒ＋Ｋ）ｒ
Γ（ｑ＋１） ２（ｔ２－ｔ１）

ｑ＋（ｔ１－ｔｋ）
ｑ－（ｔ２－ｔｋ）

ｑ

当 ｔ１→ｔ２时，ｙ∈Ωｒ是独立的，因此，Ｔ１在Ωｒ上相
对紧的，故由Ａｒｚｅｌａ－Ａｓｃｏｌｉｓ定理可得Ｔ１在Ωｒ上
是紧的。所以由引理３可知拟线性分数阶高阶脉冲
微分方程边值问题 （７）在 Ｊ上至少存在一个解。
证毕。

３　应用例子
例１　特殊地，令 ｎ＝２，则 ｑ∈ １，( ]２ ，考

虑如下分数阶积分微分方程

Ｄ
３
２
０＋ｙ（ｔ）＝

１
２０ｓｉｎ（ｙ（ｔ））ｙ（ｔ）＋

ｔ
３０

ｙ
１＋ ｙ

＋

　　 １３０∫
ｔ

０
ｅ－

１
８ｙ（ｓ）ｄｓ＋１３０∫

ｔ

０
ｅ－

１
１６ｙ（ｓ）ｄｓ，ｔ∈［０，１］，

Δｙｔ＝１３
＝

ｙ（１３）

１６＋ｙ（１３）
，Δｙ′ｔ＝１３ ＝

ｙ（１３）

３２＋ｙ（１３）
，

ｙ（０）＝ｙ０，ｙ′（１）＝

















 １

２
（８）

对于ｘ，ｙ∈［０，１］有

‖Φｘ－Φｙ‖≤ １８｜ｘ－ｙ｜，‖Ψｘ－Ψｙ‖≤

１
１６｜ｘ－ｙ｜，‖ｆ（ｔ，ｘ，Φｘ，Ψｘ）－ｆ（ｔ，ｙ，Φｙ，Ψｙ）‖≤

１
３０（｜ｘ－ｙ｜＋‖Φｘ－Φｙ‖ ＋‖Ψｘ－Ψｙ‖）

因此，取Ｍ ＝１８，Ｌ＝
１
２０，Ｌ１ ＝

１
２，Ｌ２ ＝

１
４，可得

Ｋ＝１８。

由于Ｌ３＝
１
１６，Ｌ４＝

１
３２，选择ｒ＝１，ｍ＝１，ｐ＝

１，可得下面的条件成立
γ（２Ｍｒ＋Ｋ＋Ｌ＋ＬＬ１＋ＬＬ２）＋ρ＜１

所以由定理 ２可得方程 （８）在 ［０，１］上有唯一
解。

例２　设在有限维欧式空间Ｒｄ中，仍然令ｎ＝
２，则ｑ∈（１，２］，考虑以下分数阶积分微分方程

０４
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Ｄ
３
２
０＋ｙ（ｔ）＝

ｔ
３０＋ｙ（ｔ）ｙ（ｔ）＋

ｔ
２０ｓｉｎｙ

２（ｔ），ｔ∈［０，１］，

Δｙｔ＝１３
＝

ｙ（１３）

１６＋ｙ（１３）
，Δｙ′ｔ＝１３ ＝

ｙ（１３）

３２＋ｙ（１３）
，

ｙ（０）＝ｙ０，ｙ′（１）＝













 １

６
（９）

对于ｘ，ｙ∈［０，１］有

‖ｆ（ｔ，ｘ）－ｆ（ｔ，ｙ）‖≤ １１０‖ｘ－ｙ‖，

‖ｆ（ｔ，ｙ）‖≤ｙ２（ｔ）

因此，取Ｍ ＝１４，Ｌ＝
１
８，可得Ｋ＝

１
４。

由于Ｌ３＝
１
１６，Ｌ４＝

１
３２，选择ｒ＝１，ｍ＝１，ｐ＝１，

可得 ｐ１ ＜１。又因为在有限维欧式空间中，ｔｓｉｎ
ｙ２（ｔ）是联合连续的且为有界集，从而是相对紧
集，满足定理３的条件，故方程 （９）在［０，１］上
至少存在一个解。
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