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保险公司在风险相依模型中均值 －方差
准则下的最优投资策略
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摘　要：研究了具有两个业务部门的保险公司的最优投资问题，其中每个业务部门的盈余过程由二维的 Ｌéｖｙ
过程描述。保险公司可将其盈余投资于金融市场，其中金融市场由一个无风险资产和两个具有风险相关性的风

险资产组成，而且风险资产的价格过程由二维的Ｌéｖｙ过程所驱动。文中讨论了两个优化问题。一个是基准问题，
即选择适当的投资策略使保险公司的终端财富与一个基准值之差的平方期望最小；另一个是均值 －方差 （ＭＶ）

问题，即在保险公司终端财富给定的情形下，选择适当的投资策略使终端财富的方差最小。利用动态规划的方

法，得到第一个优化问题的最优投资策略和最优值函数的解析式。结合第一个优化问题的结果，利用对偶定理

得到第二个优化问题的最优投资策略和有效前沿。
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　　１９５２年文献 ［１］提出了均值－方差投资组合
选择理论，之后此理论得到后人的不断应用及推

广［２－５］。现在均值－方差准则已经成为现代投资理
论的基础。自从保险公司被允许向金融市场投资以

来，保险公司的最优投资问题成为学者们研究的焦

点［６－１０］。鉴于均值 －方差准则的优点，部分学者
在此准则下研究了保险公司的最优投资问题。如文

献 ［１１－１４］：文献 ［１１］依据最大值原理给出了
保险公司的最优投资策略；文献 ［１２］在粘性解
的意义下给出了最优的投资策略；文献 ［１３］根
据鞅方法给出了保险公司的最优投资策略，其中保

险公司的索赔过程由一维 Ｌéｖｙ过程描述，保险公
司只投资于一个无风险资产和一个风险资产，风险

资产的价格过程由一般的布朗运动描述；文献

［１４］利用随机控制的方法得到均值 －方差准则下
的最优投资策略，其中保险公司的索赔过程由一维

Ｌéｖｙ过程描述，金融市场由一个无风险资产和一
个风险资产组成，风险资产的价格过程由一维的

Ｌéｖｙ过程驱动。然而上述文献中保险公司的盈余
过程只用一个变量表示，相当于保险公司只经营一

种保险业务。事实上，保险公司包括多个业务部

门，保险公司的盈余由各个业务部门的业绩决定。

因此，采用多变量描述保险公司的风险模型显得更

为合理。本文采用两个变量描述保险公司的风险模

型 （可以理解为保险公司含有两个业务部门），分

别在基准准则和均值－方差准则下讨论保险公司的
最优投资问题，推广了文献 ［１４］的部分结果。

为了更好的描述保险公司的盈余过程，很多学

者已经采用多变量来描述保险公司的风险模型。具

体参见文献 ［１５－１９］，其中多数文献 ［１５－１８］
研究了保险公司的破产概率问题，只有文献 ［１８
－１９］涉及到了保险公司的最优投资问题。文献
［１８］考虑了具有两个业务部门的保险公司的最优
投资问题，其中金融市场由两个几何布朗运动描述

的风险资产构成，每个业务部门投资一个风险资

产。在投资策略为常数的假设下，文献 ［１８］以
最小化破产概率为目标得到最优的常数投资策略；

文献 ［１９］研究了具有 ｎ个业务部门的保险公司
的最优投资问题，每个业务部门投资一个风险资

产，用两个不同的 ｎ维 Ｌéｖｙ过程分别描述 ｎ个业
务部门的索赔之间的相关性和ｎ个风险资产价格跳

动之间的相关性。文献 ［１９］以最大化保险公司
终端财富的负指数效用为目标，得到了最优投资策

略的半解析解，且最优投资策略是与初始盈余无关

的常数。文献 ［１８］和文献 ［１９］虽然以多变量
描述保险公司的风险过程，且考虑了每个业务部门

之间索赔的相关性，然而，他们得到的最优投资策

略均为常数且与保险公司的索赔过程无丝毫关系，

这显然与事实不符，之所以得到这样的结果与他们

采用的投资准则有关。因此，为了制定更为有效合

理的投资策略，必须选择合适的投资准则。于是，

本文选用均值－方差作为投资准则，并且得到了与
初始盈余以及保险公司的索赔相关的最优投资策略。

本文借鉴文献 ［１９］中的保险公司的风险模
型，研究了具有两个业务部门的保险公司的最优投

资问题。不同于文献 ［１９］，文中的金融市场不仅
由两个风险资产组成，而且还包括一个无风险资

产，这样保险公司可以将钱存入银行或向银行借

款，更符合现实；而且文中的投资由专门的业务部

门负责管理，这样可以在降低保险公司面临的风险

的基础上，更好的利用公司的总盈余为公司带来更

高利润。文中以两个相关的布朗运动分别表示两业

务部门的额外保费收入，用二维的 Ｌéｖｙ过程刻画
两业务部门的索赔过程，以描述两个索赔过程在索

赔次数及强度上的相关性。当 Ｌéｖｙ测度取特殊值
时，保险公司的风险模型就可转化为文献 ［１８］
中的风险模型。文中两个风险资产的价格过程是由

带跳的几何布朗运动描述。由于某些风险资产

（如股票）价格的跌涨与某一些经济现象，政策条

款的出台，政治事件的发生密切相关。这就引发了

风险资产之间也存在一定的相关性。我们分别用两

个相关的布朗运动和一个二维的 Ｌéｖｙ过程刻画两
风险资产价格的波动和跳，以描述两风险资产之间

的相关性。本文分别采用基准准则和均值－方差准
则建立了两个相应的优化问题。利用动态规划方

法，我们得到第一个优化问题的最优投资策略和最

优值函数的解析式；结合第一个优化问题的结果，

利用对偶定理得到第二个优化问题的最优投资策略

和有效前沿。我们发现：在只有一个业务部门且风

险资产只有一个的情况下，我们的最优投资策略与

文献 ［１４］在某种情况下的投资策略一致。

８５
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１　基本假设
设（Ω，Ｆ，｛Ｆｔ｝０≤ｔ≤Ｔ，Ｐ）是赋流完备的概率空

间，其中Ｆｔ表示到时刻ｔ为止所获得的信息总和，
时刻 ｔ的决策基于信息流Ｆｔ，Ｔ是有限正数，代表
投资期的长度。假设文中所有随机过程均为此赋流

概率空间上的适应过程。假设保险公司有两个业务

部门，两个业务部门的索赔风险是相关的且索赔过

程由Ｌéｖｙ过程驱动 （参见文献 ［１９］）。于是，第
ｉ个业务部门的盈余过程可描述为

Ｘｉ（ｔ）＝ｘｉ＋ｃｉｔ＋σｉＢｉ（ｔ）－

∫
ｔ

０∫Ｒ２＋ｙｉ珟Ｎ（ｄｓ，ｄｙ），ｉ＝１，２ （１）

其中ｘｉ＞０是第ｉ个业务部门的初始盈余，ｃｉ＞０表
示单位时间内保费收入，σｉ≥０表示保费收益的扰
动项，可以理解为与保险相关的其它业务带来的额

外收入，｛Ｂ１（ｔ）｝和｛Ｂ２（ｔ）｝是两个一维标准布朗
运动，相关系数为 ρ（０＜ρ≤ １），珟Ｎ（ｄｔ，ｄｙ）＝
Ｎ（ｄｔ，ｄｙ）－１｛‖ｙ‖＜１｝ｖ（ｄｙ）ｄｔ是二维的补偿泊松测
度，其中Ｎ（·，·）是定义在 Ｒ２＋上的泊松测度，即
对于Ｂ∈Ｂ（Ｒ２＋），Ｎ（［０，ｔ］×Ｂ）表示时间（０，ｔ）内
发生且落在 Ｂ内的跳的次数，ｖ（·）是 Ｌéｖｙ测度，
表示单位时间内跳落在 Ｂ内的期望次数，即 ｖ（Ｂ）
＝Ｅ［Ｎ（［０，１］×Ｂ）］。从而，保险公司时刻 ｔ的
盈余、初始盈余和单位时间内的保费收入分别表示

为Ｘ（ｔ）＝Ｘ１（ｔ）＋Ｘ２（ｔ），ｘ０：＝Ｘ（０）＝ｘ１＋ｘ２，^ｃ
＝ｃ１＋ｃ２。
假设允许保险公司将其盈余投资于金融市场且

金融市场由一个无风险资产 （如债券）和两个风

险资产 （如股票）组成。无风险资产的价格过程满

足

ｄＳ０（ｔ）＝ｒ０Ｓ０（ｔ）ｄｔ，Ｓ０（０）＝ｓ０，ｔ∈［０，Ｔ］

（２）
其中，ｒ０ ＞０是常数，表示无风险利率；风险资产
的价格过程由Ｌéｖｙ过程描述

ｄＳｉ（ｔ）
Ｓｉ（ｔ）

＝珔μＳｉｄｔ＋σ
Ｓ
ｉｄＢ

Ｓ
ｉ（ｔ）＋

∫（－１，∞）２ｚｉ珟ＮＳ（ｄｔ，ｄｚ），Ｓｉ（０）＝ｓｉ，
ｉ＝１，２，ｔ∈［０，Ｔ］ （３）

其中珔μＳｉ＞０和σ
Ｓ
ｉ＞０分别是第ｉ个风险资产的漂移

率和波动率，｛ＢＳ１（ｔ）｝和｛Ｂ
Ｓ
２（ｔ）｝是两个一维标准

布朗运动，相关系数为ρＳ（０＜ρＳ≤１），珟ＮＳ（ｄｔ，ｄｚ）
＝ＮＳ（ｄｔ，ｄｚ）－１｛‖ｚ‖＜１｝ｖ

Ｓ（ｄｚ）ｄｔ是二维的补偿泊松
测度。我们假设 ｛Ｂ（ｔ）｝ ＝｛（Ｂ１（ｔ），Ｂ２（ｔ））｝，

｛ＢＳ（ｔ）｝＝｛（ＢＳ１（ｔ），Ｂ
Ｓ
２（ｔ））｝和｛珟Ｎ（ｔ）｝，｛珟Ｎ

Ｓ（ｔ）｝
是相互独立的。

假设保险公司在时刻 ｔ投资于第 ｉ个风险资产
的金额为πｉ（ｔ），ｉ＝１，２。我们称 π＝｛π（ｔ）＝
（π１（ｔ），π２（ｔ））：ｔ∈［０，Ｔ］｝为允许策略，如果ｔ
∈ ［０，Ｔ］，π（ｔ） 是 Ｆｔ 可 测 的， 且 满 足

Ｅ［∫
Ｔ

０
π２ｉ（ｔ）ｄｔ］＜∞。所有允许策略的集合记为

Π。因此，在允许策略 π下保险公司的盈余过程
｛Ｘπ（ｔ）｝可表示为

ｄＸπ（ｔ）＝ｃ^ｄｔ＋σ１ｄＢ１（ｔ）＋σ２ｄＢ２（ｔ）＋
（Ｘπ（ｔ）－π１（ｔ）－π２（ｔ））ｒ０ｄｔ＋
π１（ｔ）珔μ

Ｓ
１ｄｔ＋π２（ｔ）珔μ

Ｓ
２ｄｔ＋

π１（ｔ）σ
Ｓ
１ｄＢ

Ｓ
１（ｔ）＋π２（ｔ）σ

Ｓ
２ｄＢ

Ｓ
２（ｔ）－

∫Ｒ２＋ｙ１珟Ｎ（ｄｔ，ｄｙ）－∫Ｒ２＋ｙ２珟Ｎ（ｄｔ，ｄｙ）＋
∫（－１，∞）２π１（ｔ）ｚ１珟ＮＳ（ｄｔ，ｄｚ）＋
∫（－１，∞）２π２（ｔ）ｚ２珟ＮＳ（ｄｔ，ｄｚ） （４）

２　基准准则下的最优投资
这一节，寻求最优的投资策略使得保险公司的

终端盈余尽可能达到某一个基准值 （Ｍ ＞０）。如
用距离的平方来刻画终端财富与 Ｍ的偏差，则形
成下列的优化问题

ｍｉｎ
π∈Π
Ｅ［Ｘπ（Ｔ）－Ｍ］２ （５）

因此，在初始状态（ｔ，ｘ）下的最优值函数可以表示
为

Ｖ（ｔ，ｘ）＝ｍｉｎ
π∈Π
Ｅ［（Ｘπ（Ｔ）－Ｍ）２｜Ｘπ（ｔ）＝ｘ］＝

ｍｉｎ
π∈Π
Ｅｔ，ｘ［Ｘπ（Ｔ）－Ｍ］

２ （６）

其中，Ｅｔ，ｘ［·］表示在Ｘ（ｔ）＝ｘ下的条件期望。我
们的目标是寻求优化问题 （６）的最优投资策略
π 以及最优值函数Ｖ（ｔ，ｘ）。

接下来，我们利用动态规划方法给出优化问题

（６）的ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉＢｅｌｌｍａｎ（简称ＨＪＢ）方程。
为方便，对Ｗ（ｔ，ｘ）∈Ｃ１，２定义变分算子

πＷ（ｔ，ｘ）＝Ｗｔ（ｔ，ｘ）＋
Ｗ（ｔ，ｘ）
ｘ

·

（^ｃ＋ｘｒ０＋π１（ｔ）^μ
Ｓ
１＋π２（ｔ）^μ

Ｓ
２）＋

１
２
２Ｗ（ｔ，ｘ）
ｘ２

［σ２１＋σ
２
２＋π

２
１（ｔ）（σ

Ｓ
１）
２＋

π２２（ｔ）（σ
Ｓ
２）
２＋２（σ１σ２ρ＋π１（ｔ）π２（ｔ）σ

Ｓ
１σ
Ｓ
２ρ
Ｓ）］＋

∫（－１，∞）２［Ｗ（ｔ，ｘ＋π１（ｔ）ｚ１＋π２（ｔ）ｚ２）－
Ｗ（ｔ，ｘ）－Ｗ（ｔ，ｘ）

ｘ
（π１（ｔ）ｚ１＋

９５
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π２（ｔ）ｚ２）１｛‖ｚ‖＜１｝］ｖ
Ｓ（ｄｚ）＋

∫Ｒ２＋［Ｗ（ｔ，ｘ－ｙ１－ｙ２）－Ｗ（ｔ，ｘ）＋
Ｗ（ｔ，ｘ）
ｘ

（ｙ１＋ｙ２）１｛‖ｙ‖＜１｝］ｖｄｙ

其中 μ^Ｓｉ ＝珔μ
Ｓ
ｉ－ｒ０。从而优化问题 （６）的 ＨＪＢ方

程可表示为

ｍｉｎ
π∈Π
｛ πＷ（ｔ，ｘ）｝＝０ （７）

满足边界条件Ｗ（Ｔ，ｘ）＝（ｘ－Ｍ）２。
为方便表述，记

ａ１ ＝（σ
Ｓ
１）
２＋∫（－１，∞）２ｚ２１ｖＳ（ｄｚ），ａ２ ＝（σＳ２）２＋

∫（－１，∞）２ｚ２２ｖＳ（ｄｚ），ａ３ ＝σＳ１σＳ２ρＳ＋∫（－１，∞）２ｚ１ｚ２ｖＳ（ｄｚ），
Ａ＝
（μＳ１）

２

ａ１
＋
（μＳ２）

２

ａ２
－２ａ３

（ａ３μ
Ｓ
２－ａ２μ

Ｓ
１）（ａ３μ

Ｓ
１－ａ１μ

Ｓ
２）

（ａ２３－ａ１ａ２）
２ ，

ｃ＝ｃ^－∫Ｒ２＋（ｙ１＋ｙ２）（１－１｛‖ｙ‖＜１｝）ｖ（ｄｙ），
μＳ１ ＝μ^

Ｓ
１＋∫（－１，∞）２ｚ１（１－１｛‖ｚ‖＜１｝）ｖ（ｄｚ），

μＳ２ ＝μ^
Ｓ
２＋∫（－１，∞）２ｚ２（１－１｛‖ｚ‖＜１｝）ｖ（ｄｚ），

Ｂ＝σ２１＋σ
２
２＋２ρσ１σ２＋∫Ｒ２＋（ｙ１＋ｙ２）２ｖ（ｄｙ）

定理１　 （ＨＪＢ方程的解）ＨＪＢ方程 （７）存
在解Ｗ（ｔ，ｘ）∈Ｃ１，２以及最小值点π（ｔ）＝π（ｔ，
ｘ）：＝（π１（ｔ，ｘ），π２（ｔ，ｘ）），其中

Ｗ（ｔ，ｘ）＝ｅ－（２ｒ０－Ａ）（ｔ－Ｔ）（ｘ－（Ｍ＋ｃｒ０
）·

ｅｒ０（ｔ－Ｔ）＋ｃｒ０
）２－１－ｅ

－（２ｒ０－Ａ）（ｔ－Ｔ）

２ｒ０－Ａ
Ｂ （８）

π１（ｔ，ｘ）＝－
（ａ３μ

Ｓ
２－ａ２μ

Ｓ
１）

ａ２３－ａ１ａ２
（ｘ－（Ｍ＋ｃｒ０

）ｅｒ０（ｔ－Ｔ）＋ｃｒ０
）；

π２（ｔ，ｘ）＝－
（ａ３μ

Ｓ
１－ａ１μ

Ｓ
２）

ａ２３－ａ１ａ２
（ｘ－（Ｍ＋ｃｒ０

）ｅｒ０（ｔ－Ｔ）＋ｃｒ０
）

（９）
证明　假设ＨＪＢ方程具有解Ｗ（ｔ，ｘ）∈Ｃ１，２且

２Ｗ（ｔ，ｘ）
ｘ２

＞０（这一假设稍后给以证明）。猜想

Ｗ（ｔ，ｘ）具有如下形式
Ｗ（ｔ，ｘ）＝Ｐ（ｔ）ｘ２＋Ｑ（ｔ）ｘ＋Ｒ（ｔ）

其中Ｐ（ｔ）、Ｑ（ｔ）和Ｒ（ｔ）是关于ｔ的确定性连续函
数，满足边界条件Ｐ（Ｔ）＝１，Ｑ（Ｔ）＝－２Ｍ，Ｒ（Ｔ）
＝Ｍ２。根据 Ｗ（ｔ，ｘ）的表达式，我们得到下列等
式

Ｗ（ｔ，ｘ）
ｘ

＝２Ｐ（ｔ）ｘ＋Ｑ（ｔ），
２Ｗ（ｔ，ｘ）
ｘ２

＝２Ｐ（ｔ），

Ｗ（ｔ，ｘ）
ｔ

＝Ｐｔｘ
２＋Ｑｔｘ＋Ｒｔ，

Ｗ（ｔ，ｘ－ｙ１－ｙ２）－Ｗ（ｔ，ｘ）＋
Ｗ（ｔ，ｘ）
ｘ

（ｙ１＋ｙ２）１｛‖ｙ‖＜１｝ ＝Ｐ（ｔ）（ｙ１＋ｙ２）
２－

（２Ｐ（ｔ）ｘ＋Ｑ（ｔ））（ｙ１＋ｙ２）（１－１｛‖ｙ‖＜１｝），
Ｗ（ｔ，ｘ＋π１（ｔ）ｚ１＋π２（ｔ）ｚ２）－Ｗ（ｔ，ｘ）－
Ｗ（ｔ，ｘ）
ｘ

（π１（ｔ）ｚ１＋π２（ｔ）ｚ２）１｛‖ｚ‖＜１｝ ＝

Ｐ（ｔ）（π１（ｔ）ｚ１＋π２（ｔ）ｚ２）
２＋（２Ｐ（ｔ）ｘ＋

Ｑ（ｔ））（π１（ｔ）ｚ１＋π２（ｔ）ｚ２）（１－１｛‖ｚ‖＜１｝）
将上式代入ＨＪＢ方程，简化得

ｍｉｎ
π∈Π
｛Ｐｔｘ

２＋Ｑｔｘ＋Ｒｔ＋（２Ｐ（ｔ）ｘ＋

Ｑ（ｔ））（ｃ＋ｘｒ０）＋Ｐ（ｔ）（ａ１π
２
１（ｔ）＋

２ａ３π１（ｔ）π２（ｔ）＋ａ２π
２
２（ｔ））＋（２Ｐ（ｔ）ｘ＋

Ｑ（ｔ））（μＳ１π１（ｔ）＋μ
Ｓ
２π２（ｔ））＋ＢＰ（ｔ）｝＝０

（１０）
对 （１０）式左端大括号内 π１（ｔ）和 π２（ｔ）求导，
根据一阶条件得

（２Ｐ（ｔ）ｘ＋Ｑ（ｔ））μＳ１＋２Ｐ（ｔ）（ａ１π１（ｔ）＋ａ３π２（ｔ））＝０；
（２Ｐ（ｔ）ｘ＋Ｑ（ｔ））μＳ２＋２Ｐ（ｔ）（ａ２π２（ｔ）＋ａ３π１（ｔ））＝０
于是，

π１（ｔ）＝π１（ｔ，ｘ）＝－
（ｘ＋Ｑ（ｔ）２Ｐ（ｔ））（ａ３μ

Ｓ
２－ａ２μ

Ｓ
１）

ａ２３－ａ１ａ２
，

π２（ｔ）＝π２（ｔ，ｘ）＝－
（ｘ＋Ｑ（ｔ）２Ｐ（ｔ））（ａ３μ

Ｓ
１－ａ１μ

Ｓ
２）

ａ２３－ａ１ａ２

由假设
２Ｗ（ｔ，ｘ）
ｘ２

＞０知，Ｐ（ｔ）＞０。因此，（π１（ｔ，

ｘ），π２（ｔ，ｘ））是ＨＪＢ方程的最小值点。
下面具体求解Ｐ（ｔ）、Ｑ（ｔ）和Ｒ（ｔ）。将π１（ｔ，

ｘ）和π２（ｔ，ｘ）代入 （１０）式，有
Ｐｔｘ

２＋Ｑｔｘ＋Ｒｔ＋（２Ｐ（ｔ）ｘ＋Ｑ（ｔ））（ｃ＋ｘｒ０）＋

Ｐ（ｔ）Ｂ－（２Ｐ（ｔ）ｘ＋Ｑ（ｔ））
２

４Ｐ（ｔ） Ａ＝０

令上式中ｘ２和ｘ的系数以及常数项分别为零，得
Ｐｔ＋Ｐ（ｔ）（２ｒ０－Ａ）＝０，Ｐ（Ｔ）＝１；

Ｑｔ＋Ｑ（ｔ）（ｒ０－Ａ）＋２Ｐ（ｔ）ｃ＝０，Ｑ（Ｔ）＝－２Ｍ；

Ｒｔ＋Ｐ（ｔ）Ｂ＋Ｑ（ｔ）ｃ－
Ｑ２（ｔ）
４Ｐ（ｔ）Ａ＝０，Ｒ（Ｔ）＝Ｍ

２

求解上面三个一阶线性微分方程得

Ｐ（ｔ）＝ｅ－（２ｒ０－Ａ）（ｔ－Ｔ）；

Ｑ（ｔ）＝－（２Ｍ＋２ｃｒ０
）ｅ－（ｒ０－Ａ）（ｔ－Ｔ）＋２ｃｒ０

ｅ－（２ｒ０－Ａ）（ｔ－Ｔ）；

Ｒ（ｔ）＝［（Ｍ＋ｃｒ０
）ｅ

Ａ
２（ｔ－Ｔ）－ｃｒ０

ｅ－
２ｒ０－Ａ
２ （ｔ－Ｔ）］２－

０６
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１－ｅ－（２ｒ０－Ａ）（ｔ－Ｔ）
２ｒ０－Ａ

Ｂ

故

Ｑ（ｔ）
２Ｐ（ｔ）＝

ｃ
ｒ０
－（Ｍ＋ｃｒ０

）ｅｒ０（ｔ－Ｔ）

进一步可知，Ｗ（ｔ，ｘ）以及 π１（ｔ，ｘ）和 π２（ｔ，ｘ）由
（８）式和 （９）式给出。（８）式证实了假设 Ｗ（ｔ，

ｘ）∈Ｃ１，２，
２Ｗ（ｔ，ｘ）
ｘ２

＞０。

定理２　 （核验定理）如果 Ｗ（ｔ，ｘ），π１（ｔ，ｘ）
和π２（ｔ，ｘ）由定理 １中 （８）式和 （９）式给出，
则优化问题 （６）的最优值函数 Ｖ（ｔ，ｘ）＝Ｗ（ｔ，
ｘ），相应的最优投资策略 π ＝（π（ｔ））由反馈
形式 π１（ｔ） ＝ π１（ｔ，Ｘ（ｔ）），π２（ｔ） ＝ π２（ｔ，
Ｘ（ｔ））给出，其中Ｘ（ｔ）是π 下的盈余过程。

定理 ２的证明与文献 ［２０］中的定理８１类
似，从略。

注１　因为ｃ＝^ｃ－∫Ｒ２＋（ｙ１＋ｙ２）（１－１｛‖ｙ‖＜１｝）ｖ（ｄｙ），
由 （９）式知，保险公司的最优投资策略不仅与初
始盈余有关，而且与保险公司的索赔有紧密联系。

注２　对 π１（ｔ，ｘ）以及 π２（ｔ，ｘ）中的 ｃ求导，
我们发现当两个风险资产无关 （即 ａ３ ＝０）时，

π１（ｔ，ｘ）和π２（ｔ，ｘ）会随着索赔金额的增大而增
大。这说明保险公司会随着索赔的增加而加大在风

险资产上的投资金额。

３　均值－方差准则下的最优投资
本节我们建立均值－方差模型。在定理２的基

础上借助对偶理论，我们得到均值－方差问题的最
优投资策略以及有效前沿，并分析了两风险资产的

相关性对有效前沿的影响。

３１　模型的建立与求解
首先，我们建立均值－方差模型。用方差来度

量保险公司的风险，在终端财富期望达到某一定值

Ｍ ＞０的情形下，选择最优的投资策略使终端财富
的方差最小，即

ｍｉｎ　　Ｖａｒ（ＸπＴ）＝Ｅ［ＸπＴ －Ｍ］
２

ｓｔ．　　Ｅ［ＸπＴ］＝Ｍ，π∈Π （１１）
问题 （１１）是一个条件极值问题，不妨令其值函
数为Ｊ（ｘ０）。我们通过拉格朗日乘子法，将问题
（１１）转化为无条件极值问题。引入拉格朗日乘子
λ∈Ｒ，定义拉格朗日函数
Ｊπ（ｘ０，λ）＝Ｅ［（Ｘ

π
Ｔ －Ｍ）

２＋２λ（ＸπＴ －Ｍ）］＝
Ｅ［ＸπＴ －（Ｍ－λ）］

２－λ２ （１２）

利用对偶理论，有

Ｊ（ｘ０）＝ｓｕｐ
λ∈Ｒ
ｉｎｆ
π∈Π
Ｊπ（ｘ０，λ） （１３）

下面寻求最优的投资策略π和拉格朗日乘子λ ，
使得Ｊ（ｘ０）＝Ｊπ（ｘ０，λ

）。

用Ｍ－λ替换定理２中的Ｍ，我们得到优化问
题 ｉｎｆ

π∈Π
Ｊπ（ｘ０，λ）的最优投资 π ＝ （π１（ｘ０），

π２（ｘ０））和目标值Ｊπ（ｘ０，λ）

π１（ｘ０）＝－
（ａ３μ

Ｓ
２－ａ２μ

Ｓ
１）

ａ２３－ａ１ａ２
·

（ｘ０－（Ｍ－λ＋
ｃ
ｒ０
）ｅ－ｒ０Ｔ＋ｃｒ０

），

π２（ｘ０）＝－
（ａ３μ

Ｓ
１－ａ１μ

Ｓ
２）

ａ２３－ａ１ａ２
·

（ｘ０－（Ｍ－λ＋
ｃ
ｒ０
）ｅ－ｒ０Ｔ＋ｃｒ０

） （１４）

Ｊπ（ｘ０，λ）＝ｉｎｆπ∈Π
Ｊπ（ｘ０，λ）＝

ｅ（２ｒ０－Ａ）Ｔ（ｘ０＋
ｃ
ｒ０
－（Ｍ－λ＋ｃｒ０

）ｅ－ｒ０Ｔ）２－

λ２－１－ｅ
（２ｒ０－Ａ）Ｔ

２ｒ０－Ａ
Ｂ

Ｊπ（ｘ０，λ）关于λ是一个凹函数，故上式对 λ求
导，得到最大值点λ

λ ＝
（Ｍ＋ｃｒ０

）－（ｘ０＋
ｃ
ｒ０
）ｅｒ０Ｔ

１－ｅＡＴ
（１５）

把λ 代入 ｉｎｆ
π∈Π
Ｊ（ｘ０，λ）及 （１４）得到 Ｊ（ｘ０）及最

优投资策略的解析式。

概括上述的分析过程，可得到如下定理

定理３　均值－方差问题 （１１）的有效前沿为

Ｖａｒ（ＸＴ）＝
［（ｘ０＋

ｃ
ｒ０
）ｅｒ０Ｔ－（Ｅ［ＸＴ］＋

ｃ
ｒ０
）］２

ｅＡＴ－１
－

１－ｅ（２ｒ０－Ａ）Ｔ
２ｒ０－Ａ

Ｂ （１６）

相应的最优投资策略为

π１（ｔ，ｘ）＝－
（ａ３μ

Ｓ
２－ａ２μ

Ｓ
１）

ａ２３－ａ１ａ２
·

［ｘ＋ｃｒ０
－
（ｘ０＋

ｃ
ｒ０
）ｅｒ０Ｔ－（Ｍ＋ｃｒ０

）ｅＡＴ

１－ｅＡＴ
ｅｒ０（ｔ－Ｔ）］，

π２（ｔ，ｘ）＝－
（ａ３μ

Ｓ
１－ａ１μ

Ｓ
２）

ａ２３－ａ１ａ２
·

［ｘ＋ｃｒ０
－
（ｘ０＋

ｃ
ｒ０
）ｅｒ０Ｔ－（Ｍ＋ｃｒ０

）ｅＡＴ

１－ｅＡＴ
ｅｒ０（ｔ－Ｔ）］

（１７）

１６
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注３　因为 －１－ｅ
（２ｒ０－Ａ）Ｔ

２ｒ０－Ａ
＞０且Ｂ随着索赔的

增多而增大，所以由 （１６）知 Ｖａｒ（ＸＴ）随着索赔
的增多而增大。这说明保险公司面临的风险会随着

索赔的增多而增大。

注４　定理３表明：投资在风险资产１（或２）
上的金额不仅与风险资产１（或２）的收益状态有
关而且与资产２（或１）的收益情况紧密联系，这
主要是资产的相关性决定的。

注５　当业务部门只有一个且金融市场只包含
一个风险资产和一个无风险资产时，定理３可退化
为文献 ［１４］中的定理４２，其中参数α＝０，λ（ｔ）
是常数。

推论１　若保险公司投资于同一个风险资产
（假设为风险资产 １），则均值 －方差问题 （１１）
的有效前沿为

Ｖａｒ（ＸＴ）＝
［（ｘ０＋

ｃ
ｒ０
）ｅｒ０Ｔ－（Ｅ［ＸＴ］＋

ｃ
ｒ０
）］２

ｅ
（μＳ１）２
ａ１
Ｔ－１

－

１－ｅ（２ｒ０－
（μＳ１）２
ａ１
）Ｔ

２ｒ０－
（μＳ１）

２

ａ１

Ｂ

相应的最优投资策略为

π（ｔ，ｘ）＝－
μＳ１
ａ１
［ｘ＋ｃｒ０

－

（ｘ０＋
ｃ
ｒ０
）ｅｒ０Ｔ－（Ｅ［ＸＴ］＋

ｃ
ｒ０
）ｅ

（μＳ１）２
ａ１
Ｔ

１－ｅ
（μＳ１）２
ａ１
Ｔ

ｅｒ０（ｔ－Ｔ）］

注６　当 －２ａ３
（ａ３μ

Ｓ
２－ａ２μ

Ｓ
１）（ａ３μ

Ｓ
１－ａ１μ

Ｓ
２）

（ａ２３－ａ１ａ２）
２ ＞

０时，有Ａ＞
（μＳ１）

２

ａ１
。根据 －１－ｅ

（２ｒ０－Ａ）Ｔ

２ｒ０－Ａ
，
１

ｅＡＴ－１
关

于Ａ单调递减知Ｖａｒ（ＸＴ）＜Ｖａｒ（ＸＴ）。这说明了
风险的规避原则：不要把所有的蛋放在同一个篮子

里。

３２　结果分析
不失一般性，本节以ｔ＝０时刻为例分析两支

股票的相关性对均值－方差问题 （１１）的最优投资
策略及有效前沿的影响。

为分析方便，假设两股票价格的涨跌方向一致

（即∫（－１，∞）２ｚ１ｚ２ｖＳ（ｄｚ）≥０），且其价格参数满足ａ２３
－ａ１ａ２ ＜０。下面我们针对初始盈余 ｘ０ ＞（Ｍ＋
ｃ
ｒ０
）ｅ－ｒ０Ｔ－ｃｒ０

的情况给出股票的相关性对最优投资

及有效前沿的影响。对于初始盈余 ｘ０ ＜（Ｍ ＋
ｃ
ｒ０
）ｅ－ｒ０Ｔ－ｃｒ０

的情况，我们可以得到类似的分析。

由最优投资策略的解析形式 （１７）知，时刻 ｔ
＝０时的最优投资为

π１（０，ｘ０）＝

－
（ａ３μ

Ｓ
２－ａ２μ

Ｓ
１）［ｘ０＋

ｃ
ｒ０
－（Ｍ＋ｃｒ０

）ｅ－ｒ０Ｔ］

（ａ２３－ａ１ａ２）（１－ｅ
－ＡＴ）

，

π２（０，ｘ０）＝

－
（ａ３μ

Ｓ
１－ａ１μ

Ｓ
２）［ｘ０＋

ｃ
ｒ０
－（Ｍ＋ｃｒ０

）ｅ－ｒ０Ｔ］

（ａ２３－ａ１ａ２）（１－ｅ
－ＡＴ）

可见，保险公司根据两风险资产收益率的比较而选

择不同的投资形式。具体情况如下：

情况１：μＳ１ ＞
ａ３
ａ２
μＳ２且μ

Ｓ
２ ＞
ａ３
ａ１
μＳ１。此时，保险

公司卖空两支股票，但是卖空金额有所限制：第一

支股票的卖空金额不得超过

－
μＳ１

ａ１（１－ｅ
－ＡＴ）
（ｘ０＋

ｃ
ｒ０
－（Ｍ＋ｃｒ０

）ｅｒ０（ｔ－Ｔ））

第二支股票的卖空金额不得超过

－
μＳ２

ａ２（１－ｅ
－ＡＴ）
（ｘ０＋

ｃ
ｒ０
－（Ｍ＋ｃｒ０

）ｅｒ０（ｔ－Ｔ））

情况２：μＳ２ ＞
ａ２
ａ３
μＳ１。此时，保险公司买入股票

１的金额为π１（０，ｘ０），与此同时，卖空股票２且
卖空金额为 π２（０，ｘ０）。

情况３：μＳ１ ＞
ａ１
ａ３
μＳ２。此时，保险公司卖空股

票１的金额为 π１（０，ｘ０） ，与此同时，买入股票

２的金额为π２（０，ｘ０）。
接下 来，我 们 分 析 两 支 股 票 的 相 关 性

（∫（－１，∞）２ｚ１ｚ２ｖＳ（ｄｚ）及ρＳ）对均值－方差问题 （１１）
的有效前沿的影响。

① 若∫（－１，∞）２ｚ１ｚ２ｖＳ（ｄｚ）＝０且ρＳ＝０，即两股
票的价格不同时涨跌且波动不相关，则有效前沿为

Ｖａｒ０（ＸＴ）＝
［（ｘ０＋

ｃ
ｒ０
）ｅｒ０Ｔ－（Ｅ［ＸＴ］＋

ｃ
ｒ０
）］２

ｅＡ０Ｔ－１
－

１－ｅ（２ｒ０－Ａ０）Ｔ
２ｒ０－Ａ０

Ｂ

其中Ａ０ ＝
（μＳ１）

２

ａ１
＋
（μＳ２）

２

ａ２
。当（ａ３μ

Ｓ
２－ａ２μ

Ｓ
１）（ａ３μ

Ｓ
１

２６
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－ａ１μ
Ｓ
２） ＜ ０时，有 Ａ ＞ Ａ０。求 导 可 知 －

１－ｅ（２ｒ０－Ａ）Ｔ
２ｒ０－Ａ

Ｂ关于 Ａ单调递减。因此，在情况２或

情况３下，Ｖａｒ０（ＸＴ）＞Ｖａｒ（ＸＴ）恒成立。

② 若∫（－１，∞）２ｚ１ｚ２ｖＳ（ｄｚ）＞０且ρＳ＝０，即两股
票的价格同时产生跌涨且波动不相关，则有效前沿

为

Ｖａｒ１（ＸＴ）＝
［（ｘ０＋

ｃ
ｒ０
）ｅｒ０Ｔ－（Ｅ［ＸＴ］＋

ｃ
ｒ０
）］２

ｅＡ１Ｔ－１
－

１－ｅ（２ｒ０－Ａ１）Ｔ
２ｒ０－Ａ１

Ｂ

其中

Ａ１ ＝
（μＳ１）

２

ａ１
＋
（μＳ２）

２

ａ２
－

２ａ３１
（ａ３１μ

Ｓ
２－ａ２μ

Ｓ
１）（ａ３１μ

Ｓ
１－ａ１μ

Ｓ
２）

（ａ２３１－ａ１ａ２）
２ ，

ａ３１ ＝∫（－１，∞）２ｚ１ｚ２ｖＳ（ｄｚ）＜ａ３
当（ａ３μ

Ｓ
２－ａ２μ

Ｓ
１）（ａ３μ

Ｓ
１－ａ１μ

Ｓ
２）＜０时，求导可得，

－２ａ３
（ａ３μ

Ｓ
２－ａ２μ

Ｓ
１）（ａ３μ

Ｓ
１－ａ１μ

Ｓ
２）

（ａ２３－ａ１ａ２）
２ 关于 ａ３单调递

增，于是，Ａ＞Ａ１。因此，在情况２或情况 ３下，
Ｖａｒ１（ＸＴ）＞Ｖａｒ（ＸＴ）恒成立。

③ 若∫（－１，∞）２ｚ１ｚ２ｖＳ（ｄｚ）＝０且ρＳ＞０，即两支
股票的价格不同时产生跳动且波动相关，则有效前

沿为

Ｖａｒ２（ＸＴ）＝
［（ｘ０＋

ｃ
ｒ０
）ｅｒ０Ｔ－（Ｅ［ＸＴ］＋

ｃ
ｒ０
）］２

ｅＡ２Ｔ－１
－

１－ｅ（２ｒ０－Ａ２）Ｔ
２ｒ０－Ａ２

Ｂ

其中

Ａ２ ＝
（μＳ１）

２

ａ１
＋
（μＳ２）

２

ａ２
－

２ａ３２
（ａ３２μ

Ｓ
２－ａ２μ

Ｓ
１）（ａ３２μ

Ｓ
１－ａ１μ

Ｓ
２）

（ａ２３２－ａ１ａ２）
２ ，

ａ３２ ＝σ
Ｓ
１σ
Ｓ
２ρ
Ｓ ＜ａ３

经过 类 似 分 析 知，在 情 况 ２或 情 况 ３下，
Ｖａｒ２（ＸＴ）＞Ｖａｒ（ＸＴ）恒成立。

简单比较知Ａ＞Ａ１＞Ａ０且Ａ＞Ａ２＞Ａ０，因此，
在情况 ２或情况 ３下，Ｖａｒ０（ＸＴ）＞Ｖａｒ１（ＸＴ）＞
Ｖａｒ（ＸＴ）且Ｖａｒ０（ＸＴ）＞Ｖａｒ２（ＸＴ）＞Ｖａｒ（ＸＴ）恒成
立。由此可见，当所投资的两支股票的价格在跳动

及波动上均有相关性时，保险公司面临的风险最小。

４　结束语
本文研究了具有两个业务部门的保险公司的最

优投资问题，其中两业务部门的索赔之间及所投资

的风险资产之间都存在一定的相关性。这一问题切

合实际。如保险公司包括财产保险业务和人身保险

业务，当一场车祸发生时，会同时发生财产保险的

索赔及医疗费用的偿付等。本文借鉴文献 ［１９］
中的风险相关性，用两维的 Ｌéｖｙ测度描述两业务
部门的索赔过程。金融市场由一个无风险资产和两

个风险资产组成，且风险资产的价格过程是用二维

的Ｌéｖｙ过程表示跳的几何布朗运动描述。分别依
据基准准则和均值－方差准则，我们得到了最优投
资策略以及相应的最优值函数的解析形式。进一

步，我们具体分析了均值－方差准则下的最优投资
策略，发现投资某一资产上最优投资策略与两个风

险资产的参数密切相关。同时，证实了投资于不同

的风险资产比投资于同一风险资产更有利于降低风

险；对于具有正相关的的两个风险资产，保险公司

应该投资于价格的跳动及波动均有相关性的风险资

产，这样更有利于降低保险公司在终端时刻面临的

风险。

本文的不足之处是只考虑了含两个业务部门的

保险公司的最优投资问题，没有考虑保险公司的再

保险策略。事实上，由于粘性解的产生，同时考虑

保险公司的再保险和投资问题比较难处理。但这可

作为我们以后的研究方向。
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所以定理３成立。
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