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摘　要：研究了一类含有潜伏时滞和非线性发生率的 ＳＥＩＲ流行病模型。给出了疾病流行的阈值条件，并且得
到了无病平衡点和流行病平衡点的局部稳定性条件。通过构造适当的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函，结合 ＬａＳａｌｌｅ不变集原理，
证明了当基本再生数Ｒ０１时，无病平衡点是全局渐近稳定的；但当Ｒ０ ＞１时，流行病平衡点是全局渐近稳定
的，同时利用数值模拟验证了分析的结果。
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　　在有关传染病模型的文献中，常常假设疾病的
潜伏期是可以忽略的，基于这种假设的传染病模型

被称为是模型，但是在某些疾病中，它们的潜伏期

是不能被忽略的，例如结核，流感，麻疹等［１－２］。

感染了相应病菌的染病者在潜伏期内是不具有传染

性的，他们会在发病前有一段潜伏期，因此在描述
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这种潜伏期时，引入时滞的因素是合理的［３－５］。

ＶａｎｄｅｎＤｒｉｅｓｓｃｈｅ和 Ｚｏｕ在文献 ［６］中指出，有
些康复者会由于休眠致病菌的复原作用而复发成为

感染者，例如人和牛肺结核［７－８］，及弓形体病毒感

染［９］等。比率依赖型发生率最早是由 Ａｒｄｉｔｉ等在文
献 ［１０］中引入，后来由 Ｌｉ等应用于传染病模型
中［１１］。受文献 ［６］和文献 ［１１］的启发，考虑具
有潜伏时滞影响的传染病模型。我们将人群分为四

类，其人数分别记作易感者Ｓ（ｔ），处于潜伏期的人
Ｅ（ｔ），感染者Ｉ（ｔ），具有短暂免疫者Ｒ（ｔ）。

Ｓ′（ｔ）＝Ａ－μＳ（ｔ）－βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋ａＳ（ｔ）

Ｅ′（ｔ）＝βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋ａＳ（ｔ）－μＥ（ｔ）－
βｅ－μτＳ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋ａＳ（ｔ－τ）

Ｉ′（ｔ）＝βｅ
－μτＳ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋ａＳ（ｔ－τ）

＋δＲ（ｔ）－

　　　（μ＋γ＋ε）Ｉ（ｔ）
Ｒ′（ｔ）＝γＩ（ｔ）－（μ＋δ）Ｒ（ｔ

















）

　　　　　　　（１）
其中Ａ为常数再生速度，μ为人群的自然死亡率，ε
为感染者的因病死亡率，γ表示染病者的治愈率，
βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）
１＋ａＳ（ｔ）表示有效感染率，非负参数 δ表示具有

免疫能力的人群回到感染者行列的速度。当 δ＝０
时，康复者具有永久免疫力；当 δ＞０，康复者具
有短暂免疫力。系统 （１）的初始条件取如下形式

Ｓ（θ）＝１（θ），Ｅ（θ）＝２（θ），
Ｉ（θ）＝３（θ），Ｒ（θ）＝４（θ），
ｉ（θ）０，θ∈［－τ，０］，
ｉ（０）＞０，ｉ＝１，２，３，４ （２）

这里 （１（θ），２（θ），３（θ），４（θ））∈ Ｃ（［－τ，
０］，Ｒ４＋０）是Ｂａｎａｃｈ空间中从 ［－τ，０］到 Ｒ

４
＋０的连

续映射，其中Ｒ４＋０＝｛（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）：ｘ１≥０，ｉ＝１，
２，３，４｝。为了使得初值具有连续性，假设

Ｅ（０）＝∫
０

－τ

βｅμτ１（θ）３（θ）
１＋ａ１（θ）

ｄθ （３）

由文献 ［１２］，系统 （１）有满足初始条件 （２）和
（３）的唯一解 （Ｓ（ｔ），Ｅ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ））。容易得
到系统 （１）初始值定义在 ［０，＋∞）的所有解，
当ｔ０时为正。

１　平衡点和局部稳定性
记 系 统 （１） 的 基 本 再 生 数 为 Ｒ０ ＝

Ａβｅ－μτ（μ＋δ）
（ａＡ＋μ）（δ（ε＋μ）＋μ（μ＋γ＋ε））

。当 Ｒ０１

时，系统存在唯一的无病平衡点 Ｅ１
Ａ
μ
，０，０，( )０ ；

当Ｒ０ ＞１时，系统还存在流行病平衡点 Ｅ２（Ｓ，
Ｅ，Ｉ，Ｒ），平衡点Ｅ２总是满足下面的关系

Ｓ ＝ α
βｅ－μτ－ａα

，

Ｅ ＝α（ｅ
μτ－１）
μ

Ｉ，

Ｒ ＝ γ
μ＋δ

Ｉ，

Ｉ ＝Ａ（βｅ
－μτ－ａα）－μα
βα－ａα２ｅμτ

＝

ｅ－μτβ（ａＡ＋μ）（μ＋δ）
ｅ－μτ（μ＋δ）－ａ［δ（μ＋ε）＋μ（μ＋γ＋ε）］

·

（Ｒ０－１） （４）

其中α＝μ＋γ＋ε－ γδμ＋δ
。事实上由于Ｒ０＞１，那

么

Ａβｅ－μτ（μ＋δ）＞（ａＡ＋μ）·
［δ（μ＋ε）＋μ（μ＋γ＋ε）］＞
ａＡ［δ（μ＋ε）＋μ（μ＋γ＋ε）］

即

βｅ－μτ（μ＋δ）＞ａ［δ（μ＋ε）＋μ（μ＋γ＋ε）］
因此，当Ｒ０ ＞１时，正平衡点存在。系统 （１）在
无病平衡点处的特征方程为

（λ＋μ）２［λ２＋Ｐ１（τ）λ＋Ｐ０（τ）＋
（Ｑ１（τ）λ＋Ｑ０（τ））ｅ

－λτ］＝０ （５）
其中

Ｐ１（τ）＝２μ＋δ＋γ＋ε，
Ｐ０（τ）＝（μ＋δ）（μ＋γ＋ε）－δγ，

Ｑ１（τ）＝－
βＡｅ－μτ

μ＋ａＡ
，Ｑ０（τ）＝－（μ＋δ）

βＡｅ－μτ

μ＋ａＡ
显然，方程 （５）有一个负实根λ＝－μ，其余的根
由下面的方程来决定

λ２＋Ｐ１（τ）λ＋Ｐ０（τ）＋
（Ｑ１（τ）λ＋Ｑ０（τ））ｅ

－λτ ＝０ （６）
当τ＝０，方程 （６）变为
λ２＋（Ｐ１（０）＋Ｑ１（０））λ＋Ｐ０（０）＋Ｑ０（０）＝０
直接计算得到

Ｐ１（０）＋Ｑ１（０）＝
（μ＋γ＋ε）μ＋δ（μ＋ε）

μ＋δ
·

（１－Ｒ０）＋
（μ＋δ＋γ）（μ＋δ）－μγ

μ＋δ
＞０，

Ｐ１（０）＋Ｑ１（０）＝
［（μ＋γ＋ε）μ＋δ（μ＋ε）］（１－Ｒ０）＞０

因此，当τ＝０时，无病平衡点Ｅ１是局部渐近稳定

５２
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的。当τ＞０时，设ｉｗ（ｗ＞０）是方程 （５）的一
个纯虚根，代入 （５）式中，分离实部、虚部，直
接计算得

ｗ２－Ｐ０（τ）＝Ｑ０（τ）ｃｏｓｗτ＋Ｑ１（τ）ｗｓｉｎｗｔ，
Ｐ１（τ）ｗ＝Ｑ０（τ）ｓｉｎｗτ＋Ｑ１（τ）ｗｃｏｓｗτ

平方相加得

ｗ４＋（Ｐ２１（τ）－２Ｐ０（τ）－Ｑ
２
１（τ））ｗ

２＋
Ｐ２０（τ）－Ｑ

２
０（τ）＝０ （７）

显见Ｐ２０（τ）－Ｑ
２
０（τ）＞０，另一方面，直接计算得

有

Ｐ２１（τ）－２Ｐ０（τ）－Ｑ
２
１（τ）＝

１
（μ＋δ）２

·

［（μ＋δ）４＋δ２（γ（２μ＋２ε＋γ）＋
２δγ（μ＋δ）２＋２μδγ（μ＋γ＋ε）］＞０

因此，当Ｒ０ ＜１时，方程 （７）无实根。注意到无
病平衡点Ｅ１当τ＝０时是局部渐近稳定的。由文献
［１３］的定理４１，当Ｒ０ ＜１时，无病平衡点Ｅ１是
局部渐近稳定的。

记

ｆ（λ）＝λ２＋Ｐ１（τ）λ＋Ｐ０（τ）＋
（Ｑ１（τ）λ＋Ｑ０（τ））ｅ

－λτ

如果Ｒ０ ＞１，则
ｆ（０）＝（１－Ｒ０）［μ（μ＋γ＋ε）＋δ（μ＋ε）］＜０
另一方面，当 λ→＋∞ 时，ｆ（λ）→＋∞，故方程
（５）至少有一个正实根，因此当 Ｒ０ ＞１时，无病
平衡点Ｅ１不稳定。

下面考虑流行病平衡点 Ｅ２的稳定性。系统
（１）在流行病平衡点Ｅ２处的特征方程为

（λ＋μ）［λ３＋ｐ２（τ）λ
２＋ｐ１（τ）λ＋ｐ０＋

（ｑ２（τ）λ
２＋ｑ１（τ）λ＋ｑ０）ｅ

－λτ］＝０ （８）
这里

ｐ２（τ）＝３μ＋δ＋γ＋ε＋
ＢＩ

（１＋ａＳ）２
，

ｐ１（τ）＝ μ＋ ＢＩ

（１＋ａＳ）( )２
（２μ＋δ＋γ＋ε）＋α（μ＋δ）·

ｐ０（τ）＝ μ＋ ＢＩ

（１＋ａＳ）( )２ α（μ＋δ），
ｑ２（τ）＝－α，

ｑ１（τ）＝－α（２μ＋δ），
ｑ０（τ）＝－αμ（μ＋δ）

方程 （８）有一个负实根λ＝－μ，其余的根由下面
的方程决定

λ３＋ｐ２（τ）λ
２＋ｐ１（τ）λ＋ｐ０＋

（ｑ２（τ）λ
２＋ｑ１（τ）λ＋ｑ０）ｅ

－λτ ＝０ （９）

当τ＝０，方程 （９）变为
λ３＋（ｐ２（０）＋ｑ２（０））λ

２＋（ｐ１（０）＋
ｑ１（０））λ＋ｐ０（０）＋ｑ０（０）＝０

当Ｒ０ ＞１时，经过计算

ｐ２（τ）＋ｑ２（τ）＝２μ＋δ＋
δγ
μ＋δ

＋ ＢＩ

（１＋ａＳ）２
＞０，

ｐ１（τ）＋ｑ１（τ）＝（２μ＋δ＋γ＋ε）·

μ＋ ＢＩ

（１＋ａＳ）( )２ －μα＞０，
ｐ０（τ）＋ｑ０（τ）＝α（μ＋δ）

ＢＩ

（１＋ａＳ）２

并且

（ｐ１（τ）＋ｑ１（τ））（ｐ２（τ）＋ｑ２（τ））－（ｐ０（τ）＋ｑ０（τ））＝

μ＋ ＢＩ

（１＋ａＳ）( )２ （２μ＋δ＋γ＋ε）－[ ]μα·
δγ
μ＋δ

＋ ＢＩ

（１＋ａＳ）[ ]２ ＋
（２μ＋δ）［μ（２μ＋δ＋γ＋ε）－μα］＋

［（２μ＋δ）（２μ＋δ＋γ＋ε）－α（μ＋δ）］·
ＢＩ

（１＋ａＳ）２
＝Ｆ１＋Ｆ２＋Ｆ３

其中

Ｆ１＝ μ＋ ＢＩ

（１＋ａＳ）( )２ （２μ＋δ＋γ＋ε）－μα[ ]）·
δγ
μ＋δ

＋ ＢＩ

（１＋ａＳ）[ ]２ ＞０，
Ｆ２ ＝（２μ＋δ）［μ（２μ＋δ＋γ＋ε）－μα］＞０，
Ｆ３ ＝［（２μ＋δ）（２μ＋δ＋γ＋ε）－α（μ＋δ）］·

ＢＩ

（１＋ａＳ）２
＞０

因此，当Ｒ０＞１时，方程 （９）没有正实根，平衡点
Ｅ２当τ＝０时是局部渐近稳定的。当τ＞０时，设
ｉｗ（ｗ＞０）是方程 （９）的一个纯虚根，带入 （９）
中，分离实部、虚部，直接计算得

ｐ１（τ）ｗ－ｗ
３ ＝

（ｑ０（τ）－ｑ２（τ）ｗ
２）ｓｉｎｗτ－ｑ１（τ）ｗｃｏｓｗτ

ｐ２（τ）ｗ
２－ｐ０（τ）＝

（ｑ０（τ）－ｑ２（τ）ｗ
２）ｃｏｓｗτ－ｑ１（τ）ｗｓｉｎｗτ

平方相加得到

ｗ６＋ａ４，０ｗ
４＋ａ２，０ｗ

２＋ａ０，０ ＝０
其中，

ａ４，０ ＝ｐ
２
２（τ）－２ｐ１（τ）－ｑ

２
２（τ）＝

ＢＩ

１＋ａＳ( )
２

＋（μ＋δ）２＋（μ＋γ＋ε）２＋２δγ－α２＞０，

ａ２，０ ＝ｐ
２
１（τ）－２ｐ０（τ）ｐ２（τ）＋

６２
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２ｑ０（τ）ｑ２（τ）－ｑ
２
１（τ）＝

μ＋ ＢＩ

１＋αＳ( )
２

［（μ＋γ＋ε）２＋（μ＋δ）２＋２δγ］－

μ２ μ＋γ＋ε－ δγ
μ＋( )δ

２
＞

μ２　
　
（μ＋γ＋ε）２＋（μ＋δ）２{ ＋

２δγ－（μ＋γ＋ε－ δγ
μ＋δ

）２}　　＞０，
ａ０，０ ＝ｐ

２
０（τ）－ｑ

２
０（τ）＝

α２（μ＋δ）２ ＢＩ

（１＋ａＳ）２
（２μ＋ ＢＩ

（１＋ａＳ）２
）＞０

因此若Ｒ０ ＞１时，方程 （９）没有实根。注意到平
衡点Ｅ２当τ＝０时是局部渐近稳定的，根据文献
［１３］定理４１，得到当Ｒ０ ＞１时，平衡点Ｅ２存在
并且是局部渐近稳定的。有下面的结论。

定理１　对于系统 （１）有，
（ｉ）若Ｒ０ ＜１无病平衡点Ｅ１是局部渐近稳定

的；如果Ｒ０ ＞１，Ｅ１是不稳定的。
（ｉｉ）若Ｒ０ ＞１，系统 （１）有唯一的流行病平

衡点Ｅ２，并且它是局部渐近稳定的。

２　全局稳定性
通过构造合适的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函并利用 ＬａＳａｌｌｅ

不变集原理讨论系统 （１）的无病平衡点 Ｅ１和流
行病平衡点Ｅ２的全局稳定性。注意到在Ｅ（ｔ）系统
（１）的第一、第三和第四个方程中并未出现，因此
只需要考虑系统 （１）的子系统的稳定性

Ｓ′（ｔ）＝Ａ－μＳ（ｔ）－βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋ａＳ（ｔ）

Ｉ′（ｔ）＝βｅ
－μτＳ（ｔ－τ）

１＋ａＳ（ｔ－τ）
＋δＲ（ｔ）－（μ＋γ＋ε）Ｉ（ｔ）

Ｒ′（ｔ）＝γＩ（ｔ）－（μ＋δ）Ｒ（ｔ










）

（１０）
显然，系统 （１０）总存在平衡点 Ｅ０１ ＝（Ａ／μ，０，
０）。并且系统 （１０）当 Ｒ０ ＞１时存在一个平衡点
Ｅ０２ ＝（Ｓ，Ｉ，Ｒ），这里的 Ｓ，Ｉ，Ｒ 由 （４）式
所定义。由上述部分的讨论，容易得到平衡点 Ｅ０１
当Ｒ０ ＜１时是局部渐近稳定的，当 Ｒ０ ＞１时不稳
定。平衡点Ｅ０２当Ｒ０ ＞１时存在，且为局部渐近稳
定的。首先证明Ｅ０１的全局稳定性。

定理２　若 Ｒ０ ＜１，系统 （１０）的平衡点 Ｅ０１
在Ｒ＋３中是全局渐近稳定的。

证明　记Ｓ０＝Ａ／μ，（Ｓ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ））是系统
（１０）具有初始条件 （２）的解。定义

Ｖ１（ｔ）＝
Ｓ０

１＋ａＳ０
Ｓ（ｔ）
Ｓ０
－１－ｌｎＳ（ｔ）Ｓ( )

０
＋

ｅμτＩ（ｔ）＋δｅ
μτ

μ＋δ
Ｒ（ｔ）

则Ｖ１（ｔ）沿着系统 （１０）的全导数为
ｄＶ１（ｔ）
ｄｔ ＝ １

１＋ａＳ０
１－

Ｓ０
Ｓ（ｔ( )）·

Ａ－μＳ（ｔ）－βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋ａＳ（ｔ( )）＋β
Ｓ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋ａＳ（ｔ－τ）

＋

δｅμτＲ（ｔ）－（μ＋γ＋ε）ｅμτＩ（ｔ）＋
δｅμτ

μ＋δ
　
　γ
Ｉ（ｔ）－（μ＋δ）Ｒ（ｔ）( )　　 （１１）

将Ａ＝μＳ０代入 （１１）式有
ｄＶ１（ｔ）
ｄｔ ＝

Ｓ（ｔ）－Ｓ０
Ｓ（ｔ）（１＋ａＳ０）

　
　μ
（Ｓ０－Ｓ（ｔ））( －

βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）
１＋ａＳ（ｔ）)　　＋β

Ｓ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋ａＳ（ｔ－τ）

＋δｅμτＲ（ｔ）－

（μ＋γ＋ε）ｅμτＩ（ｔ）＋δｅ
μτ

μ＋δ
（γＩ（ｔ）－（μ＋δ）Ｒ（ｔ））＝

－
μ（Ｓ（ｔ）－Ｓ０）

２

Ｓ（ｔ）（１＋ａＳ０）
－
βＩ（ｔ）（Ｓ（ｔ）－Ｓ０）

（１＋ａＳ（ｔ））（１＋ａＳ０）
＋

βＳ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋ａＳ（ｔ－τ）

－αｅμτＩ（ｔ） （１２）

其中 α如 （４）式所定义。构造如下形式的 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ泛函

Ｖ（ｔ）＝Ｖ１（ｔ）＋∫
ｔ

ｔ－τ

βＳ（θ）Ｉ（θ）
１＋ａＳ（θ）

ｄθ （１３）

由 （１２）式和 （１３）式

ｄＶ（ｔ）
ｄｔ ＝－

μ（Ｓ（ｔ）－Ｓ０）
２

Ｓ（ｔ）（１＋ａＳ０）
－αｅμτＩ（ｔ）－

βＩ（ｔ）（Ｓ（ｔ）－Ｓ０）
（１＋ａＳ（ｔ））（１＋ａＳ０）

＋βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋ａＳ（ｔ）＝

－
μ（Ｓ（ｔ）－Ｓ０）

２

Ｓ（ｔ）（１＋ａＳ０）
＋
βＳ０Ｉ（ｔ）
１＋ａＳ０

－αｅμτＩ（ｔ）＝

－
μ（Ｓ（ｔ）－Ｓ０）

２

Ｓ（ｔ）（１＋ａＳ０）
＋ｅ
μτ（δ（μ＋ε）＋μ（μ＋γ＋ε））

μ＋δ
·

（Ｒ０－１）Ｉ（ｔ） （１４）
当Ｒ０ ＜１时，由 （１４）式知 Ｖ′（ｔ）≤０。由文献
［１４］的定理５３１，定义 Ｍ为集合 ｛Ｖ′（ｔ）＝０｝
的最大不变子集。又由 （１４）式，｛Ｖ′（ｔ）＝０｝当
且仅当Ｓ（ｔ））＝０，Ｉ（ｔ）＝０。注意到集合 Ｍ是不
变的，对于集合 Ｍ中的每个元素，有 Ｉ（ｔ）＝０，
Ｉ′（ｔ）＝０。因此由 （１０）的第二个方程，

０＝Ｉ′（ｔ）＝δＲ（ｔ）
即就是 Ｒ（ｔ）＝０。因此，Ｖ′（ｔ） ＝０当且仅当
（Ｓ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ））＝（Ｓ０，０，０）。当Ｒ０＜１时，平

７２
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衡点Ｅ０１是局部渐近稳定的。由时滞微分方程的Ｌａ
Ｓａｌｌｅ不变集原理［１５］，平衡点 Ｅ０１是全局渐近稳定
的。

推论１　若Ｒ０ ＜１，系统 （１）的无病平衡点
Ｅ１是Ｒ

＋
４中的全局渐近稳定平衡点。

证明　设（Ｓ（ｔ），Ｅ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ））是系统 （１）
满足初始条件 （２）－（３）的正解，由系统 （１）的
第二个方程和条件 （３）得到

Ｅ（ｔ）＝∫
ｔ

ｔ－τ

βＳ（η）Ｉ（η）
１＋ａＳ（η）

ｅ－η（ｔ－η）ｄη （１５）

再由定理２，当Ｒ０ ＜１，ｔ→∞时，

Ｓ（ｔ）→ Ａμ
，Ｉ（ｔ）→０，Ｒ（ｔ）→０ （１６）

由 （１５）－（１６）式，得

ｌｉｍ
ｔ→∞
Ｅ（ｔ）＝ｌｉｍ

ｔ→∞∫
ｔ

ｔ－τ

βＳ（η）Ｉ（η）
１＋ａＳ（η）

ｅ－η（ｔ－η）ｄη＝

ｌｉｍ
ｔ→∞

βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）
１＋ａＳ（ｔ）－

βｅ－μτＳ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋ａＳ（ｔ－τ[ ]）

＝０

注意到当Ｒ０＜１时，系统 （１）的无病平衡点Ｅ１是
局部稳定的，因此Ｅ１是全局渐近稳定的，证毕。

下面为了证明系统 （１）的正平衡点 Ｅ２的全
局稳定性，首先来证明系统 （１０）的正平衡点 Ｅ２
的全局渐近稳定性。

定理３　若Ｒ０＞１，那么系统 （１０）的正平衡
点Ｅ０２在Ｒ

３
＋中是全局渐近稳定的。

证明　设 （Ｓ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ））是系统 （１０）具
有初始条件 （２）的正解，定义

Ｖ２，０（ｔ）＝Ｓ（ｔ）－Ｓ －∫
Ｓ（ｔ）

Ｓ

１＋ａη
１＋ａＳ

Ｓ

η
ｄη＋

ｅμτ Ｉ（ｔ）－Ｉ －ＩｌｎＩ（ｔ）
Ｉ( )　　＋

δｅμτ

μ＋δＲ（ｔ）－Ｒ
 －ＲｌｎＲ（ｔ）

Ｒ( )

那么

ｄＶ２，０（ｔ）
ｄｔ ＝１－１＋ａＳ（ｔ）

１＋ａＳ
Ｓ
Ｓ（ｔ( )） 　

　μ
（Ｓ－Ｓ（ｔ））[ ＋

βＳＩ

１＋ａＳ
－βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋ａＳ（ｔ]）＋δｅμτＲ（ｔ）＋ １－ Ｉ



Ｉ（ｔ( )）·
βＳ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋ａＳ（ｔ－τ）

－（μ＋γ＋ε）ｅμτＩ（ｔ[ ]）＋δｅ
μτ

μ＋δ
·

γＩ（ｔ）－（μ＋δ）Ｒ（ｔ）－γＩ（ｔ）Ｒ


Ｒ（ｔ）＋（μ＋δ）Ｒ[ ]
另外，定义

Ｖ２，１（ｔ）＝β∫
Ｓ（ｔ）

Ｓ

Ｓ（η）Ｉ（η）
１＋ａＳ（η）

－ ＳＩ

１＋ａＳ[ －

ＳＩ

１＋ａＳ
ｌｎＳ（η）Ｉ（η）（１＋ａＳ

）

ＳＩ（１＋ａＳ（η ]
））

ｄη

构造如下形式的Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函
Ｖ２（ｔ）＝Ｖ２，０（ｔ）＋Ｖ２，１（ｔ）

那么

ｄＶ２（ｔ）
ｄｔ ＝ １－１＋ａＳ（ｔ）

１＋ａＳ
Ｓ
Ｓ（ｔ( )）·

μ（Ｓ －Ｓ（ｔ））＋βＳ
Ｉ

１＋ａＳ[ ] ＋１＋ａＳ（ｔ）１＋ａＳ
Ｓ
Ｓ（ｔ）·

βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）
１＋ａＳ（ｔ）－（μ＋γ＋ε）ｅ

μτＩ（ｔ）－

Ｉ
Ｉ（ｔ）

βＳ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋ａＳ（ｔ－τ）

－δｅμτＲ（ｔ）Ｉ


Ｉ（ｔ）＋

（μ＋γ＋ε）ｅμτＩ ＋δｅ
μτ

μ＋δγ
Ｉ（ｔ）－δｅ

μτ

μ＋δγ
Ｉ（ｔ）Ｒ



Ｒ（ｔ）＋

δｅμτＲ －βＳ
Ｉ

１＋ａＳ
ｌｎ１＋ａＳ



ＳＩ
Ｓ（ｔ）Ｉ（ｔ）
１＋ａＳ（ｔ）＋

βＳＩ

１＋ａＳ
ｌｎ１＋ａＳ



ＳＩ
Ｓ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋ａＳ（ｔ－τ）

＝

１－１＋ａＳ（ｔ）
１＋ａＳ

Ｓ
Ｓ（ｔ( )） μ（Ｓ－Ｓ（ｔ））＋βＳ

Ｉ

１＋ａＳ[ ] ＋
１＋ａＳ（ｔ）
１＋ａＳ

Ｓ
Ｓ（ｔ）

βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）
１＋ａＳ（ｔ）－（μ＋γ＋ε）ｅ

μτ·

Ｉ Ｉ（ｔ）
Ｉ
－βＳ

Ｉ

１＋ａＳ
１＋ａＳ

ＳＩ
Ｓ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋ａＳ（ｔ－τ）

－

δｅμτＲ Ｉ


Ｒ
Ｒ（ｔ）
Ｉ（ｔ）＋（μ＋γ＋ε）ｅ

μτＩ ＋

δｅμτ

μ＋δγ
Ｉ Ｉ（ｔ）
Ｉ
－γδｅ

μτ

μ＋δ
Ｉ Ｒ



Ｉ
Ｉ（ｔ）
Ｒ（ｔ）＋

δｅμτ

μ＋δγ
Ｉ ＋

βＳＩ

１＋ａＳ
ｌｎ１＋ａＳ（ｔ）Ｓ（ｔ）Ｉ（ｔ）

Ｓ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋ａＳ（ｔ－τ）

＝

－μ（Ｓ（ｔ）－Ｓ
）２

Ｓ（ｔ）（１＋ａＳ）
＋γδｅ

μτ

μ＋δ
Ｉ·

２－Ｉ


Ｒ
Ｒ（ｔ）
Ｉ（ｔ）－

Ｒ

Ｉ
Ｉ（ｔ）
Ｒ（ｔ( )）＋βＳ

Ｉ

１＋ａＳ
·

２－Ｓ


Ｓ（ｔ）
１＋ａＳ（ｔ）
１＋ａＳ

＋Ｉ（ｔ）
Ｉ
－１＋ａＳ



ＳＩ（ｔ）
Ｓ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋ａＳ（ｔ－τ）[ ＋

ｌｎ１＋ａＳ（ｔ）Ｓ（ｔ）Ｉ（ｔ）
Ｓ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋ａＳ（ｔ－τ ]）

＝

－μ（Ｓ（ｔ）－Ｓ
）２

Ｓ（ｔ）（１＋ａＳ）
＋γδｅ

μτ

μ＋δ
Ｉ·

２－Ｉ


Ｒ
Ｒ（ｔ）
Ｉ（ｔ）－

Ｒ

Ｉ
Ｉ（ｔ）
Ｒ（ｔ( )）＋βＳ

Ｉ

１＋ａＳ
·

１－ Ｓ


Ｓ（ｔ）
１＋ａＳ（ｔ）
１＋ａＳ

＋ｌｎＳ


Ｓ（ｔ）
１＋ａＳ（ｔ）
１＋ａＳ[ ＋

１－１＋ａＳ


ＳＩ（ｔ）
Ｓ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋ａＳ（ｔ－τ）

＋

ｌｎ１＋ａＳ


ＳＩ（ｔ）
Ｓ（ｔ－τ）Ｉ（ｔ－τ）
１＋ａＳ（ｔ－τ ]）

函数

８２
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Ｈ（ｔ）＝１－ｆ（ｔ）＋ｌｎｆ（ｔ）
　　对任意的ｆ（ｔ）＞０，都有Ｈ（ｔ）≤０，当且仅当
ｆ（ｔ）＝１时，Ｈ（ｔ）＝０。由上面的讨论和算数几何
平均不等式，容易得到ｄＶ２／ｄｔ≤０成立，当且仅当
Ｓ（ｔ）＝Ｓ，Ｉ（ｔ）＝Ｉ，Ｒ（ｔ）＝Ｒ时，ｄＶ２／ｄｔ＝０。
并注意到当Ｒ０ ＞１时，平衡点 Ｅ

０
２是局部渐近稳定

的，由和定理２类似的证明，Ｅ０２是全局渐近稳定
的，证毕。

推论２　如果Ｒ０ ＞１，那么系统 （１）的流行
病平衡点Ｅ２在Ｒ

４
＋的内部是全局渐近稳定的。

３　数值模拟
在本部分中，对前面的相关的分析结果做数值

模拟，以验证这些结果。其中所采用的数据均是估

算值。

例１　取参数值：Ａ＝０９，μ＝０２，β＝０３，ａ
＝０２，δ＝０２，γ＝０２，ε＝０２，τ＝８，此时经计
算Ｒ０＝０２８６９０６＜１，由推论１，无病平衡点是全
局渐近稳定的。如图１所示。

图１　当Ｒ０ ＜１时，系统 （１）的无病

平衡点Ｅ１是全局渐近稳定的

Ｆｉｇ１　ＴｈｅｄｉｓｅａｓｅｆｒｅｅｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍＥ１ｉｓｇｌｏｂａｌｌｙ

ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｓｔａｂｌｅｗｈｅｎＲ０ ＜１

例２　取参数值：Ａ＝０９，μ＝０２，β＝０３，ａ
＝０２，δ＝０２，γ＝０２，ε＝０２，τ＝０６，此时经
计算Ｒ０ ＝１２６０３６＞１，由推论２，无病平衡点是
全局渐近稳定的。如图２所示。

４　讨　论
在本文中，综合考虑了一类同时具有潜伏时

滞，复发因素的 ＳＥＩＲ传染病模型，并完整地分析
了模型的全局稳定性，得到了疾病流行的基本再生

图２　当Ｒ０ ＞１时，系统 （１）的流行病

平衡点Ｅ２是全局渐近稳定的

Ｆｉｇ２　ＴｈｅｅｐｉｄｅｍｉｃｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍＥ２ｉｓｇｌｏｂａｌｌｙ

ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｓｔａｂｌｅｗｈｅｎＲ０ ＞１

数Ｒ０。如果Ｒ０ ＜１，系统 （１）的无病平衡点是
全局渐近稳定的。相反，如果 Ｒ０ ＞１，流行病平
衡点全局渐近稳定。由基本再生数的表达式容易得

到，潜伏时滞越大，有效接触率越低，基本再生数

越小而且这种影响对于疾病的流行是指数级的。换

言之，有效的控制疾病的潜伏期对于该类疾病的控

制起着至关重要的作用，稍加延长疾病处在潜伏期

内的时间就有可能大大减少疾病流行的可能性。
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