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一类非线性脉冲免疫接种 ＳＩＲ传染病
模型的周期解与分支

赵文才，刘雨林
（山东科技大学数学与系统科学学院，山东 青岛 ２６６５９０）

摘　要：由于受到医疗资源的限制，疫苗的免疫接种率一般不是常数。采用非线性脉冲免疫接种函数，建立了
一类具有终身免疫的脉冲预防接种ＳＩＲ模型，利用频闪映射及差分方程的不动点，讨论了模型无病周期解的存
在性；运用Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子理论和脉冲微分方程比较定理，证明了模型无病周期解的全局渐近稳定性；选取脉冲免
疫接种周期为分支参数，利用分支定理，给出了系统存在正周期解的充分条件。
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　　传染病是人类的大敌，世界卫生组织２０１３年
发布 《世界卫生统计报告》 （Ｗｏｒｌｄｈｅａｌｔｈｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ
２０１３），现在每年新增艾滋病毒感染者约 ２５０万，
这与二十年前的每年３００万相比有所下降，但新增
感染者仍比死于艾滋病的人数多８万，因此艾滋病
人的绝对人数仍在增加。同时，艾滋病对高感染率

国家成年人的死亡率产生了重要影响，比如在南

非，该国的男性和女性平均预期寿命在１９９０年均

为六十三岁，但到２０１１年下降为五十八岁，另一
个非洲国家津巴布韦的人均寿命下降幅度更大，为

六岁。近年来，由于人感染Ｈ７Ｎ９禽流感等新的传
染病不断出现，全球范围内的传染病防控形势依然

严峻。

为了对传染病进行预防和控制，人们常采用免

疫接种策略，免疫接种有两种方式：连续接种和脉

冲接种。麻疹、病毒性肝炎、脊髓灰质炎等人类长
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期面对的传染病，常采用连续接种策略。对于突发

传染病，如重症急性呼吸综合征 （ＳＡＲＳ）、人感染
高致病性禽流感、流行性感冒等，则适合采用脉冲

免疫接种策略。脉冲免疫接种模型已有大量文献研

究［１－７］，文献 ［８］研究了一类具有饱和传染率的
脉冲免疫接种ＳＩＲＳ模型
ｄＳ
ｄｔ＝－

βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）
１＋αＳ（ｔ）

＋ωＲ（ｔ）＋μ（１－Ｓ（ｔ）），

ｄＩ
ｄｔ＝

βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）
１＋αＳ（ｔ）

－μＩ（ｔ）－λＩ（ｔ），

ｄＲ
ｄｔ＝λＩ（ｔ）－μＲ（ｔ）－ωＲ（ｔ













），

ｔ≠ｋτ，

Ｓ（ｔ＋）＝（１－ｐ）Ｓ（ｔ），
Ｉ（ｔ＋）＝Ｉ（ｔ），
Ｒ（ｔ＋）＝Ｒ（ｔ）＋ｐＳ（ｔ

}
），

　ｔ＝ｋτ　　　　　　（１















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其中，ｐ为免疫接种率，接种成功的比例为常数，
即脉冲函数为线性函数

Ｓ（ｔ＋）＝（１－ｐ）Ｓ（ｔ）
但是，免疫接种率一般不是常数。特别是对某些新

发传染病，疫苗的研制和生产要受技术、人力、物

力等条件的制约，疫苗接种要受到医院床位、医护

人员等医疗资源的限制。医疗资源的限制会导致接

种成功的比例具有饱和效应。因此，我们假设接种

率为饱和函数

ｐ（ｔ）＝ ｐＳ（ｔ）
Ｓ（ｔ）＋θ

（２）

这里，ｐ表示最大脉冲免疫接种率，θ为半饱和常
数，即接种率为最大接种率的一半时所对应的易感

者数量。从而脉冲接种函数为非线性函数

Ｓ（ｔ＋）＝（１－ｐ（ｔ））Ｓ（ｔ）
　　许多疾病治愈后会获得免疫力，随着时间的推
移，有些疾病的免疫力会逐渐丧失，使得免疫人群

重新成为易感者，也就是模型 （１）中 ω≠０的情
况；有些疾病治愈后会获得长久免疫力，如麻疹、

天花、白喉、流行性腮腺炎等病后终身免疫，也就

是模型 （１）中ω＝０的情况。
综上分析，我们建立如下具有非线性脉冲免疫

接种和终身免疫的ＳＩＲ传染病模型

Ｓ
·

（ｔ）＝ａＡ－βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋αＳ（ｔ）
－μＳ（ｔ），

Ｉ
·

（ｔ）＝βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋αＳ（ｔ）
－λＩ（ｔ）－γＩ（ｔ）－μＩ（ｔ），

Ｒ
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Ｒ（ｔ＋）＝Ｒ（ｔ）＋ｐ（ｔ）Ｓ（ｔ
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　　这里，Ｓ（ｔ）、Ｉ（ｔ）、Ｒ（ｔ）分别表示 ｔ时刻易感
者、染病者、移出者的数量。ａＡ及 （１－ａ）Ａ分别
表示单位时间内外来人口输入易感者和移出者的数

量（０＜ａ≤１）。λ、μ分别表示因病死亡率和正常
死亡率，γ为恢复率。

对于非线性脉冲生态模型研究，目前文献较

少。文献 ［９］研究了一类非线性脉冲状态依赖捕
食被捕食模型，利用ＬａｍｂｅｒｔＷ函数，研究了模型
的阶１周期解。本文运用 Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子理论和脉冲
微分方程比较定理，讨论了模型 （３）无病周期解
的存在性和稳定性。利用分支定理，给出了系统存

在正周期解的充分条件。

１　无病周期解的存在性与稳定性
在系统 （３）中，人口总数 Ｎ（ｔ）＝Ｓ（ｔ）＋

Ｉ（ｔ）＋Ｒ（ｔ）满足
ｄＮ
ｄｔ＝Ａ－μＮ（ｔ）－λＩ（ｔ），

显然，当 ｔ充分大时，有 Ｎ（ｔ）＜Ａ
μ
＋ε（ε充分

小），即系统 （３）有界。
在系统 （３）中，令Ｉ（ｔ）＝０，则

Ｓ
·

（ｔ）＝ａＡ－μＳ（ｔ），

Ｒ
·

（ｔ）＝（１－ａ）Ａ－μＲ（ｔ }
），
ｔ≠ｋＴ，

Ｓ（ｔ＋）＝（１－ｐ（ｔ））Ｓ（ｔ），
Ｒ（ｔ＋）＝Ｒ（ｔ）＋ｐ（ｔ）Ｓ（ｔ }

），









 ｔ＝ｋＴ

（４）

　　引理１　系统 （４）存在唯一全局渐近稳定的
正周期解（Ｓ（ｔ），Ｒ（ｔ））。

证明　由系统 （４）的前两个方程，得

Ｓ（ｔ）＝［Ｓ（ｋＴ＋）－ａＡ
μ
］ｅ－μ（ｔ－ｋＴ）＋ａＡ

μ
，

Ｒ（ｔ）＝［Ｒ（ｋＴ＋）－（１－ａ）Ａ
μ

］ｅ－μ（ｔ－ｋＴ）＋

　　　（１－ａ）Ａ
μ

，ｋＴ＜ｔ≤（ｋ＋１）











 Ｔ

　　（５）
由 （４）式的第三、四个方程，

Ｓ（（ｋ＋１）Ｔ＋）＝（１－ｐ）Ｓ
２（（ｋ＋１）Ｔ）＋θＳ（（ｋ＋１）Ｔ）
Ｓ（（ｋ＋１）Ｔ）＋θ

，

Ｒ（（ｋ＋１）Ｔ＋）＝Ｒ（（ｋ＋１）Ｔ）＋ｐＳ
２（（ｋ＋１）Ｔ）

Ｓ（（ｋ＋１）Ｔ）＋θ
于是

Ｓ（（ｋ＋１）Ｔ＋）＝

（１－ｐ） Ｓ（ｋＴ＋）－ａＡ[ ]μ ｅ－μＴ＋
ａＡ{ }μ

２

＋θ Ｓ（ｋＴ＋）－ａＡ[ ]μ ｅ－μＴ＋
ａＡ{ }μ

Ｓ（ｋＴ＋）－ａＡ[ ]μ ｅ－μＴ＋
ａＡ
μ
＋θ

，

（６）

４１
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Ｒ（（ｋ＋１）Ｔ＋）＝ Ｒ（ｋＴ＋）－（１－ａ）Ａ[ ]μ
ｅ－μＴ＋

（１－ａ）Ａ
μ

＋
ｐ Ｓ（ｋＴ＋）－ａＡ[ ]μ ｅ－μＴ＋

ａＡ{ }μ
２

Ｓ（ｋＴ＋）－ａＡ[ ]μ ｅ－μＴ＋
ａＡ
μ
＋θ

　（７）
记Ｓ（ｋＴ＋）＝Ｓｋ，构造频闪映射

Ｓｋ＋１ ＝

（１－ｐ）（Ｓｋ－
ａＡ
μ
）ｅ－μＴ＋ａＡ[ ]μ

２
＋θ Ｓｋ－

ａＡ( )μ ｅ－μＴ＋
ａＡ[ ]μ

Ｓｋ－
ａＡ( )μ ｅ－μＴ＋

ａＡ
μ
＋θ

ｆ（Ｓｋ） （８）
则差分方程 （８）存在唯一不动点珘Ｓ。

事实上，设珘Ｓ为差分方程 （８）的不动点，则
珘Ｓ＝Ｓ（ｋＴ＋）＝Ｓ（（ｋ＋１）Ｔ＋），且满足

ｑ１珘Ｓ
２＋ｑ２珘Ｓ＋ｑ３ ＝０

其中

ｑ１ ＝ｅ
－μＴ－（１－ｐ）ｅ－２μＴ ＞０，

ｑ２ ＝（ｅ
－μＴ－１）ａＡ

μ
［２（１－ｐ）ｅ－μＴ－１］－{ }θ，

ｑ３＝－（１－ｐ）
ａＡ( )μ

２
（ｅ－μＴ－１）２－ａＡθ

μ
（１－ｅ－μＴ）＜０，

Δ＝ｑ２２－４ｑ１ｑ３ ＝（ｅ
－μＴ－１）２·

ａＡ
μ
［２（１－ｐ）ｅ－μＴ－１］－{ }θ ２＋４［ｅ－μＴ－（１－ｐ）ｅ－２μＴ］·

［（１－ｐ）ａＡ( )μ
２
（ｅ－μＴ－１）２＋ａＡθ

μ
（１－ｅ－μＴ）］＞０

于是，方程ｑ１珘Ｓ
２＋ｑ２珘Ｓ＋ｑ３ ＝０存在唯一根

珘Ｓ＝
－ｑ２＋ ｑ２２－４ｑ１ｑ槡 ３

２ｑ１
＞０

故差分方程 （８）存在唯一不动点珘Ｓ。
由 （８）式可知

ｆ′（Ｓｋ）＝
ｐθ２ｅ－μＴ

Ｓｋ－
ａＡ( )μ ｅ－μＴ＋

ａＡ
μ
＋[ ]θ２＋（１－ｐ）ｅ

－μＴ

显然，０＜ｆ′（Ｓｋ）＜１，从而０＜ｆ′（珘Ｓ）＜１，故珘Ｓ
是 （８）式的稳定的不动点。

记Ｒ（ｋＴ＋）＝Ｒｋ，由 （７）式可知

Ｒｋ＋１ ＝ Ｒｋ－
（１－ａ）Ａ[ ]μ

ｅ－μＴ＋（１－ａ）Ａ
μ

＋

ｐ 珘Ｓ－ａＡ( )μ ｅ－μＴ＋
ａＡ[ ]μ

２

珘Ｓ－ａＡ( )μ ｅ－μＴ＋
ａＡ
μ
＋θ
ｇ（Ｒｋ） （９）

该映射有唯一的不动点

珘Ｒ＝ １
（１－ｅ－μＴ）

ｐ 珘Ｓ－ａＡ( )μ ｅ－μＴ＋
ａＡ{ }μ

２

珘Ｓ－ａＡ( )μ ｅ－μＴ＋
ａＡ
μ
＋θ
＋（１－ａ）Ａ

μ
＞０

且 珘Ｒ＝Ｒ（ｋＴ＋）＝Ｒ（（ｋ＋１）Ｔ＋）。由０＜ｇ′（Ｒｋ）
＜１，从而０＜ｇ′（珘Ｒ）＜１，于是珘Ｒ是 （９）式稳定
的不动点。将 珘Ｓ与 珘Ｒ代入 （５）式得，系统 （４）
存在唯一周期解

Ｓ（ｔ）＝ａＡ
μ
＋ 槇Ｓ－ａＡ[ ]μ ｅ－μ（ｔ－ｋＴ），

ｋＴ＜ｔ≤（ｋ＋１）Ｔ；

Ｒ（ｔ）＝（１－ａ）Ａ
μ

＋ 珘Ｒ－（１－ａ）Ａ[ ]μ
ｅ－μ（ｔ－ｋＴ），

ｋＴ＜ｔ≤（ｋ＋１）Ｔ
　　由于珘Ｓ与 珘Ｒ均为差分方程的唯一稳定的不动
点，故（Ｓ（ｔ），Ｒ（ｔ））是系统 （４）的唯一全局
渐近稳定的正周期解。（证毕）

由引 理 １，系 统 （３）存 在 无 病 周 期 解
（Ｓ（ｔ），０，Ｒ（ｔ）），下面讨论该周期解的稳定性。

设（Ｓ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ））是系统 （３）的任一正
解，做变换 ｘ（ｔ）＝Ｓ（ｔ）－Ｓ（ｔ），ｙ（ｔ）＝Ｉ（ｔ），
ｚ（ｔ）＝Ｒ（ｔ）－Ｒ（ｔ），当ｔ≠ｋＴ时，系统 （３）关
于无病周期解（Ｓ（ｔ），０，Ｒ（ｔ））的线性化系统为
ｄｘ（ｔ）
ｄｔ
ｄｙ（ｔ）
ｄｔ
ｄｚ（ｔ）
ｄ















ｔ

＝

－μ － βＳ（ｔ）
αＳ（ｔ）＋１

０

０ βＳ（ｔ）
αＳ（ｔ）＋１

－λ－γ－μ ０

０ γ －













μ

·

ｘ（ｔ）
ｙ（ｔ）
ｚ（ｔ









）

（１０）

设Φ（ｔ）为该系统的基解矩阵，则

ｄΦ（ｔ）
ｄｔ ＝

－μ － βＳ（ｔ）
αＳ（ｔ）＋１

０

０ βＳ（ｔ）
αＳ（ｔ）＋１

－λ－γ－μ ０

０ γ －













μ

Φ（ｔ）

且Φ（０）＝Ｅ，Ｅ为单位矩阵。于是

Φ（ｔ）＝
ｅ－μｔ φ１２（ｔ） ０

０ φ２２（ｔ） ０

０ φ３２（ｔ） ｅ－μ









ｔ

其中
ｄφ２２（ｔ）
ｄｔ ＝ βＳ（ｔ）

αＳ（ｔ）＋１
－λ－γ－[ ]μφ２２（ｔ）

即

φ２２（ｔ）＝ｅｘｐ∫
ｔ

０

βＳ（ｕ）
αＳ（ｕ）＋１

－λ－γ－( )μｄｕ

５１
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当ｔ＝ｋＴ时，脉冲条件变为

ｘ（ｔ＋）
ｙ（ｔ＋）
ｚ（ｔ＋









）

＝

１－ｐ＋ ｐθ２

（Ｓ（ｔ）＋θ）２
０ ０

０ １ ０

ｐ－ ｐθ２

（Ｓ（ｔ）＋θ）２













０ １

ｘ（ｔ）
ｙ（ｔ）
ｚ（ｔ









）

（１１）
引入矩阵

Ｂ（Ｔ）＝

１－ｐ＋ ｐθ２

（Ｓ（Ｔ）＋θ）２
０ ０

０ １ ０

ｐ－ ｐθ２

（Ｓ（Ｔ）＋θ）２













０ １

则系统 （１０）的单值矩阵
ΦＭ＝Ｂ（Ｔ）Φ（Ｔ）＝

１－ｐ＋ ｐθ２

（Ｓ（Ｔ）＋θ）( )２ｅ－μＴ １－ｐ＋ ｐθ２

（Ｓ（Ｔ）＋θ）( )２φ１２（Ｔ） ０

０ φ２２（Ｔ） ０

ｐ－ ｐθ２

（Ｓ（Ｔ）＋θ）( )２ｅ－μＴ ｐ－ ｐθ２

（Ｓ（Ｔ）＋θ）( )２φ１２（Ｔ）＋φ３２（Ｔ） ｅ－μ











Ｔ

该矩 阵 的 特 征 值 为 λ１ ＝ ｅ
－μＴ ＜ １，λ２ ＝

１－ｐ＋ ｐθ２

（Ｓ（Ｔ）＋θ）( )２ ｅ－μＴ ＜１，λ３ ＝φ２２（Ｔ）。
由Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子定理，如果满足 λ３ ＜１，那么系统
（３）的无病周期解 （Ｓ（ｔ），０，Ｒ（ｔ））是局部渐近

稳定的。要使λ３＝φ２２（Ｔ）＝ｅｘｐ∫
Ｔ

０

βＳ（ｔ）
αＳ（ｔ）＋１( －

λ－γ－μ)　　ｄｔ＜１，须满足
∫
Ｔ

０

βＳ（ｔ）
αＳ（ｔ）＋１

－λ－γ－( )μｄｔ＜０
于是，

β
α Ｔ－

１
αａＡ＋μ

ｌｎ
α（珘Ｓ－ａＡ( )μ ＋ １＋αａＡ( )μ ｅμＴ

α珘Ｓ－ａＡ( )μ ＋１＋
αａＡ









μ

＜

（λ＋γ＋μ）Ｔ
综上讨论，得

定理１　当Ｒ１ ＜１时，系统 （３）的无病周期
解（Ｓ（ｔ），０，Ｒ（ｔ））局部渐近稳定。其中

Ｒ１ ＝
β

α（λ＋γ＋μ）
·

１－ １
（αａＡ＋μ）Ｔ

ｌｎ
α（珘Ｓ－ａＡμ

）＋（１＋αａＡ
μ
）ｅμＴ

α（珘Ｓ－ａＡμ
）＋１＋αａＡ









μ

下面证明无病周期解 （Ｓ（ｔ），０，Ｒ（ｔ））的全局吸
引性。

定理２　当Ｒ１ ＜１时，系统 （３）的无病周期
解（Ｓ（ｔ），０，Ｒ（ｔ））全局吸引。

证明　由系统 （３）得，

Ｓ
·

（ｔ）≤ａＡ－μＳ（ｔ），ｔ≠ｋＴ，

Ｓ（ｔ＋）＝（１－ｐ）Ｓ
２（ｔ）＋θＳ（ｔ）

Ｓ（ｔ）＋θ
，{ ｔ＝ｋＴ

根据引理１，系统
ｄｘ（ｔ）
ｄｔ ＝ａＡ－μｘ（ｔ），ｔ≠ｋＴ，

ｘ（ｔ＋）＝（１－ｐ）ｘ
２（ｔ）＋θｘ（ｔ）

ｘ（ｔ）＋θ
，{ ｔ＝ｋＴ

存在正周期解

ｘ（ｔ）＝ａＡ
μ
＋ 槇Ｓ－ａＡ[ ]μ ｅ－μ（ｔ－ｋＴ） ＝

ａＡ
μ
（１－ｅ－μ（ｔ－ｋＴ）） 槇＋Ｓｅ－μ（ｔ－ｋＴ），ｋＴ＜ｔ≤（ｋ＋１）Ｔ

设（Ｓ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｒ（ｔ））是系统 （３）的任一解，由
脉冲微分方程比较定理，对于任意正数ε，存在正
整数Ｎ，当ｋ＞Ｎ时，有
Ｓ（ｔ）≤ｘ（ｔ）＜ｘ（ｔ）＋ε，ｋＴ＜ｔ≤（ｋ＋１）Ｔ

（１２）
根据模型 （３）的第二个方程，当ｋ＞Ｎ时，有

Ｉ
·

（ｔ）＜ β（ｘ（ｔ）＋ε）
１＋α（ｘ（ｔ）＋ε）

－λ－γ－( )μＩ（ｔ）
（１３）

由于Ｒ１ ＜１，存在充分小的ε＞０，使

σ＝∫
Ｔ

０

β（ｘ（ｔ）＋ε）
１＋α（ｘ（ｔ）＋ε）

－λ－γ－( )μｄｔ＝
∫
Ｔ

０

β（Ｓ（ｔ）＋ε）
１＋α（Ｓ（ｔ）＋ε）

－λ－γ－( )μｄｔ＜０
　　当ｋ＞Ｎ时，将 （１３）式在［ｋＴ，（ｋ＋１）Ｔ］上
积分，得Ｉ（（ｋ＋１）Ｔ）≤Ｉ（ｋＴ）ｅσＴ。于是，对于任
意正整数ｍ，有Ｉ（（ｍ＋Ｎ）Ｔ）≤Ｉ（ＮＴ）ｅｍσＴ，当ｍ
→∞时，Ｉ（（ｍ＋Ｎ）Ｔ）→０。将 （１３）式在［ｋＴ，ｔ］

上积分，得Ｉ（ｔ）≤Ｉ（ｋＴ）ｅ∫
ｔ
ｋＴ

β（ｘ（ｕ）＋ε）
１＋α（ｘ（ｕ）＋ε）

－λ－γ－( )μ ｄｕ，ｋＴ
＜ｔ≤（ｋ＋１）Ｔ。故ｌｉｍ

ｔ→∞
Ｉ（ｔ）＝０。由于当ｔ→∞

时，Ｉ（ｔ）→０，此时系统 （３）的极限系统为系统
（４）式，由引理１，当 ｔ→ ∞ 时，Ｓ（ｔ）→ Ｓ（ｔ），
Ｒ（ｔ）→ Ｒ（ｔ），故系统 （３）的无病周期解
（Ｓ（ｔ），０，Ｒ（ｔ））全局吸引。（证毕）

综合定理１、２得，
定理３　当Ｒ１ ＜１时，系统 （３）的无病周期

解（Ｓ（ｔ），０，Ｒ（ｔ））全局渐近稳定。

２　正周期解的存在性与分支
由于系统 （３）的第一、二个方程不含移出者

６１
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Ｒ（ｔ），因而只需研究下面的子系统

Ｓ
·

（ｔ）＝ａＡ－βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋αＳ（ｔ）
－μＳ（ｔ），

Ｉ
·

（ｔ）＝βＳ（ｔ）Ｉ（ｔ）１＋αＳ（ｔ）
－λＩ（ｔ）－γＩ（ｔ）－μＩ（ｔ }），ｔ≠ｋＴ，

Ｓ（ｔ＋）＝（１－ｐ（ｔ））Ｓ（ｔ），
Ｉ（ｔ＋）＝Ｉ（ｔ }

），











 ｔ＝ｋＴ

（１４）
下面利用分支定理［１０］讨论系统 （１４）正周期解的
存在性与分支。

考察阈值Ｒ１，不难发现，Ｒ１与脉冲免疫接种
周期Ｔ成正比，若 Ｔ过大，将导致 Ｒ１≥１，无病
周期解（Ｓ（ｔ），０，Ｒ（ｔ））不稳定。假设Ｔ＝Ｔ０时
Ｒ１ ＝１，选取 Ｔ为分支参数，并进行变量替换
ｘ１（ｔ）＝Ｓ（ｔ），ｘ２（ｔ）＝Ｉ（ｔ），将系统 （１４）改写为

ｘ１（ｔ）＝ａＡ－
βｘ１（ｔ）ｘ２（ｔ）
１＋αｘ１（ｔ）

－

　　　μｘ１（ｔ）Ｆ１（ｘ１，ｘ２），

ｘ２（ｔ）＝
βｘ１（ｔ）ｘ２（ｔ）
１＋αｘ１（ｔ）

－λｘ２（ｔ）－

　　　γｘ２（ｔ）－μｘ２（ｔ）Ｆ２（ｘ１，ｘ２





























），

ｔ≠ｋＴ，

ｘ１（ｔ
＋）＝ｘ１（ｔ）－

ｐｘ２１（ｔ）
ｘ１（ｔ）＋θ

θ１（ｘ１，ｘ２），

　　　ｘ２（ｔ
＋）＝ｘ２（ｔ）θ２（ｘ１，ｘ２

{ }
），

ｔ＝ｋＴ

（１５）
设系统 （１５）过初值Ｘ（０）＝Ｘ０＝（ｘ１０，ｘ２０）Τ的解
为Ｘ（ｔ）＝（ｘ１（ｔ），ｘ２（ｔ））Τ ＝Φ（ｔ，Ｘ０）＝（Φ１（ｔ，
Ｘ０），Φ２（ｔ，Ｘ０））Τ。由引理１，系统 （１５）有边界
周期解ζ（ｔ）＝（ｘ１（ｔ），０）＝（Ｓ（ｔ），０），且ζ（０）
＝（ｘ１（０），０）（ｘ０，０）。按照分支定理 （参见文

献 ［１０］），计算
Φ１（ｔ，Ｘ０）
ｘ１

＝ｅｘｐ∫
ｔ

０

Ｆ１（ζ（τ））
ｘ１

ｄ( )τ＝ｅ－μｔ，
Φ１（ｔ，Ｘ０）
ｘ２

＝∫
ｔ

０
ｅｘｐ∫

ｔ

ｕ

Ｆ１（ζ（τ））
ｘ１

ｄ( )τＦ１（ζ（ｕ））ｘ２
·

ｅｘｐ∫
ｕ

０

Ｆ２（ζ（τ））
ｘ２

ｄ( )τｄｕ＝－β∫ｔ０ｅ－μ（ｔ－ｕ） Ｓ（ｕ）
１＋αＳ（ｕ）

·

ｅｘｐ∫
ｕ

０
（
βＳ（τ）
１＋αＳ（τ）

－μ－λ－γ）ｄ( )τｄｕＵ（ｔ）＜０，
Φ２（ｔ，Ｘ０）
ｘ２

＝ｅｘｐ∫
ｔ

０

Ｆ２（ζ（τ））
ｘ２

ｄ( )τ＝
ｅｘｐ∫

ｔ

０

βＳ（τ）
１＋αＳ（τ）

－μ－λ－( )γｄ( )τ，
ａ′０ ＝１－

θ１
ｘ１
Φ１
ｘ( )
１ （Ｔ０，Ｘ０）

＝

１－ １－ｐ＋ ｐθ２

θ＋Ｓ（Ｔ０( )）( )２ ｅ－μＴ０１－ｍｅ－μＴ０，
ｂ′０ ＝－

θ１
ｘ１
Φ１
ｘ２
＋
θ１
ｘ２
Φ２
ｘ( )
２ （Ｔ０，Ｘ０）

＝

－ １－ｐ＋ ｐθ２

θ＋Ｓ（Ｔ０( )）( )２ Ｕ（Ｔ０）＝－ｍＵ（Ｔ０），
ｄ′０ ＝１－

θ２
ｘ２
Φ２
ｘ( )
２ （Ｔ０，Ｘ０）

＝

１－ｅｘｐ∫
Ｔ０

０

βＳ（ｔ）
１＋αＳ（ｔ）

－μ－λ－( )γｄ( )ｔ
显然，ｄ′０ ＝０等价于Ｒ１ ＝１。
２Φ２（ｔ，Ｘ０）
ｘ１ｘ２

＝∫
ｔ

０
ｅｘｐ∫

ｔ

ｕ

Ｆ２（ζ（τ））
ｘ２

ｄ( )τ
２Ｆ２（ζ（ｕ））
ｘ１ｘ２

·

ｅｘｐ∫
ｕ

０

Ｆ２（ζ（τ））
ｘ２

ｄ( )τｄｕ＝β∫ｔ０ １
１＋αＳ（ｕ( )）２·

ｅｘｐ∫
ｔ

０
（
βＳ（τ）
１＋αＳ（τ）

－μ－λ－γ）ｄ( )τｄｕ，
２Φ２（ｔ，Ｘ０）
ｘ２２

＝∫
ｔ

０
ｅｘｐ∫

ｔ

ｕ

Ｆ２（ζ（τ））
ｘ２

ｄ( )τ
２Ｆ２（ζ（ｕ））
ｘ２２

·

ｅｘｐ∫
ｕ

０

Ｆ２（ζ（τ））
ｘ２

ｄ( )τｄｕ＋∫ｔ０ｅ∫
ｔ
ｕ
Ｆ２（ζ（τ））
ｘ２

ｄτ２Ｆ２（ζ（ｕ））
ｘ２ｘ１

·

∫
ｕ

０
ｅ∫

ｕ
ｐ
Ｆ１（ζ（τ））
ｘ１

ｄτＦ１（ζ（ｐ））
ｘ２

ｅ∫
ｐ
０
Ｆ２（ζ（τ））
ｘ２

ｄτｄｐｄｕ＝

－β２∫
ｔ

０
ｅ∫

ｔ
ｕ（

βＳ（τ）
１＋αＳ（τ）

－μ－λ－γ）ｄτ １
１＋αＳ（ｕ( )）２

∫
ｕ

０

Ｓ（ｐ）
１＋αＳ（ｐ）

ｅ－μ（ｕ－ｐ）＋∫
ｐ
０（

βＳ（τ）
１＋αＳ（τ）

－μ－λ－γ）ｄτｄｐｄｕ

显然，

２Φ２（Ｔ０，Ｘ０）
ｘ１ｘ２

＝∫
Ｔ０

０

β
（１＋αＳ（ｕ））２

ｄｕ·

ｅｘｐ∫
Ｔ０

０

βＳ（τ）
１＋αＳ（τ）

－μ－λ－( )γｄ( )τ，
２Φ２（Ｔ０，Ｘ０）

ｘ２２
＜０，

２Φ２（ｔ，Ｘ０）
珘Ｔｘ２

＝
Ｆ２（ζ（ｔ））
ｘ２

ｅｘｐ∫
ｔ

０

Ｆ２（ζ（τ））
ｘ２

ｄ( )τ＝
βＳ（ｔ）
１＋αＳ（ｔ）

－μ－λ－( )γ·
ｅｘｐ∫

ｔ

０

βＳ（τ）
１＋αＳ（τ）

－μ－λ－( )γｄ( )τ，
Φ１（Ｔ０，Ｘ０）

珘Ｔ
＝
ｄｘ１（Ｔ０）
ｄｔ ＝－μ 槇Ｓ－ａＡ( )μ ｅ－μＴ０，

Ｂ＝－
２θ２
ｘ１ｘ２

Φ１（Ｔ０，Ｘ０）
珘Ｔ

＋
Φ１（Ｔ０，Ｘ０）

ｘ(
１

１
ａ′０
θ１
ｘ１
Φ１（Ｔ０，Ｘ０）

珘 )Ｔ
Φ２（Ｔ０，Ｘ０）

ｘ２
－
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θ２
ｘ２
２Φ２（Ｔ０，Ｘ０）
珘Ｔｘ２

＋
２Φ２（Ｔ０，Ｘ０）
ｘ１ｘ２

１
ａ′０
θ１
ｘ１
Φ１（Ｔ０，Ｘ０）
珘( )Ｔ

＝－ｅ∫
Ｔ０
０

βＳ（τ）
１＋αＳ（τ）

－μ－λ－( )γ ｄτ·
βＳ（Ｔ０）
１＋αＳ（Ｔ０）

－μ－λ－γ－μ 槇Ｓ－ａＡ( )[ μ
·

ｍｅ－μＴ０
１－ｍｅ－μＴ０∫

Ｔ０

０

β
１＋αＳ（ｕ( )）２ｄ ]ｕ，

Ｃ＝－２
２θ２
ｘ１ｘ２

－
ｂ′０
ａ′０
Φ１（Ｔ０，Ｘ０）

ｘ１
＋
Φ１（Ｔ０，Ｘ０）

ｘ( )
２

·

Φ２（Ｔ０，Ｘ０）
ｘ２

－
２θ２
ｘ２２

Φ２（Ｔ０，Ｘ０）
ｘ( )
２

２

＋２
θ２
ｘ２
·
ｂ′０
ａ′０
·

２Φ２（Ｔ０，Ｘ０）
ｘ２ｘ１

－
θ２
ｘ２
·
２Φ２（Ｔ０，Ｘ０）

ｘ２２
＝

－２ｍＵ（Ｔ０）
１－ｍｅ－μＴ０

ｅ∫
Ｔ０
０
（
βＳ（τ）
１＋αＳ（τ）

－μ－λ－γ）ｄτ·

∫
Ｔ０

０

β
１＋αＳ（ｕ( )）２ｄｕ－

２Φ２（Ｔ０，Ｘ０）
ｘ２２

＞０

　　根据分支定理，若ＢＣ≠０，则系统 （１５）可
由边界周期解分支出非平凡周期解。并且当 ＢＣ＜
０时，分支是超临界的，当 ＢＣ＞０时，分支是次
临界的。令

（Ｈ）　
βＳ（Ｔ０）
１＋αＳ（Ｔ０）

－μ－λ－γ－

μ 槇Ｓ－ａＡ( )μ
ｍｅ－μＴ０
１－ｍｅ－μＴ０∫

Ｔ０

０

β
（１＋αＳ（ｕ））２

ｄｕ＞０

得到如下定理。

定理４　若条件 （Ｈ）成立，则系统 （１５）在
Ｔ０点存在超临界分支，即可由边界周期解
（Ｓ（ｔ），０）分支出非平凡正周期解。这里，Ｔ０满足
Ｒ１（Ｔ０）＝１。

３　讨　论
模型 （３）采用饱和接种率

ｐ（ｔ）＝ ｐＳ（ｔ）
Ｓ（ｔ）＋θ

θ反映了接种率受医疗资源限制的程度，θ越大，
对易感者的免疫接种率越低。阈值 Ｒ１与模型 （３）
中所有参数有关，下面考察 Ｒ１与医疗资源的限制
程度θ及疫苗接种周期Ｔ之间的关系 （如图１）

显然，若医疗资源的限制程度θ为定值，阈值
Ｒ１与疫苗接种周期 Ｔ成正比。同样，若疫苗接种
周期Ｔ固定，Ｒ１随θ的增大而增大。因此，充实医
疗资源、缩短疫苗接种周期，使阈值 Ｒ１ ＜１，则
疾病灭绝。否则，疾病持续。

图１　Ｒ１与参数θ、Ｔ之间的关系

Ｆｉｇ１　ＴｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｔｈｅＲ１ｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒθａｎｄＴ
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