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耦合集合卡尔曼滤波的非线性参数估计
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摘　要：准确的参数对于非线性模型或者函数有极为重要的意义。但是在实际应用中，输入的参数常常带有一
定的偏差，因此在预测中非线性模型 （函数）往往得不到满意的结果。把集合卡尔曼滤波方法引入到非线性模

型 （函数）的参数估计中，并采用基于联合状态向量的方法在同化时刻同时更新模型 （函数）的状态和参数，

该方法可以通过同化观测数据，动态地调整参数和结果，使得参数能够自适应地变化，同时也能较好地释放积

累的模型误差。将该方法应用于随时间变化的二维非线性模型 （函数）中，实验表明，该方法能够准确地估计

出模型参数值，同时也表现出很好的鲁棒性和自适应性。
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　　参数估计最早应用于线性模型。１７９４年，高
斯运用最小二乘法从有误差的观测值中得出待定的

最优参数值，而在 １８０９年才正式发表他的方法。

而后马尔可夫于１９００年证明了最小二乘法估计的
方差是最小这一性质，从而确定了该方法在模型参

数估计中的地位［１］。有些学者认为，在估计参数
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之前，往往对参数已有一定认识的，称为先验信

息。根据这种先验信息，将待估计的参数看作随机

变量，并给出先验分布。再根据先验分布来进行估

计。这种估计方法为贝叶斯方法，它可以充分顾及

参数的先验信息，对参数做出更为精确有估计［２］。

随后，线性模型参数估计理论趋于成熟，成果也比

较多［３］。

在现实中，实际模型往往并不是线性的，而是

非线性模型，甚至是高度非线性的。有些学者尝试

用线性模型的近似方法来处理非线性问题。该方法

是将非线性模型展开为泰勒级数，略去二阶以上的

项，取剩下的部分。这种近似方法必然会带来模型

误差，有时会得出与事实不相符的结果［１］。因此，

非线性模型应该用非线性的方法去处理。非线性问

题要比线性问题复杂得多，许多国家专门成立了非

线性研究机构，并设立相关的研究课题，因此引起

了学者们的广泛关注，并开展了相关的研究工

作［１］。１９８０年，加拿大学者 Ｂａｔｅｓ和 Ｗａｔｔｓ引入曲
率，非线性问题得到了快速的发展［４］。Ｂｌａｈａ研究
了非线性最小二乘无迭代求解理论［５］。张松林和

王新洲采用了半参数估计方法，他们把非线性模型

泰勒展开式中的高阶部分用光滑非参数向量来表

示［６］。有些学者认为扩展卡尔曼滤波 （Ｅｘｔｅｎｄｅｄ
ＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，ＥＫＦ）是解决非线性模型的参数估
计问题的最常用的方法［７］。但是 ＥＫＦ有一个弱点
就是在强非线性条件下容易造成发散，同时该方法

还需要模型的切线性模型和用于计算误差协方差矩

阵的巨大运算量［８］。为了能够在强非线性模型中

控制算法的发散，Ｅｖｅｎｓｅｎ根据Ｅｐｓｔｅｉｎ的随机动力
预报理论提出了集合卡尔曼滤波 （ＥｎＫＦ）算法，
该算法避免了 ＥＫＦ需要模型切线性模型的问题，
也避免了计算误差协方差矩阵［９］。Ａｋｓｏｙ认为采用
联合状态向量策略的集合卡尔曼滤波还能够很好地

进行参数估计［１０］。

本文拟引入基于联合状态向量的集合卡尔曼滤

波到非线性模型中以实现模型的参数估计与状态估

计。基于联合状态矩阵的集合卡尔曼滤波同化方法

最大的特点是能够在同化时刻同时更新模型参数和

状态，即，在动态调整模型参数的同时也能有效地

减少模型误差积累。它特别适用于模拟时间较长的

复杂非线性系统中。本文尝试把联合状态向量的集

合卡尔曼滤波引入到二维非线性函数中，对函数中

的多个参数进行估计。通过引入多个时间段的观测

资料对参数进行校正，使得模能够动态调整参数和

状态，实现函数参数的自适应。

１　基于联合状态向量的集合卡尔
曼滤波方法

数据同化是通过某种方法有效整合观测数据和

时空过程模型，得到更为客观的分析结果的一个过

程［１１］。集合卡尔曼滤波 （ＥｎＫＦ）方法是数据同化
中最常用的方法。它先运用蒙特卡罗和集合预报的

思想生成初始集合，然后把初始集合输入到待估计

模型中进行预测并得出预测集合。再整合预测集合

和观测集合到集合卡尔曼滤波的更新方程里得到纠

正后的预测集合，即分析集合。最后把分析集合重

新输入到模型中进行下一时间的预测，如此循环
［９，１２］。该方法能够有效地纠正模型误差，但是对于

模型参数却没有涉及。因此，Ａｋｓｏｙ等提出联合状
态矩阵方法［１０］。该方法整合状态集合和参数集合

到同一矩阵 （即，联合状态矩阵）中，并在同化

时刻同时更新由状态和参数组成的联合状态矩阵。

其实现步骤包括如下：

１）初始阶段，参数集合初始化。假设待估计的
参数个数为Ｍ，集合个数为Ｎ，参数扰动方程如下

ｂｉ，ｋ０ ＝ｂ^
ｋ
０＋ｅ

ｉ，ｋ
０ （１）

式中：ｂｉ，ｋ０ 为扰动后第ｋ个参数中第ｉ个集合成员的
值，^ｂｋ０为第ｋ个参数初始估计值，ｅ

ｉ，ｋ
０ 为扰动噪声，

其分布符合正态分布。上标 ｋ是参数序号，ｉ＝１，
２，…，Ｍ。上标 ｉ是集合成员序号，ｉ＝１，２，…，Ｎ，
下标 ‘０’表示ｔ＝０时刻。
２）预测阶段，将第 ｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）组参

数输入到模型中，并预测至下一个观测时刻ｔ并得
到预测状态 （结果），再整合预测状态和模型参数

成为一个联合状态向量 （Ｊｏｉｎｔｓｔａｔｅｖｅｃｔｏｒ）中，其
过程可表示如下：

Ｘｉ－ｔ ＝ｆ（Ｘ
ｉ＋
ｔ－１，ｂ

ｉ，１
ｔ，ｂ

ｉ，２
ｔ，…，ｂ

ｉ，ｋ
ｔ，…，ｂ

ｉ，Ｍ
ｔ ） （２）

ｃｏｍｂｉｎｅ（Ｘｉ－ｔ，ｂ
ｉ，１
ｔ，ｂ

ｉ，２
ｔ，…，ｂ

ｉ，ｋ
ｔ，…，ｂ

ｉ，Ｍ
ｔ ）＝Ｘｊ

ｉ－
ｔ　（３）

Ｙ^ｉｔ＝Ｈ（Ｘｊ
ｉ－
ｔ） （４）

其中：上标表示 －，＋更新前与更新后，Ｘｉ＋ｔ－１为
时刻ｔ－１更新后的状态变量，Ｘｉ－ｔ 为时刻 ｔ更新前
的状态变量，ｆ为用于预测的模型 （或者函数），Ｙ^ｉｔ
为映射到观测空间的模拟观测变量，Ｘｊｉ－ｔ 为由模型
状态和参数构成的联合状态向量，Ｈ为观测算子。

把每组模型参数分别输入到模型中并预测，可

得出Ｎ组预测结果Ｘｉ－ｔ，ｉ＝（１，２，…，Ｎ）。然后再把
这些预测结果和模型参数整合成 Ｎ个联合状态向
量Ｘｊｉ－ｔ ，最后整合所有状态向量组成一个单独的
联合状态矩阵Ｘｊ－ｔ。根据公式 （４）可以得出 Ｙ^ｔ。

９２
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３）分析阶段，融合联合状态矩阵 Ｘｊ－ｔ和观测
集合Ｙｔ，并根据集合卡尔曼滤波更新方法，得出
新的联合状态矩阵，其中包括新的参数和状态

Ｘｊ＋ｔ ＝Ｘｊ
－
ｔ ＋Ｋｔ［Ｙｔ－Ｙ^ｔ］ （５）

其中，Ｘｊ－ｔ与Ｘｊ
＋
ｔ分别为更新前后的联合状态矩阵，

Ｙｔ为观测矩阵，Ｋｔ是用于更新联合状态矩阵的卡尔
曼增益，其计算如下

Ｋｔ＝Ｐ
－
ｔΗ

Ｔ［ＨＰ－ｔＨ
Ｔ＋Ｒｔ］

－１ （６）
其中

Ｐ－ｔ ＝
１
Ｎ－１∑

Ｎ

ｉ＝１
（Ｘｊｉ－ｔ －Ｘｊ

－
ｔ）（Ｘｊ

ｉ－
ｔ －Ｘｊ

－
ｔ）
Ｔ·

Ｘｊ－ｔ ＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｘｊｉ－ｔ （７）

式中：Ｐ－ｔ为预测误差协方差矩阵，在实际中，常常
直接计算 Ｐ－ｔＨ

Ｔ与 ＨＰ－ｔＨ
Ｔ以减少计算量［１３－１５］，Ｒｔ

是观测误差协方差矩阵，Ｘ－ｔ是 ｔ状态变量平均值，
Ｎ为集合个数。
４）判断是否到结束时刻，若未到，将分析阶

段中得出的新模型参数和新状态输入到模型中，返

回步骤②进行模拟预测，否则结束。

２　实验及分析
由于现有的研究中没有标准的随时间变化的非线

性测试函数，因此本文选择的测试函数是在经典的

参数优化函数Ｂｒａｎｉｎｓｓｒｃｏｓ函数基础上改写而成的
ｆ＝Ａ［（ｙ－ｔ０１）－Ｂ（ｘ－ｔ０１）２＋

　Ｃ（ｘ－ｔ０１）］２＋Ｂｃｏｓ（ｘ－ｔ０１）＋Ｃ （８）
其中，Ａ，Ｂ，Ｃ为待估计的参数，其真实值分别为２，
３， －３；ｘ，ｙ∈［－１，１］；格网密度为０１，即每隔
０１取一个值；ｔ为时间。当 ｔ＝０，１０，２０，３０时
的函数图形见图１，该图直观地显示出函数是随时
间变化的。

图１　随时间变化的测试函数
Ｆｉｇ１　Ｔｅｓｔｆｕｎｃｔｉｏｎｃｈａｎｇｉｎｇｗｉｔｈｔｉｍｅ

本文拟对测试函数进行参数敏感性分析，以检

验基于联合状态向量的集合卡尔曼滤波方法在参数

估计中的运用情况。文中涉及的参数主要有集合大

小、初值、观测误差、模型误差等，我们将对以上

各个参数分别进行分析。

２１　集合大小
在集合卡尔曼滤波中，集合大小对运算结果的

精度和运算效率有很大影响。集合过小，在运算过

程中会有较大的统计噪声，难以体现参数的统计特

征，因而精度较低；集合过大，则会产生巨大的运

算量，消耗过多的计算资源［１１，１６］。

文中设置参数Ａ、Ｂ和Ｃ的初始估计值分别为
０８，１２和 －１；观测误差 ００５；模型误差为
０１；观测点个数为１５个，观测点位置图见图２，
观测点的位置和个数在整个同化过程中保持不变。

进行测试的集合分别为 ５，２０，５０，５００。从图 ３
可以发现，当集合较小时 （５或２０）时，待估计
的参数在初期会波动较大。特别是当集合个数为５
时，前期的波动幅度过大，甚至会远远偏离真实

值。当集合个数为２０时，仍然有小幅波动。当集
合个数较大时 （５０和５００），参数会非常平滑且迅
速收敛于真实值。同时，也可以发现集合为５０和
集合为５００时参数的收敛情况基本相似。由于集合
越大，所需的运算量也会越大，消耗时间会越长

（表１）。因此，在能够获得较好结果的前提下，为
了减少运算量，以下的敏感性实验的集合大小均设

置为５０。

图２　观测点位置图
Ｆｉｇ２　Ｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｓ

表１　不同集合大小的运算时间

Ｔａｂｌｅ１　Ｏｐｅｒａｔｉｏｎｔｉｍｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｎｓｅｍｂｌｅｓｉｚｅ

集合大小 ５ ２０ ５０ ５００

时间／ｓ ４０８９ ４５１５ ８０２９ ６６２７６

０３
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２２　初始估计值
参数估计中的初始值 （即，初始集合平均值）

是集合卡尔曼滤波中的重要参数。它是根据先验知

识而给出的。在运算过程中，通过结合观测资料，

可以有效地提高反演结果的稳定性，也可以避免产

生病态结果。

根据前面的实验结果采用集合大小为５０，并
设定观测误差００５、模型误差为０１、观测点个数
为１５个。图４给出了在不同初始均值条件下，参

数Ａ、Ｂ和Ｃ的均值随滤波的进行而演化的过程。
可以看出，对于不同的初始值，三个待估计的参数

都能够在较少的同化次数内收敛于真值，同时也可

以发现估计的初始值越准确，整个估计过程会越稳

定且精确。从这个实验可以看出，ＥｎＫＦ参数估计
的结果能够很好的整合集合初始值，但又不依赖于

初始值，也能说明ＥｎＫＦ可以很好地避免其它滤波
（标准卡尔曼滤波，扩展卡尔曼滤波）对初始敏感

的问题。

图３　集合大小与参数估计
Ｆｉｇ３　Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｎｓｅｍｂｌｅｓｉｚｅ

图４　初值与参数估计
Ｆｉｇ４　Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅ

２３　观测误差
观测数据常常含有一定的观测误差，这些误差

往往是由于观测手段引起的或者仪器设备的误差，

属于一种随机过程的状态估计量。文中采用 Ｍｏｎｔｅ
　Ｃａｒｌｏ方法模拟产生随机的观测噪声，加入到观
测值中，以检验ＥｎＫＦ方法的抗噪声干扰能力。

图５给出了在不同随机噪声比例时参数 Ａ、Ｂ
和Ｃ的均值随滤波的进行而演化过程。从图中可
以看出，文中的参数估计方法显示了很好的抗噪能

力。同时，也能够看出，噪声越大，收敛于真值的

过程会越慢。噪声越小，参数估计的过程会越稳

定，收敛效果会越好。虽然观测噪声的大小对参数

估计有一定的影响，但各个待估计的参数都能够在

允许的观测噪声范围内快速收敛，而且得出较为稳

定的结果。可见，ＥｎＫＦ方法具有较强的抗噪能
力，能够在噪声中提取出有用的信息，并有效地对

模型参数进行估计。

１３
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图５　观测误差与参数估计
Ｆｉｇ５　Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｅｒｒｏｒ

２４　模型误差
在实际应用中，有些模型 （模式）由于本身

的偏差，即使输入精确的背景场 （初始场），模型

的预测结果也是很难与真实结果一样，总会有一定

的误差。因此有必要对模型结果作合理地先验估

计，对模型的输出作出正确的分析，以避免在同化

过程中低估背景场误差协方差。

图６中可以看出，利用不同程度的误差对模型

结果进行扰动后，模型参数的估计结果呈现出类似

的趋势。模型误差越大，被估计的参数波动会越激

烈，得出的参数均值往往偏离实际值。模型误差越

小，被估计的参数会相对稳定，而且得出的参数会

较好地收敛于真值。从图中可以得出，当模型误差

大于５０％时，参数估计的结果会很不稳定，结果
不理想；当模型误差小于３０％的情况下均能得到
较为满意的结果。

图６　模型误差与参数估计
Ｆｉｇ６　Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌｅｒｒｏｒ

根据以上的实验，我们设定参数估计的集合大

小为５０，观测误差为００５、模型误差为０１、观测
点个数为１５个，参数 Ａ、Ｂ和 Ｃ的初始估计值分
别为０８，１２和－１。为了更好的对比估计前后的
效果，我们计算了误差积累情况，误差计算公式如

下

Ｅｒｒ＝
∑
ｎｕｍ＿ｇｒｉｄ

ｉ＝１
（Ｚｅｓｔｉｍ＿ｉ－Ｚｔｒｕｅ＿ｉ）

２

槡 ｎｕｍ＿ｇｒｉｄ （９）

其中，ｎｕｍ＿ｇｒｉｄ为格点个数，在本文是２０２０＝
４００；Ｚｅｓｔｉｍ＿ｔ格点上未进行同化的模拟值或进行同
化后的模拟值。Ｚｔｒｕｅ＿ｔ为格点上对应的真实值。

图７的左图给出了在滤波过程中待估计参数

Ａ、Ｂ和 Ｃ的演化。可以看出，随着时间的增加，
各个待估计参数的均值均收敛于真值，且收敛所需

的时间很短，只需要少数的几个同化过程。这说明

以上的参数设置非常有效，能够准确、快速地估计

出参数值。图７的右图也给出了在整个滤波过程
中，函数的误差积累。可以看出，采用有偏差的参

数，其误差积累越来越快，呈抛物线上升。但是，

经过参数估计后的误差积累迅速下降，误差水平一

直在很低的水平。由于参数估计非常精确，故误差

积累基本上维持在小于３的水平，而未估计的误差
在时刻３０时高达２５００，此时的误差已经不在同一
个数量级了。

２３
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图７　函数的估计结果
Ｆｉｇ７　Ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｅｓｔｆｕｎｃｔｉｏｎ

３　结　论
本文采用了基于联合状态向量的 ＥｎＫＦ参数估

计方法，该方法能够根据观测和模型结果的先验估

计，得出准确的模型参数，满足应用需求。通过本

文的实验，我们得出如下几个结论：

１）集合大小对参数估计的结果和运算效率有
重要影响，集合越大对参数估计越稳定越精确，但

是所需要的运算量也越大。

２）集合初值对于参数估计的结果影响不明显，
文中的实验表明在一定的误差范围内，文中采用的

方法均能够很好的估计出参数，得到良好的效果。

３）观测误差对估计参数的收敛速度有影响，
观测误差越大，参数收敛于真值的速度就越慢，所

需要的观测资料越多才能获得较多的信息。

４）模型误差对估计参数有重要影响。模型误
差越大，参数估计的波动会越大，收敛于直值的可

能性会越小。

５）下一步拟对更多的参数进行估计，对不同
的函数类型进行参数估计。
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