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　　１９８８年，在导师 ＢｅｒｎｄＡｕｌｂａｃｈ的指导下，德
国数学家ＳｔｅｆａｎＨｉｌｇｅｒ在他的博士论文中首次提出
测度链的概念，从而创立了测度链上的微分方程理

论，引起了国际数学界的普遍关注。后来，Ｂｏｈｎｅｒ
和Ｐｅｔｅｒｓｏｎ系统分析了测度链上动态方程的重要一
类：时标动态方程 （ＤｙｎａｍｉｃＥｑｕａｔｉｏｎｓｏｎＴｉｍｅ
Ｓｃａｌｅｓ），见文 ［１－２］。在最近这些年里，国际上
有许多数学家投入到对时标动态方程的解的振动性

研究中，并得到了一系列有意义的研究成果［１－８］。

１　概　述
本文将研究时标 Ｔ上的二阶非线性时标动态

方程

（ｐ（ｔ）ψ（ｘ（ｔ））ｘΔ（ｔ））Δ＋ｆ（ｔ，ｘ（σ（ｔ）））＝０ （１）
并假设以下条件总成立：

（Ｃ１）ｐ∈Ｃｒｄ Ｔ，（０，∞( )）；

（Ｃ２）ψ∈Ｃ瓗，（０，η( )］，这里η为某个正常数；

（Ｃ３）ｆ∈Ｃ（Ｔ×瓗，瓗），且存在一个函数ｑ∈
Ｃｒｄ（Ｔ，瓗）且ｑ（ｔ）不最终恒等为０，使得 ｕｆ（ｔ，ｕ）

≥ｑ（ｔ）ｕ２。
方程 （１）的一个解ｘ称为在ｔ ∈Ｔ有一个广

义零点，如果ｘ（ｔ）ｘ（σ（ｔ））≤０；称ｘ（ｔ）在Ｔ
是非振动的，如果存在 ｔ０∈ Ｔ使得 ｔ＞ｔ０有
ｘ（ｔ）ｘ（σ（ｔ））＞０。否则，就称ｘ（ｔ）为振动的。如
果方程 （１）的所有解都是振动的，就称方程 （１）
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是振动的；否则，就称方程 （１）是非振动的。
２０１２－２０１３年，Ｑｉｕ等［３－４］中利用了 Ｈ（ｔ，ｓ）

型函数和广义 Ｒｉｃｃａｔｉ变换技巧，分别给出方程
（１）的区间和 Ｋａｍｅｎｅｖ型振动准则。在文 ［５］
中，ＤｅｌＭｅｄｉｃｏ和 Ｋｏｎｇ考虑了二阶非线性时标动
态方程

（ｐ（ｔ）ｘΔ（ｔ））Δ＋ｑ（ｔ）ｘ（σ（ｔ））＝０
提出使用 Ｈ（ｔ，ｓ，ｔ０）型函数，给出了一种新的 Ｋａ
ｍｅｎｅｖ型振动准则。受ＤｅｌＭｅｄｉｃｏ等［５］的启发，本

文利用 Ｈ（ｔ，ｓ，ｔ０）型函数和广义 Ｒｉｃｃａｔｉ变换技巧，
建立方程 （１）新的Ｋａｍｅｎｅｖ型振动准则，并给出
例子对相关的定理进行说明。

为了简化记号，使本文更加简洁，在本文里记

（ａ，ｂ）∩Ｔ＝（ａ，ｂ）Ｔ，其中ａ，ｂ∈瓗，至于［ａ，

ｂ］Ｔ，［ａ，ｂ）Ｔ和（ａ，ｂ］Ｔ等也采用类似的记法。限
于文章篇幅，相关的时标理论的预备知识请参考文

献 ［１－２］。

２　基本引理
下面，先给出以下引理：

引理１　假设ｘ（ｔ）是方程 （１）的一个解，满
足当ｔ∈［ｔ０，∞）Ｔ，ｔ０∈瓗＋时ｘ（ｔ）＞０。定义

ｕ（ｔ）＝Ａ（ｔ）ｐ（ｔ）ψ（ｘ（ｔ））ｘ
Δ（ｔ）

ｘ（ｔ） ＋Ｂ（ｔ） （２）

其中 Ａ∈ Ｃ１ｒｄ（Ｔ，瓗＋ ＼｛０｝），Ｂ∈ Ｃ
１
ｒｄ（Ｔ，瓗），则

ｕ（ｔ）满足
μ（ｔ）ｕ（ｔ）－μ（ｔ）Ｂ（ｔ）＋ηＡ（ｔ）ｐ（ｔ）＞０（３）

且

ｕΔ（ｔ）＋Φ（ｔ）＋Ａ（ｔ）ｕ
２（ｔ）－［（Ａσ（ｔ）＋Ａ（ｔ））Ｂ（ｔ）＋ηＡΔ（ｔ）Ａ（ｔ）ｐ（ｔ）］ｕ（ｔ）＋Ａσ（ｔ）Ｂ２（ｔ）

Ａ（ｔ）（μ（ｔ）ｕ（ｔ）－μ（ｔ）Ｂ（ｔ）＋ηＡ（ｔ）ｐ（ｔ）） ≤０ （４）

其中 Φ（ｔ）＝Ａσ（ｔ）ｑ（ｔ）－ Ｂ（ｔ）
Ａ（ｔ( )）( )Δ ，Ａσ（ｔ）＝

Ａ（σ（ｔ））。
证明　首先，
μｕ－μＢ＋ηＡｐ≥μｕ－μＢ＋Ａｐψ（ｘ）＝

μＡｐψ（ｘ）ｘ
Δ

ｘ ＋μＢ－μＢ＋Ａｐψ（ｘ）＝Ａｐψ（ｘ）ｘ
σ

ｘ＞０

且

ｘ
ｘσ
＝ Ａｐψ（ｘ）
μｕ－μＢ＋Ａｐψ（ｘ）≥

Ａｐψ（ｘ）
μｕ－μＢ＋ηＡｐ

因此 （３）式成立。然后对 （２）式求导再用方程

（１），则有

ｕΔ ＝ＡΔ ｐψ（ｘ）ｘ
Δ( )ｘ
＋Ａσ ｐψ（ｘ）ｘ

Δ( )ｘ
Δ
＋ＢΔ ＝

ＡΔ
Ａ（ｕ－Ｂ）＋Ａ

σ（ｐψ（ｘ）ｘΔ）Δｘ－ｐψ（ｘ）（ｘΔ）２

ｘｘσ
＋ＢΔ ＝

ＡΔ
Ａｕ＋Ｂ

Δ－Ａ
Δ

ＡＢ－Ａ
σｆ（ｔ，ｘσ）
ｘσ

－Ａσｐψ（ｘ）（ｘ
Δ）２

ｘ２
ｘ
ｘσ
≤

ＡΔ
Ａｕ＋Ａ

σ Ｂ( )Ａ
Δ
－Ａσｑ－Ａσｐψ（ｘ）（ｘ

Δ）２

ｘ２
ｘ
ｘσ
≤

ＡΔ
Ａｕ－Φ－Ａ

σｐψ（ｘ）（ｕ－Ｂ）
２

Ａ２ｐ２ψ２（ｘ）
Ａｐψ（ｘ）

μｕ－μＢ＋ηＡｐ
＝

ＡΔ
Ａｕ－Φ－

Ａσ
Ａ

（ｕ－Ｂ）２

μｕ－μＢ＋ηＡｐ
＝

－Ａｕ２＋［（Ａσ＋Ａ）Ｂ＋ηＡΔＡｐ］ｕ－ＡσＢ２
Ａ（μｕ－μＢ＋ηＡｐ）

－Φ

因此 （４）式成立。证毕。

３　主要结果

令Ｄ０＝｛ｓ∈Ｔ：ｓ≥０｝，Ｄ＝｛（ｔ，ｓ，ｔ０）∈Ｔ
３：

ｔ≥ｓ≥ｔ０≥０｝。对任意函数ｆ（ｔ，ｓ，ｔ０）：Ｔ
３→瓗，

记ｆΔ１和ｆΔ２分别为ｆ相对于ｔ和 ｓ的偏导数。对于 Ｅ
瓗，记Ｌｌｏｃ（Ｅ）为所有在Ｅ的任意紧子集可积的
函数组成的空间。定义

（Ａ，Ｂ）＝｛（Ａ，Ｂ）：Ａ（ｓ）∈Ｃ１ｒｄ（Ｄ０，瓗＋＼｛０｝），
Ｂ（ｓ）∈Ｃ１ｒｄ（Ｄ０，瓗），

ηＡ（ｓ）ｐ（ｓ）±μ（ｓ）Ｂ（ｓ）＞０，ｓ∈Ｄ０｝；
＝｛Ｈ（ｔ，ｓ，ｔ０）∈Ｃ

１（Ｄ，瓗＋）：

（ＨΔ２（ｔ，·，ｔ０））
２

Ｈ（ｔ，·，ｔ０）
∈Ｃ（（ｔ０，ρ（ｔ））Ｔ），

Ｈ（ｔ，ｔ，ｔ０）＝Ｈ（ｔ，ｔ０，ｔ０）＝０，Ｈ（ｔ，ｓ，ｔ０）＞０，
ｔ＞ｓ＞ｔ０≥０｝。

定理１　假设存在（Ａ，Ｂ）∈ （Ａ，Ｂ）以及 Ｈ∈
使得Ｍ（ｔ，·，ｔ０）∈Ｌ（［０，ρ（ｔ）］Ｔ）且对任意的

ｔ０∈Ｔ，ｌｉｍｓｕｐｔ→∞ ∫
ρ（ｔ）

ｔ０
Ｈ（ｔ，σ（ｓ），ｔ０）Φ（ｓ）Δ[ ｓ－

∫
ρ（ｔ）

σ（ｔ０）
Ｍ（ｔ，ｓ，ｔ０）Δｓ－ηｐ（ｔ０）ＨΔ２（ｔ，ｔ０，ｔ０）Ａσ（ｔ０）－

Ｈ（ｔ，σ（ｔ０），ｔ０）Ａσ（ｔ０）Ｂ（ｔ０）
Ａ（ｔ０）

＋ＨΔ２（ｔ，ρ（ｔ），ｔ０）·

（ηＡ（ρ（ｔ））ｐ（ρ（ｔ））－μ（ρ（ｔ））Ｂ（ρ（ｔ）））］＞０
（５）

其中Φ与前面的定义一致，以及

Ｍ（ｔ，ｓ，ｔ０）＝
（Ｈ（ｔ，ｓ，ｔ０）Ａ（ｓ）Ｂ（ｓ）＋Ｈ（ｔ，σ（ｓ），ｔ０）Ａσ（ｓ）Ｂ（ｓ）＋ηＡ（ｓ）ｐ（ｓ）（Ｈ（ｔ，ｓ，ｔ０）Ａ（ｓ））Δｓ）

２

４Ａ（ｓ）ｍｉｎ｛Ｈ（ｔ，ｓ，ｔ０）Ａ（ｓ）（ηＡ（ｓ）ｐ（ｓ）－μ（ｓ）Ｂ（ｓ）），Ｈ（ｔ，σ（ｓ），ｔ０）Ａσ（ｓ）（ηＡ（ｓ）ｐ（ｓ）＋μ（ｓ）Ｂ（ｓ））｝

７２
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则方程 （１）振动。
证明　假设方程 （１）非振动。不失一般性，

假设存在 ｔ０∈ ［０，∞）Ｔ，使得当 ｔ∈ ［ｔ０，∞）Ｔ时
ｘ（ｔ）＞０。令 ｕ（ｔ）按 （２）定义，则由引理 １，
（３）式和 （４）式成立。

为简化记号，令 Ｈ＝Ｈ（ｔ，ｓ，ｔ０），Ｈσ ＝Ｈ（ｔ，
σ（ｓ），ｔ０），ＨΔ２ ＝ＨΔ２（ｔ，ｓ，ｔ０），且省略积分变量，
这样对ｓ∈Ｔ，有Ｈσ－Ｈ＝Ｈ

Δ
２μ。

在 （４）式两边乘上Ｈσ，并将ｔ换成ｓ，再对
ｓ从ｔ０到ｔ积分，其中ｔ∈Ｔ且ｔ≥σ（ｔ０），得到

∫
ｔ

ｔ０
ＨσΦΔｓ≤

－∫
ｔ

ｔ０
Ｈσｕ

Δ＋Ｈσ
Ａｕ２－［（Ａσ＋Ａ）Ｂ＋ηＡΔＡｐ］ｕ＋ＡσＢ２

Ａ（μｕ－μＢ＋ηＡｐ( )）
Δｓ

注意到Ｈ（ｔ，ｔ，ｔ０）＝Ｈ（ｔ，ｔ０，ｔ０）＝０，于是有

∫
ｔ

ρ（ｔ）
Ｈ（ｔ，σ（ｓ），ｔ０）Φ（ｓ）Δｓ＝Ｈ（ｔ，σ（ρ（ｔ）），ｔ０）·

Φ（ρ（ｔ））（ｔ－ρ（ｔ））＝０ （６）
实际上，如果 ρ（ｔ）＝ｔ， （６）式成立；否则
σ（ρ（ｔ））＝ｔ，使得Ｈ（ｔ，σ（ρ（ｔ）），ｔ０）＝Ｈ（ｔ，ｔ，ｔ０）
＝０，因此由分部积分公式有

∫
ρ（ｔ）

ｔ０
ＨσΦΔｓ＝∫

ｔ

ｔ０
ＨσΦΔｓ≤

∫
ｔ

ｔ０
ＨΔ２ｕ－Ｈσ

Ａｕ２－［（Ａσ＋Ａ）Ｂ＋ηＡΔＡｐ］ｕ＋ＡσＢ２
Ａ（μｕ－μＢ＋ηＡｐ( )）

Δｓ≤

∫
ｔ

ｔ０
ＨΔ２ｕ－Ｈσ

Ａｕ２－［（Ａσ＋Ａ）Ｂ＋ηＡΔＡｐ］ｕ
Ａ（μｕ－μＢ＋ηＡｐ( )）

Δｓ＝

∫
σ（ｔ０）

ｔ０
＋∫

ρ（ｔ）

σ（ｔ０）
＋∫

ｔ

ρ（ｔ
( )

）

（ＨΔ２ｕ－

Ｈσ
Ａｕ２－［（Ａσ＋Ａ）Ｂ＋ηＡΔＡｐ］ｕ

Ａ（μｕ－μＢ＋ηＡｐ )）
Δｓ （７）

注意到

∫
σ（ｔ０）

ｔ０
ＨΔ２ｕ－Ｈσ

Ａｕ２－［（Ａσ＋Ａ）Ｂ＋ηＡΔＡｐ］ｕ
Ａ（μｕ－μＢ＋ηＡｐ( )）

Δｓ＝

μ（ｔ０）ＨΔ２ｕ－Ｈσ
Ａｕ２－［（Ａσ＋Ａ）Ｂ＋ηＡΔＡｐ］ｕ

Ａ（μｕ－μＢ＋ηＡｐ( )） ｓ＝ｔ０

＝

［－ＡＨｕ２＋（ＨＡＢ＋ＨσＡ
σＢ＋ηＡｐ（ＨＡ）Δ）ｕ］μ

Ａ（μｕ－μＢ＋ηＡｐ） ｓ＝ｔ０

＝

μｕ［ＨσＡ
σＢ＋ηＡｐ（ＨＡ）Δ］

Ａ（μｕ－μＢ＋ηＡｐ） ｓ＝ｔ０

≤

ηｐ（ＨＡ）Δ＋
ＨσＡ

σＢ( )Ａ ｓ＝ｔ０

＝

ηｐ（ｔ０）ＨΔ２（ｔ，ｔ０，ｔ０）Ａσ（ｔ０）＋
Ｈ（ｔ，σ（ｔ０），ｔ０）Ａσ（ｔ０）Ｂ（ｔ０）

Ａ（ｔ０）
（８）

再者，对ｔ≥σ（ｔ０），ｓ∈［σ（ｔ０），ρ（ｔ））Ｔ，且ｕ（ｓ）
≤０，

ＨΔ２ｕ－Ｈσ
Ａｕ２－［（Ａσ＋Ａ）Ｂ＋ηＡΔＡｐ］ｕ

Ａ（μｕ－μＢ＋ηＡｐ）
＝

－ＨＡｕ２＋［ＨＡＢ＋ＨσＡ
σＢ＋ηＡｐ（ＨＡ）Δ］ｕ

Ａ（μｕ－μＢ＋ηＡｐ）
＝

－ Ｈ
μｕ－μＢ＋ηＡｐ

ｕ２＋
ＨＡＢ＋ＨσＡ

σＢ＋ηＡｐ（ＨＡ）Δ

Ａ（ηＡｐ－μＢ）
ｕ－

ＨＡＢ＋ＨσＡ
σＢ＋ηＡｐ（ＨＡ）Δ

Ａ（ηＡｐ－μＢ）
μｕ２

μｕ－μＢ＋ηＡｐ
＝

－
ＨσＡ

σ（ηＡｐ＋μＢ）
Ａ（ηＡｐ－μＢ）（μｕ－μＢ＋ηＡｐ）

ｕ２＋

ＨＡＢ＋ＨσＡ
σＢ＋ηＡｐ（ＨＡ）Δ

Ａ（ηＡｐ－μＢ）
ｕ≤－

ＨσＡ
σ（ηＡｐ＋μＢ）

Ａ（ηＡｐ－μＢ）２
ｕ２＋

ＨＡＢ＋ＨσＡ
σＢ＋ηＡｐ（ＨＡ）Δ

Ａ（ηＡｐ－μＢ）
ｕ＝－

ＨσＡ
σ（ηＡｐ＋μＢ）

Ａ（ηＡｐ－μＢ）２
·

ｕ－
（ηＡｐ－μＢ）（ＨＡＢ＋ＨσＡ

σＢ＋ηＡｐ（ＨＡ）Δ）
２ＨσＡ

σ（ηＡｐ＋μＢ[ ]
）

２

＋

（ＨＡＢ＋ＨσＡ
σＢ＋ηＡｐ（ＨＡ）Δ）２

４ＨσＡ
σＡ（ηＡｐ＋μＢ）

≤

（ＨＡＢ＋ＨσＡ
σＢ＋ηＡｐ（ＨＡ）Δ）２

４Ａｍｉｎ｛ＨＡ（ηＡｐ－μＢ），ＨσＡ
σ（ηＡｐ＋μＢ）｝

＝Ｍ

（９）
对 ｔ≥σ（ｔ０），ｓ∈［σ（ｔ０），ρ（ｔ））Ｔ，且ｕ（ｓ）＞０，

ＨΔ２ｕ－Ｈσ
Ａｕ２－［（Ａσ＋Ａ）Ｂ＋ηＡΔＡｐ］ｕ

Ａ（μｕ－μＢ＋ηＡｐ）
＝

－ＨＡｕ２＋［ＨＡＢ＋ＨσＡ
σＢ＋ηＡｐ（ＨＡ）Δ］ｕ

Ａ（μｕ－μＢ＋ηＡｐ）
＝

－ Ｈ
μｕ－μＢ＋ηＡｐｕ－

ＨＡＢ＋ＨσＡ
σＢ＋ηＡｐ（ＨＡ）Δ

２[ ]ＨＡ

２

＋

（ＨＡＢ＋ＨσＡ
σＢ＋ηＡｐ（ＨＡ）Δ）２

４ＨＡ２（μｕ－μＢ＋ηＡｐ）
≤

（ＨＡＢ＋ＨσＡ
σＢ＋ηＡｐ（ＨＡ）Δ）２

４ＨＡ２（ηＡｐ－μＢ）
≤

（ＨＡＢ＋ＨσＡ
σＢ＋ηＡｐ（ＨＡ）Δ）２

４Ａｍｉｎ｛ＨＡ（ηＡｐ－μＢ），ＨσＡ
σ（ηＡｐ＋μＢ）｝

＝Ｍ

（１０）
由 （９）式、（１０）式，有

∫
ρ（ｔ）

σ（ｔ０）
ＨΔ２ｕ－Ｈσ

Ａｕ２－［（Ａσ＋Ａ）Ｂ＋ηＡΔＡｐ］ｕ
Ａ（μｕ－μＢ＋ηＡｐ( )）

Δｓ≤

∫
ρ（ｔ）

σ（ｔ０）
Ｍ（ｔ，ｓ，ｔ０）Δｓ （１１）

由 （６）式，类似地有

∫
ｔ

ρ（ｔ）
Ｈσ
Ａｕ２－［（Ａσ＋Ａ）Ｂ＋ηＡΔＡｐ］ｕ

Ａ（μｕ－μＢ＋ηＡｐ） Δｓ＝０

（１２）
注意到ＨΔ２（ｔ，ρ（ｔ），ｔ０）≤０，由 （３）式有

８２
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∫
ｔ

ρ（ｔ）
ＨΔ２ｕΔｓ＝ＨΔ２（ｔ，ρ（ｔ），ｔ０）ｕ（ρ（ｔ））（ｔ－ρ（ｔ））＝

ＨΔ２（ｔ，ρ（ｔ），ｔ０）ｕ（ρ（ｔ））μ（ρ（ｔ））≤
－ＨΔ２（ｔ，ρ（ｔ），ｔ０）（ηＡ（ρ（ｔ））ｐ（ρ（ｔ））－μ（ρ（ｔ））Ｂ（ρ（ｔ）））

（１３）
最后，由 （７）式、 （８）式和 （１１）式 － （１３）
式，得到

∫
ρ（ｔ）

ｔ０
Ｈ（ｔ，σ（ｓ），ｔ０）Φ（ｓ）Δｓ－

∫
ρ（ｔ）

σ（ｔ０）
Ｍ（ｔ，ｓ，ｔ０）Δｓ－ηｐ（ｔ０）ＨΔ２（ｔ，ｔ０，ｔ０）Ａσ（ｔ０）－

Ｈ（ｔ，σ（ｔ０），ｔ０）Ａσ（ｔ０）Ｂ（ｔ０）
Ａ（ｔ０）

＋ＨΔ２（ｔ，ρ（ｔ），ｔ０）·

（ηＡ（ρ（ｔ））ｐ（ρ（ｔ））－μ（ρ（ｔ））Ｂ（ρ（ｔ）））≤０
从而与 （５）式矛盾，故结论成立。证毕。

当（Ａ，Ｂ）＝（１，０）时，定理１可以简化为以
下推论。

推论１　假设存在Ｈ∈ 使得对任意的ｔ０∈Ｔ，

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞ ∫

ρ（ｔ）

ｔ０
Ｈ（ｔ，σ（ｓ），ｔ０）ｑ（ｓ）Δ[ ｓ－

η
４∫

ρ（ｔ）

σ（ｔ０）

ＨΔ２（ｔ，ｓ，ｔ０( )）２

珟Ｈ（ｔ，ｓ，ｔ０）
ｐ（ｓ）Δｓ－

ηｐ（ｔ０）ＨΔ２（ｔ，ｔ０，ｔ０）＋ηｐ（ρ（ｔ））ＨΔ２（ｔ，ρ（ｔ），ｔ０）］＞０
其中

珟Ｈ（ｔ，ｓ，ｔ０）＝ｍｉｎ｛Ｈ（ｔ，σ（ｓ），ｔ０），Ｈ（ｔ，ｓ，ｔ０）｝
则方程 （１）振动。

更进一步地，若ψ（ｙ）＝ｙ，ｆ（ｔ，ｕ）＝ｑ（ｔ）ｕ，
定理１将简化为文献 ［５］的定理２１。

４　例　子
例１　考虑方程
１
ｔ
２＋ｘ２（ｔ）
１＋ｘ２（ｔ）

ｘΔ（ｔ( )）Δ
＋ｔ（２＋ｓｉｎｔ）ｘ（σ（ｔ））＝０

（１４）

这里ｐ（ｔ）＝１ｔ，ψ（ｘ（ｔ））＝
２＋ｘ２（ｔ）
１＋ｘ２（ｔ）

，ｑ（ｔ）＝ｔ。

即η＝２。取Ｈ（ｔ，ｓ，ｔ０）＝（ｔ－ｓ）
２（ｓ－ｔ０）

２。

①Ｔ＝瓗＋，取（Ａ，Ｂ）＝（ｓ，
１
ｓ），有

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞ ∫

ρ（ｔ）

ｔ０
Ｈ（ｔ，σ（ｓ），ｔ０）Φ（ｓ）Δ[ ｓ－

∫
ρ（ｔ）

σ（ｔ０）
Ｍ（ｔ，ｓ，ｔ０）Δｓ－ηｐ（ｔ０）ＨΔ２（ｔ，ｔ０，ｔ０）Ａσ（ｔ０）－

Ｈ（ｔ，σ（ｔ０），ｔ０）Ａσ（ｔ０）Ｂ（ｔ０）
Ａ（ｔ０）

＋ＨΔ２（ｔ，ρ（ｔ），ｔ０）·

（ηＡ（ρ（ｔ））ｐ（ρ（ｔ））－μ（ρ（ｔ））Ｂ（ρ（ｔ）））］＝

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞ ∫

ｔ

ｔ０
（ｔ－ｓ）２（ｓ－ｔ０）

２ ｓ２＋２
ｓ( )２ ｄ[ ｓ－

２∫
ｔ

ｔ０

（－３ｓ２＋２ｔｓ＋２ｔ０ｓ－ｔ０ｔ）
２

ｓ２
ｄ]ｓ＝＋∞ ＞０

故根据定理１，方程 （１４）振动。
②Ｔ＝瓔，取（Ａ，Ｂ）＝（１，０），有

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞ ∫

ρ（ｔ）

ｔ０
Ｈ（ｔ，σ（ｓ），ｔ０）ｑ（ｓ）Δ[ ｓ－

η
４∫

ρ（ｔ）

σ（ｔ０）

ＨΔ２（ｔ，ｓ，ｔ０( )）２

珟Ｈ（ｔ，ｓ，ｔ０）
ｐ（ｓ）Δｓ－

ηｐ（ｔ０）ＨΔ２（ｔ，ｔ０，ｔ０）＋ηｐ（ρ（ｔ））ＨΔ２（ｔ，ρ（ｔ），ｔ０）］＝

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞ ∫

ｔ－１

ｔ０
（ｔ－ｓ－１）２（ｓ＋１－ｔ０）

２ｓΔ[ ｓ－

１
２∫

ｔ－１

ｔ０＋１

（（ｔ－ｓ－１）２（ｓ＋１－ｔ０）
２－（ｔ－ｓ）２（ｓ－ｔ０）

２）２

ｓｍｉｎ｛（ｔ－ｓ－１）２（ｓ＋１－ｔ０）
２，（ｔ－ｓ）２（ｓ－ｔ０）

２｝
Δｓ－

２（ｔ－ｔ０－１）
２

ｔ０
－
２（ｔ－ｔ０－１）

２

ｔ－ ]１
≥

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞ ∫

ｔ－１

ｔ０
（ｔ－ｓ－１）２（ｓ＋１－ｔ０）

２ｓΔ[ ｓ－

１
２∫

ｔ－１

ｔ０＋１

（（ｔ－ｓ－１）２（ｓ＋１－ｔ０）
２－（ｔ－ｓ）２（ｓ－ｔ０）

２）２

ｓ（ｔ－ｔ０－１）
２ Δｓ－

２（ｔ－ｔ０－１）
２

ｔ０
－
２（ｔ－ｔ０－１）

２

ｔ－ ]１
＝

ｌｉｍｓｕｐ
ｎ→∞ ∑

ｎ－２

ｋ＝ｌ
（ｎ－ｋ－１）２（ｋ＋１－ｌ）２[ ｋ－

１
２∑

ｎ－２

ｋ＝ｌ＋１

（（ｎ－ｋ－１）２（ｋ＋１－ｌ）２－（ｎ－ｋ）２（ｋ－ｌ）２）２

ｋ（ｎ－ｌ－１）２
－

２（ｎ－ｌ－１）２
ｌ －２（ｎ－ｌ－１）

２

ｎ－ ]１
＝＋∞ ＞０

故根据推论１，方程 （１４）振动。
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　第 ６期 杨　鹏等：随机微分博弈下的资产负债管理

定理２　随机微分博弈问题 （３）的最优投资
策略为

π ＝ｖρ（ＤＴ）－１ （１５）
市场的最优策略为

θ ＝ＢＴＤ－１ （１６）
值函数满足下式

Ｖ（ｔ，ｘ）＝ｆ（ｔ）［ｘ－ｈ（ｔ）］
ｐ

ｐ （１７）

ｆ（ｔ），ｈ（ｔ）分别满足 （１３）、（１４）式。
证明　令π（·），θ（·）是任意两个可行的策略，

Ｘ（ｔ，π）满 足 （１） 的 控 制 过 程， 对 ｆ（ｔ）
ｘ－ｈ（ｔ[ ]）ｐ

ｐ ｚθ应用Ｉｔ公式，则 （１３）、（１４）式有

ｄｆ（ｔ）［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］
ｐ

ｐ Ｚθ（ｔ[ ]） ＝
Ｚθ（ｔ）
ｐ ｛ｆ′（ｔ）［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］ｐ＋

ｆ（ｔ）（－ｐ［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］ｐ－１ｈ′（ｔ）＋
ｐ［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］ｐ－１（ｒＸ（ｔ，π）＋πＢ－ｕ）＋

１
２ｐ（ｐ－１）［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］

ｐ－２·

［π（ｔ）ＤＴＤπＴ（ｔ）－２πｖＤＴρＴ＋ｖ２ρρＴ］－
ｐ［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］ｐ－１［πＤＴ－ｖρ］θ（ｔ）Ｔ）｝ｄｔ－

ｆ（ｔ）［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］
ｐ

ｐ Ｚθ（ｔ）θ（ｔ）ｄＷ（ｔ）＋

ｆ（ｔ）［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］ｐＺθ（ｔ）πＤＴ－ｖ( )ρｄＷ（ｔ）＝
Ｚθ（ｔ）
ｐ

１
２ｐ（ｐ－１）［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］

ｐ－{ ２·

［π（ｔ）－π（ｔ）］（ＤＴＤ）［π（ｔ）－π（ｔ）］Ｔ＋
１
２
ｐ
１－ｐ［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］

ｐ［θ（ｔ）－θ（ｔ）］·

［θ（ｔ）－θ（ｔ）］Ｔ｝ｄｔ－ｆ（ｔ）［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］
ｐ

ｐ ·

Ｚθ（ｔ）θ（ｔ）ｄＷ（ｔ）＋ｆ（ｔ）［Ｘ（ｔ，π）－ｈ（ｔ）］ｐ·
Ｚθ（ｔ）πＤＴ－ｖ( )ρｄＷ（ｔ）

其中π ，θ 分别满足 （１５）、（１６）式，从ｔ到Ｔ
积分，在Ｚθ（ｔ）＝ｚ，Ｘ（ｔ，π）＝ｘ的条件下在概率测
度Ｐ取条件期望，应用Ｂｅｙｅｓ准则，得到

Ｖπ，θ ｔ，( )ｘ＝ｆ（ｔ）
［ｘ－ｈ（ｔ）］ｐ

ｐ ＋

１
ｚＥ∫

Ｔ

ｔ

Ｚθ（ｓ）{ ｐ
１
２
ｐ
１－ｐ［Ｘ（ｓ，π）－ｈ（ｓ）］{ ｐ·

［θ（ｓ）－θ（ｓ）］Ｔ［θ（ｔ）－θ（ｓ）］＋
１
２ｐ（ｐ－１）［Ｘ（ｓ，π）－ｈ（ｓ）］

ｐ－２·

［π（ｓ）－π（ｓ）］（ＤＴＤ）［π（ｓ）－π（ｓ）］Ｔ｝
因为ｇ（ｔ）＞０，Ｚθ（ｔ）＞０，所以问题得证。
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