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图的圈符号控制数

徐保根，康洪波，赵利芬，操叶龙
（华东交通大学基础科学学院，江西 南昌 ３３１０１３）

摘　要：设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是一个图，一个函数ｆ：Ｖ→｛－１，１｝如果满足 ∑
ｖ∈Ｖ（Ｃ）

ｆ（ｖ）≥１对Ｇ中每一个导出圈Ｃ均成

立，则称ｆ为图Ｇ的一个圈符号控制函数，图Ｇ的圈符号控制数定义为γｓｃ（Ｇ）＝ｍｉｎ｛∑
ｖ∈Ｖ（Ｇ）

ｆ（ｖ）：ｆ为图Ｇ的一个圈

符号控制函数｝。得到了图的圈符号控制数的若干下界，并刻划了满足δ≥２且γｓｃ（Ｇ）＝４－ Ｖ（Ｇ） 的所有图。
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　　本文中所指的图均为无向简单图，文中未说明
的符号和术语同于文献 ［１］。

近几年来，图的控制理论研究的内容越来越广

泛，各类控制概念相继产生且研究成果不断丰富，

Ｈａｙｎｅｓ等［２］综述了近几些年来图的控制理论研究

方面的主要研究成果。文献 ［３］首先提出了图的
符号边控制概念，获得了符号边控制数的许多界

限，并将这一概念推广到边上的多种符号控制，如

符号星控制［４］、符号圈控制［５］、符号团控制［６］等

等。同样地，这也产生了对应的减边控制概念，从

而使得控制理论研究内容和研究成果越来越丰富，

文献 ［７］综述了这些研究成果。

１　若干定义
设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是一个图，若 Ｃ为图 Ｇ中的一

个圈，若Ｖ（Ｃ）在Ｇ中的导出子图Ｇ［Ｖ（Ｃ）］＝Ｃ。
则称Ｃ为图Ｇ的一个导出圈或无弦圈。

设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）为一个图，ｆ：Ｖ→Ｒ为一个实值

函数，ＳＶ，则记ｆ（Ｓ）＝∑
ｖ∈Ｓ
ｆ（ｖ）。

文献 ［８］中首先提出并研究了图的圈符号控
制。

定义１［８］　设Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是一个图，一个函数
ｆ：Ｖ→｛－１，１｝如果满足ｆ（Ｖ（Ｃ））≥１对Ｇ中每一
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个导出圈Ｃ均成立，则称ｆ为图Ｇ的一个圈符号控
制函数，图 Ｇ的圈符号控制数定义为 γｓｃ（Ｇ）＝
ｍｉｎ｛ｆ（Ｖ）：ｆ为图Ｇ的一个圈符号控制函数｝。

２　主要结论及其证明
首先给出满足 δ≥ ２且 γｓｃ（Ｇ） ＝ ４－

Ｖ（Ｇ） 的图Ｇ的一个刻划。
定理１　对于任意ｎ阶图Ｇ，若其最小度δ＝

δ（Ｇ）≥２，则γｓｃ（Ｇ）≥４－ｎ，且等式成立当且仅
当ＧＫ２∨Ｋｎ－２。

证明　由于δ≥２，图Ｇ至少有一个圈，从而
对图Ｇ的每一个圈符号控制函数 ｆ，Ｇ中至少有两
个点ｖ∈Ｖ（Ｇ）满足ｆ（ｖ）＝１，故γｓｃ（Ｇ）≥４－ｎ。

现在证明：γｓｃ（Ｇ）＝４－ｎ当且仅当ＧＫ２∨
Ｋｎ－２。

充分性是显然的。下面证明必要性。

设ｆ为Ｇ的一个圈符号控制函数，使得γｓｃ（Ｇ）

＝∑
ｖ∈Ｖ（Ｇ）

ｆ（ｖ）＝４－ｎ，令

Ａ＝｛ｖ∈Ｖ（Ｇ）ｆ（ｖ）＝１｝，
Ｂ＝｛ｖ∈Ｖ（Ｇ）ｆ（ｖ）＝－１｝，
γｓｃ（Ｇ）＝ Ａ－ Ｂ ＝２Ａ－ｎ

故 Ａ ＝２，记Ａ＝｛ｕ，ｖ｝。
论断１　Ｇ的边连通度λ（Ｇ）≥２。
若 Ｇ为不连通图，即 Ｇ至少有两个分支，由

于δ≥２，Ｇ的每个分支中至少有一个导出圈，从
而至少有一个导出圈 Ｃ，使 Ｃ上至多有 Ａ中一个
点，故ｆ（Ｖ（Ｃ））≤－１，矛盾。

若Ｇ中有割边ｅ＝ａｂ∈Ｅ（Ｇ），令Ｇ１＝Ｇ－ｅ，
Ｇ１至少有两个分支，由于δ（Ｇ）≥２，ａ点所在的分
支Ｇａ中至多有一个１度点 （ａ点），其它点的度至
少为２，故Ｇａ中有导出圈。同理，Ｇｂ中也有导出
圈，从而至少有一个导出圈Ｃ，使Ｃ上至多有Ａ中
一个点，故ｆ（Ｖ（Ｃ））≤－１，矛盾。因此，论断１
成立。

论断２　ｕｖ∈ Ｅ（Ｇ），且 Ｇ－Ａ＝Ｋｎ－２为 空
图。

由于λ（Ｇ）≥２，故Ｇ中任何点都在一个导出
圈中，由 Ａ ＝２知，Ｇ中任何导出圈均为一个三
角形，且均包含ｕ和ｖ两点 （否则，存在导出圈Ｃ，
ｆ（Ｖ（Ｃ））≤０，矛盾）。因此，ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）。

若Ｇ－Ａ≠Ｋｎ－２，则存在ｅ∈Ｅ（Ｇ－Ａ），由于
λ（Ｇ）≥２，ｅ边必在一个导出圈Ｃ中，

由于ｅ边的两端点均不在Ａ中，故ｆ（Ｖ（Ｃ））≤
０，矛盾。因此，论断２成立。

由论断２知 Ｖ（Ｇ－Ａ）为图 Ｇ的一个独立集，
由δ（Ｇ）≥２知Ｖ（Ｇ－Ａ）中任何点均与ｕ和ｖ同时
邻接，注意到ｕｖ∈Ｅ（Ｇ），因而有ＧＫ２∨Ｋｎ－２，
至此，定理证毕。

给出图的圈符号控制数的一个下界。

定理２　对于任意ｎ阶图Ｇ，若其最小度δ＝
δ（Ｇ）≥２，则有

γｓｃ（Ｇ）≥２δ－ｎ
并且此下界是最好可能的。

证明　设ｆ为Ｇ的一个圈符号控制函数，使得

γｓｃ（Ｇ）＝∑
ｖ∈Ｖ（Ｇ）

ｆ（ｖ）。令

Ａ＝｛ｖ∈Ｖ（Ｇ）ｆ（ｖ）＝１｝，
Ｂ＝｛ｖ∈Ｖ（Ｇ）ｆ（ｖ）＝－１｝

记 Ａ ＝ｓ， Ｂ ＝ｔ，由定义知，
γｓｃ（Ｇ）＝ｓ－ｔ＝２ｓ－ｎ

因为δ＝δ（Ｇ）≥２，故Ｇ中有圈，从而至少有一

个无弦圈Ｃ，由定义得 ∑
ｖ∈Ｖ（Ｃ）

ｆ（ｖ）≥１，故知ｓ≥２。

在Ｇ中去掉ｓ－１个Ｈ中的点 （连同其关联的边），

得到一个图 Ｈ，由于 Ｈ中恰好只有一个 Ａ中点，
且Ｈ中的任何导出圈也是 Ｇ中的导出圈，故 Ｈ为
一个无圈图，从而δ（Ｈ）≤１，δ＝δ（Ｇ）≤δ（Ｈ）＋
（ｓ－１）≤ｓ，即γｓｃ（Ｇ）＝２ｓ－ｎ≥２δ－ｎ。

下面说明此下界是最好可能的。

对于每一个整数δ≥２，定义一个联图Ｇ＝Ｋδ
∨Ｋｎ－δ，可见δ（Ｇ）＝δ≥２，从上述知γｓｃ（Ｇ）≥
２δ－ｎ。另一方面，令Ｖ１＝Ｖ（Ｋδ），Ｖ２＝Ｖ（Ｋｎ－δ），
定义图Ｇ的一个圈符号控制函数ｆ如下：

ｆ（ｖ）＝
＋１ 当ｖ∈Ｖ１时；

－１ 当ｖ∈Ｖ２时{ ；

不难验证，ｆ为图 Ｇ的一个圈符号控制函数，

从而γｓｃ（Ｇ）≤ ∑
ｖ∈Ｖ（Ｇ）

ｆ（ｖ）＝２δ－ｎ，因此有γｓｃ（Ｇ）

＝２δ－ｎ，即定理给出的下界是最好可能的，定理
证毕。

对于一个无圈图 Ｇ，我们知道 γｓｃ（Ｇ） ＝－
Ｖ（Ｇ） ，这使得对于无圈图来说，图的圈符号控
制数是已知的，无需研究。下面针对有圈图给出圈

符号控制数的一个下界。

定理３　对于任意ｎ阶图Ｇ， Ｅ（Ｇ） ＝ｍ，若
Ｇ中至少有一个圈，则有

γｓｃ（Ｇ）≥ｎ－１－ （２ｎ－１）２－８槡 ｍ
证明　设ｆ为Ｇ的一个圈符号控制函数，使得

γｓｃ（Ｇ）＝∑
ｖ∈Ｖ（Ｇ）

ｆ（ｖ）。令
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Ａ＝｛ｖ∈Ｖ（Ｇ）ｆ（ｖ）＝１｝，
Ｂ＝｛ｖ∈Ｖ（Ｇ）ｆ（ｖ）＝－１｝

记 Ａ ＝ｓ， Ｂ ＝ｔ，由定义知，

γｓｃ（Ｇ）＝ｓ－ｔ＝２ｓ－ｎ
设Ｂ在Ｇ中导出子图 Ｇ［Ｂ］的边数 Ｅ（Ｇ［Ｂ］） ＝
ｒ，显然Ｇ［Ｂ］是一个无圈图，故ｒ≤ｔ－１。对于任
意一个点ｕ∈Ａ，Ｂ∪｛ｕ｝在Ｇ中导出子图Ｇ（ｕ）是
一个无圈图，否则存在Ｇ（ｕ）的一个导出圈Ｃ，显
然 ｆ（Ｖ（Ｃ））＝１－（Ｖ（Ｃ）－１）≤－１，矛盾。从
而Ｇ（ｕ）的边数 ｍｕ≤ Ｖ（Ｇ（ｕ））－１＝ｔ，从而

Ｎ（ｕ）∩Ｂ≤ｔ－ｒ。注意到ｕ点在Ａ中的任意性，
故 Ａ 与 Ｂ 之 间 的 边 数 Ｅ（Ａ，Ｂ） ＝

∑
ｕ∈Ａ
Ｎ（ｕ）∩Ｂ≤ｓ（ｔ－ｒ）。注意到ｓ＋ｔ＝ｎ，由

于Ｇ中至少有一个圈，故ｓ≥２。因此，
ｍ＝ Ｅ（Ｇ［Ａ］）＋ Ｅ（Ａ，Ｂ）＋ Ｅ（Ｇ［Ｂ］）≤

ｓ( )２＋ｓ（ｔ－ｒ）＋ｒ≤
ｓ( )２＋ｓ（ｎ－ｓ）

这导 出 － ｎ－１２( )－ｓ２ ≥ ２ｍ － ｎ－( )１２
２
，

ｎ－１２－ｓ
≤ （ｎ－１２）

２－２
槡

ｍ，即

ｓ≥ｎ－１２－ （ｎ－１２）
２－２

槡
ｍ

从而有γｓｃ（Ｇ）＝２ｓ－ｎ≥ｎ－１－ （２ｎ－１）２－８槡 ｍ，
定理证毕。
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