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摘　要：给出更简单的利用辅助测量比特和系统的幺正演化的方法用于在给定不确定结果时的量子比特的两个
量子态区分。方案涵盖了当不确定结果的概率为零时的最小错误区分，以及当不确定结果的概率为某些数值时

的最优确定性区分。文中给出最大全局正确概率和给定不确定概率关系的解析式。利用辅助测量比特，对被测

的非正交量子态初态系统实施幺正演化，对输出态进行正交测量，就可以完成非正交态的量子态区分。方案提

供了一种对于两个非正交量子态的正定算符值测量的物理实现方法。
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　　量子力学指出：正交量子态可以被精确地测量
（区分），而非正交量子态则不能。在量子密钥分

配 （Ｑｕａｎｔｕｍｋｅｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，ＱＫＤ）中［１－２］，通

信双方利用非正交量子态进行量子通信。量子态被

用于编码成量子密钥，通信双方通过测量非正交量

子态而使接收方获得量子密钥。因此，量子态区分

（Ｑｕａｎｔｕｍｓｔａｔｅｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｔｉｏｎ，ＱＳＤ）就成为量子信
息中一个基本研究方向［３］。目前，大量的研究工

作关注于这个方向，并且量子态区分理论研究发展

迅速。

ＱＳＤ可以描述为：确认具有先验概率为 ηｉ的
一组由已知的Ｎ个非正交量子态｜ψｉ〉构成的集合
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Ｓ＝｛｜ψｉ〉｝
Ｎ
ｉ＝１。目前，ＱＳＤ有两种基本方案：最

小错误区分 （Ｍｉｎｉｍｕｍｅｒｒｏｒｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｔｉｏｎ，ＭＤ）［４］

和 确 定 性 区 分 （Ｕｎａｍｂｉｇｕｏｕｓ ｄｉｓｃｒｉｍｉｎａｔｉｏｎ，
ＵＤ）［５－８］。在ＭＤ中，量子测量可以给出测量正确
的测量概率，同时也会给出测量错误的测量概率，

主要指标是得出最小全局错误概率 （或最大全局

正确概率）；在 ＵＤ中，量子测量可以给出确定性
的成功概率 （确定性地确认被测量的量子态），但

有时测量也会产生不确定结果 （无法确定被测量

的量子态），主要指标是得出最小全局不确定概率

（或最大全局成功概率）。目前，对于不同的态集，

许多研究致力于找出 ＭＤ测量［９－１６］，包括纯态、

混合态和对称态等。对于ＵＤ测量，最早给出的是
以相等先验概率输入的两个非正交态量子态测

量［５－７］，而后推广到任意先验概率情况［８］。三个非

正交态情况的 ＵＤ由 Ｐｅｒｅｓ和 Ｔｅｒｎｏ给出［１７］。而后

证明，只有线性无关的非正交态才能够使 ＵＤ［１８］。
在Ｎ≥３时，许多文献给出了一些特殊输入态情况
下的最小全局不确定概率的精确解［１９－２２］。

文献 ［２３］设定一种普遍的测量方案：在给
定不确定结果的概率 Ｑ时，求解最大全局正确概
率Ｐｍａｘｃ 。或者具体表示为：给出最大全局正确概
率和给定不确定概率之间的关系，可表示为函数

Ｐｍａｘｃ ＝ｆ( )Ｑ 。利用正定算符值测量 （ＰｏｓｉｔｉｖｅＯｐｅｒ
ａｔｏｒＶａｌｕｅｄＭｅａｓｕｒｅ，ＰＯＶＭ）方法，得出两个特殊
量子态 （两个量子态的内积是实数）的最大全局

正确概率和给定不确定概率之间的关系。显然，当

不确定结果概率Ｑ＝０时，方案就退化为 ＭＤ；当
不确定概率Ｑ＝Ｑ０（Ｑ０是某一数值，依赖于先验
概率和输入态之间的关系），方案就退化为 ＵＤ。
在本文中，我们给出一种简单的方法求解出函数

Ｐｍａｘｃ ＝ｆ( )Ｑ 的解析式。利用辅助测量比特，对被
测的非正交量子态和辅助测量比特构成的直积态初

态系统实施幺正演化，通过对两粒子输出态进行正

交测量，就可以完成非正交态的量子态区分。相对

于文献 ［２３］，本文具有以下特点：① 选取的量子
态是内积取为复数的一般量子态，而不是特殊量子

态；② 解出的函数Ｐｍａｘｃ ＝ｆ( )Ｑ 是解析式，而不是
分析解；③ 提出的方案提供了实现两个量子态
ＰＯＶＭ的物理方法。

１　两个量子态的ＰＯＶＭ
我们首先介绍文献 ［２３］中利用 ＰＯＶＭ对两

个量子态进行区分。特殊的输入量子态形式为

｜ψ１〉＝ｃｏｓθ１｜１〉＋ｓｉｎθ１｜２〉，
｜ψ２〉＝ｃｏｓθ２｜１〉＋ｓｉｎθ２｜２〉 （１）

它们的内积为

ｓ＝〈ψ１｜ψ２〉＝ｃｏｓ（θ１－θ２）＝ｃｏｓθ∈（－１，１）

（２）
一般而言，任意两个量子态的内积是复数。我们将

在下一节里设定量子态的内积为复数，所得到的结

果能对任意两个量子态都适用。对于两个量子态的

先验概率ηｉ（ｉ＝１，２），满足关系η１＋η２＝１，文
献 ［２３］设定在 ＰＯＶＭ元的集合中，三个测量元
表示为Π ＝｛Π０，Π１，Π２｝，并满足Π０＋Π１＋Π２
＝Ｉ（Ｉ是单位算符，该式表示为量子测量的完备
性），其中算符 Π１（２）表示可以对输入量子态 ρ１（２）
＝｜ψ１（２）〉〈ψ１（２）｜的判定，而算符Π０则对应为不确
定结果。定义测量量子态 ｜ψ１〉和 ｜ψ２〉的正确概
率为ｐ１１ ＝ｔｒ（ρ１Π１）和ｐ２２ ＝ｔｒ（ρ２Π２），这意味着
当算符Πｉ（ｉ＝１，２）出现时，可以正确概率ｐｉｉ判断
输入态是ρｉ。测量错误的概率为ｐ１２＝ｔｒ（ρ２Π１）和
ｐ２１ ＝ｔｒ（ρ１Π２），这就是说，当算符 Πｉ（ｉ＝１，２）
出现时，会以错误的概率ｐｉｊ（ｊ＝１，２；ｉ≠ｊ）认为输
入态是｜ψｊ〉。不确定概率为 ｑ１ ＝ｔｒ（ρ１Π０）和 ｑ２
＝ｔｒ（ρ２Π０），这意味着，当算符Π０出现时，不能
判断输入态。显然，在不出现错误判断 ｐｉｊ ＝０，
以及也不存在不确定概率ｑｉ＝０时，就可以确定性
地判断输入态。但是，这是不可能的，因为非正交

量子态是不可能确定性地被判断，这是量子力学中

的基本原理 （量子态叠加原理）。当然，正交量子

态是可以被确定性地测量。因此，经典的测量方案

有两种：① 当不确定概率 ｑｉ＝０时，测量就会出
错，有ｐｉｉ≠０和ｐｉｊ≠０，这就是ＭＤ；②如果希望
测量不出错ｐｉｊ＝０（此时算符 Πｉ的出现就可以确
定性地判断输入态为 ｜ψｉ〉），就必须有 ｑｉ≠０，
这就是ＵＤ。

结合输入态的先验概率η１和η２ ＝１－η１，传
统上规定全局正确概率Ｐｃ，全局错误概率Ｐｅ以及
不确定概率Ｑ的定义如下［２３］：

Ｐｃ＝ｔｒ（η１ρ１Π１）＋ｔｒ（η２ρ２Π２）＝η１ｐ１１＋η２ｐ２２，
Ｐｅ＝ｔｒ（η１ρ１Π２）＋ｔｒ（η２ρ２Π１）＝η１ｐ２１＋η２ｐ１２，
Ｑ＝ｔｒ（η１ρ１Π０）＋ｔｒ（η２ρ２Π０）＝η１ｑ１＋η２ｑ２

（３）
显然，（３）式给出概率关系Ｐｃ＋Ｐｅ＋Ｑ＝１。对于
给定的不确定概率 Ｑ，文献 ［２３］是求解全局正
确概率Ｐｃ最大值 （等价于求解全局错误概率Ｐｅ的
最小值）。对于特殊的输入态 （１），文献 ［２３］定
义

３５
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ｃｏｓθ１
η１

η１ｃｏｓ
２θ１＋η２ｃｏｓ

２θ槡 ２
≡ｃｏｓφ，

ｃｏｓθ２
η２

η１ｃｏｓ
２θ１＋η２ｃｏｓ

２θ槡 ２
≡ｓｉｎφ （４）

对于特殊值 φ＝π／４，文献 ［２３］得出全局正确
（错误）概率Ｐｍａｘ／ｍｉｎｃ／ｅ 和给定不确定概率Ｑ之间具体
的表达式：

Ｐｍａｘ／ｍｉｎｃ／ｅ ＝１２
　
　
（１－Ｑ）２± １( )－Ｑ ２－ Ｑ０( )－Ｑ槡[ ]２

（５）

其中Ｑ≤Ｑ０＝２ｓ η１η槡 ２， ｓ为ｓ的绝对值。当
θ１和θ２取任意值并且满足θ１－θ２＝θ关系时，文献
［２３］给出关系

Ｑ＝１－Ｐｅ－η１（２） Ｐｅ
η２（１槡 ）

ｃｏｓθ± １－
Ｐｅ
η２（１槡 ）

ｓｉｎ( )θ
２

（６）
对 （６）式求逆可得 Ｐｃ／ｅ（Ｑ），但是文献 ［２３］并
没有分析，原因是Ｐｃ／ｅ（Ｑ）是多值函数，得不出明
显的含义。在本文中，我们得出了 （６）式具体的
反函数。

本节介绍文献 ［２３］的结果。从其内容可以
看出，文献 ［２３］选择的是特殊输入态 （两个量

子态的内积为实数），而一般的量子态的内积是复

数。其次，在角度为特殊值 φ＝π／４时，（５）式
给出最大全局正确概率和给定不确定概率的具体解

析式；而在取任意值时， （６）式给不出明确的关
系。最后，文献 ［２３］利用 ＰＯＶＭ得出相应的概
率，但是，ＰＯＶＭ本身不能直接在物理上实现，需
要将ＰＯＶＭ转化为物理上可以实现的测量。在下
一节中，将选取一般的量子态作为输入态，并给出

物理上可以直接实现的测量方案，最后得出最大全

局正确概率和给定不确定概率的具体解析式。

３　两个量子态区分
选取两个非正交量子态 ｜ψ１〉和 ｜ψ２〉，它们

的内积一般为〈ψ１｜ψ２〉复数，可以不失一般性地
定义为

〈ψ１｜ψ２〉＝ｓｅ
ｉφ，取ｓ∈ ０，( )１和φ∈［０，２π）

（７）
利用文献 ［２４－２５］的方法，可以首先将一个幺正
变换作用在输入态上，然后对输出态进行正交测

量。对于ＭＤ，幺正变换定义为

｜ψ１〉→ ｐ槡１１｜１〉＋ ｐ槡２１｜２〉，
｜ψ２〉→ｅ

ｉφ
ｐ槡２２｜２〉＋ ｐ槡１２｜１( )〉 （８）

其中，量子态 ｜１〉和 ｜２〉是正交测量基，概率满
足关系ｐ１１ ＝１－ｐ２１和ｐ２２ ＝１－ｐ１２。（８）中第一
式表示，当以概率ｐ１１测量到｜１〉时，认为输入态
是｜ψ１〉，这是正确的；但当以概率 ｐ２１测量到 ｜
２〉时，认为输入态是 ｜ψ２〉，这是错误的。 （８）
中第二式也是一样。ＭＤ是对全局错误概率求最小
值，也等价于求全局正确概率的最大值。利用

（８） 式 的 两 个 量 子 态 的 内 积 关 系 ｓ ＝

ｐ１１（１－ｐ２２槡 ）＋ ｐ２２（１－ｐ１１槡 ），可以容易的求

解。当概率为

ｐ１１ ＝
１
２＋

１－２η２ｓ
２

２ １－４η１η２ｓ槡
２
，

ｐ２２ ＝
１
２＋

１－２η１ｓ
２

２ １－４η１η２ｓ槡
２

（９）

Ｈｅｌｓｔｒｏｍ界限表示为［４］

Ｐ（ＭＤ）ｅ ＝１２（１－ １－４η１η２ｓ槡
２） （１０）

对于ＵＤ，引入辅助测量比特 ｜１〉ａ，定义幺正变
换为

｜ψ１〉｜１〉ａ→ ｐ槡１１｜１〉｜１〉ａ＋ ｑ槡１｜２〉｜２〉ａ，

｜ψ２〉→ｅ
ｉφ（ｐ槡２２｜２〉｜１〉ａ＋ ｑ槡２｜２〉｜２〉ａ）

（１１）
在 （１１）式中，辅助测量比特和被测非正交态构
成直积态初态系统，对初态系统实施联合幺正演化

可以得到输出态。测量步骤分为两步骤，首先对辅

助测量比特进行测量，如果测量为 ｜２〉ａ态，则不
能判断初态 ｜ψ１（２）〉；如果测量为 ｜１〉ａ态，则对
初态进行测量，测量为｜１〉（或｜２〉）态时，可以
判断初态｜ψ１〉（或｜ψ２〉）态。（１１）式中，概率
之间满足关系ｑ１＝１－ｐ１１和ｑ２＝１－ｐ２２。ＵＤ是对
不确定概率求最小值，等价于求全局正确 （成功）

概率的最大值。利用 （１１）式中的内积关系 ｓ＝

ｑ１ｑ槡 ２，可以容易求不确定概率的最小值。当概率

为

ｐ１１ ＝１－
η２
η槡１
ｓ，ｑ１＝

η２
η槡１
，

ｐ２２ ＝１－
η１
η槡２
ｓ，ｑ２＝

η１
η槡２
ｓ （１２）

最优成功概率为

Ｐ（ＯＤ）ｃ ＝１－２ η１η槡 ２ｓ （１３）
这就是ＪＳ极限［８］。当等概率输入时， （１３）式退
化为ＩＤＰ极限［５－７］。

由于成功概率的区间为 ｐ１１，ｐ２２∈ （０，１），求

４５
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解 （１２）式可以得出先验概率的区间为 η１，η２∈
ｓ２

１＋ｓ２
，
１

１＋ｓ( )２ 。如果先验概率在这个区间之外，
例如，可以取η１∈ ０， ｓ

２

１＋ｓ( ]２ 和η２∈ １
１＋ｓ２

，[ )１ ，
测量就变为投影测量［２３］。可以定义幺正变换为

｜ψ１〉｜１〉ａ→｜２〉｜２〉ａ，

｜ψ２〉｜１〉ａ→ｅ
ｉφ（１－ｓ槡

２｜２〉｜１〉ａ＋ｓ｜２〉｜２〉ａ）

（１４）
这种情况下量子态｜ψ１〉就不能被判断，最小不确
定概率为 Ｑ ＝η１ ＋η２ｓ

２。当先验概率取 η１∈
１

１＋ｓ２
，[ )１ 和η２∈ ０， ｓ

２

１＋ｓ( ]２ ，可以定义幺正变
换为

｜ψ１〉→ １－ｓ槡
２｜１〉｜１〉ａ＋ｓ｜２〉｜２〉ａ，

｜ψ２〉→ｅ
ｉφ｜２〉｜２〉ａ （１５）

这种情况下量子态｜ψ２〉就不能被判断，最小不确
定概率为 Ｑ ＝η１ｓ

２ ＋η２。上述 ＵＤ的结果已由
ＰＯＶＭ方法得出［２３，２６］，我们给出的幺正变换，可

以直接在物理上实现ＭＤ和ＵＤ。
上述的方法可以直接推广到文献 ［２３］的情

况，相应的幺正变换定义为

｜ψ１〉｜１〉ａ→ ｐ槡１１｜１〉｜１〉ａ＋

ｐ槡２１｜２〉｜１〉ａ＋ ｑ槡１｜２〉｜２〉ａ，

｜ψ２〉｜１〉ａ→ｅ
ｉφ（ｐ槡１２｜１〉｜１〉ａ＋

ｐ槡２２｜２〉｜１〉ａ＋ ｑ槡２｜２〉｜２〉ａ） （１６）
（１６）式给出概率系数的归一化条件和两个量子态
的内积：

ｐ１１＋ｐ２１＋ｑ１ ＝１，ｐ１２＋ｐ２２＋ｑ２ ＝１

（１７－１）

ｐ１１ｐ槡 １２＋ ｐ２１ｐ槡 ２２＋ ｑ１ｑ槡 ２ ＝ｓ（１７－２）
将 （１７－１）代入 （１７－２）可以得到

ｐ１１（ｂ－ｐ２２槡 ）＋ （ａ－ｐ１１）ｐ槡 ２２－ｃ＝ｆ＝０

（１８）

其中，令ａ＝１－ｑ１，ｂ＝１－ｑ２和ｃ＝ｓ－ ｑ１ｑ槡 ２。

在 （１８）条件下，利用拉格朗日数乘法，很容易
求出最大全局正确概率的极大值。当概率为

ｐ１１＝
ａ［（ａη１＋ｂη２）

２－４η１η２ｃ
２］＋［ａ（ａη１＋ｂη２）－２ｃ

２η２］槡Δ
２Δ

ｐ２２ ＝
ｂΔ＋［ｂ（ａη１＋ｂη２）－２ｃ

２η１］槡Δ
２Δ

Δ＝（ａη１＋ｂη２）
２－（２ｃη１η槡 ２）

２ （１９）
最大全局正确概率为

Ｐｍａｘ／ｍｉｎｃ／ｅ ＝１２［（ａη１＋ｂη２）±

（ａη１＋ｂη２）
２－４η１η２ｃ槡

２］ （２０）
将ａ，ｂ和ｃ的数值代入 （２０）式中，可以得到

Ｐｍａｘ／ｍｉｎｃ／ｅ ＝１２［（１－Ｑ）±

（１－Ｑ）２－（２ｓ η１η槡 ２－２ η１ｑ１η２ｑ槡 ２）槡
２］

（２１）
其中，利用了关系ａη１＋ｂη２＝１－Ｑ。对于给定的

不确定概率 Ｑ， （２１）式中的数值２ｓ η１η槡 ２－２

η１ｑ１η２ｑ槡 ２起着关键的作用，我们分析解析式

（２１）的意义：
（ａ）当 Ｑ ＝０时，（２１）式给出 Ｐｍａｘｃ ＝

１
２ １＋ １－４η１η２ｓ槡

( )２ ，这意味着ＭＤ。

（ｂ）当方程２ｓ η１η槡 ２－２ η１ｑ１η２ｑ槡 ２＝０的一

个解为η１ｑ１＝η２ｑ２＝
１
２Ｑ＝ｓ η１η槡 ２时，（２１）式

给出Ｐｍｉｎｅ ＝０，这意味着 ＵＤ。同时，可以得出不
确定概率和全局正确概率的数值，由 （１２）式给
出。同样也可以得出先验概率的区间为 η１，η２∈
ｓ２

１＋ｓ２
，
１

１＋ｓ( )２ 。
（ｃ）方程２ｓ η１η槡 ２－２ η１ｑ１η２ｑ槡 ２＝０的另外

两个解为ｑ１（２） ＝１和ｑ２（１） ＝ｓ
２，意味着投影测量。

显然，当η１∈ ０， ｓ
２

１＋ｓ[ )２ 时，取ｑ１＝１和ｑ２＝ｓ２，
对应（１４）式；当η２∈ ０， ｓ

２

１＋ｓ[ )２ 时，取ｑ２＝１和ｑ１
＝ｓ２，对应 （１５）式。
对于给定的不确定概率 Ｑ＝η１ｑ１＋η２ｑ２，总

可以取 η１ｑ１ ＝η２ｑ２ ＝
１
２Ｑ，就有２ η１ｑ１η２ｑ槡 ２ ＝

η１ｑ１＋η２ｑ２ ＝Ｑ。令２ｓ η１η槡 ２ ＝Ｑ０，（２１）式可
以写为

Ｐｍａｘ／ｍｉｎｃ／ｅ ＝１２ （１－Ｑ）± （１－Ｑ）
２－（Ｑ０－Ｑ）槡

[ ]２ ，

（Ｑ０≥Ｑ≥０） （２２）
这个解析式的形式和 （５）式相同，并且对任意两
个非正交量子态都适用，是最优ＱＳＤ。

（２２）式具有普遍意义。显然，在先验概率的

区间为η１，η２∈
ｓ２

１＋ｓ２
，
１

１＋ｓ( )２ 时，（２２）式成立。
下面举出不在此区间的一个实例，（２２）式仍能成

５５
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立。设量子态内积有ｓ＝１

槡２
，根据ＵＤ可以算出先

验概率为 η１，η２∈
１
３，( )２３ 时，是最优 ＵＤ的条

件；而当η１ ＝
１
４和η２ ＝

３
４时，只能是投影测量

而且｜ψ１〉是不能被确定 （只能确定 ｜ψ２〉），由
（１４）式可得到不确定概率为Ｑ（ＵＤ） ＝η１＋η２ｓ

２ ＝

５
８，也可以计算出Ｑ０＝２ｓη１η槡 ２＝槡

６
４。用本文的

结果可以对｜ψ１〉进行确定。取Ｑ＝η１ｑ１＋η２ｑ２＝
１
４ ＜（Ｑ

（ＵＤ），Ｑ０）（只要满足这个关系，Ｑ当然可以

取其他值），根据η１ｑ１＝η２ｑ２＝
１
２Ｑ可以计算出ｑ１

＝１２和ｑ２ ＝
１
６。由 （１９）式可以得到最优概率

为

ｐ１１ ＝
１
２０（５＋ 槡２３５６－槡 ８５）≈０３３５６，

ｐ２１ ＝
１
２０５－ 槡２３５６－槡( )８５≈０１６４４，ｑ１ ＝

１
２，

ｐ２２ ＝
５
１２＋

１
３０６５＋ 槡槡 ３５６≈０８２５９，

ｐ１２ ＝
５
１２－

１
３０６５＋ 槡槡 ３５６≈０００７４，ｑ２ ＝

１
６，

Ｐｍａｘｃ ＝１８ ３＋ ２＋槡槡( )２６≈０７０３３ （２３）

可以验证上述数据满足概率系数归一化条件和内积

关系 （１７－２）式，Ｐｍａｘｃ ≈ ０７０３３满足定义式
（３），也满足解析式 （２２）。这个例子说明了｜ψ１〉
以正确概率ｐ１１≈０３３５６而被确定。所以，这种测
量不是投影测量，是最优的。

由于 ＰＯＶＭ定义测量算符可以是非正交的，
而非正交测量在物理上是不可以实现的，所以对非

正交的ＰＯＶＭ算符不可能直接在物理上实现。我
们利用辅助测量比特，对初态系统实施幺正演化，

将ＰＯＶＭ测量算符转化为对输出态的正交测量。
幺正演化和正交测量在物理上是可以实现的，因

此，方案 （１６）式为实现量子态区分的 ＰＯＶＭ提
供了一种物理实现的具体方法。

３　结　论
本文得出了在给定不确定概率情况下，两个非

正交量子态区分的普遍式，具体表示为最大全局正

确概率是给定不确定概率的函数解析式。提出的方

案适合任意区间的先验概率。同时，方案给出的幺

正变换为实现量子态区分的 ＰＯＶＭ提供了物理实
现的具体方法。
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