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摘　要：Ｌ１正则化问题是一个非光滑的无约束最优化问题，在变量选择，数据压缩和图像处理等领域有广泛的
应用。给出了Ｌ１问题最优解存在的新的必要条件和充分条件，利用这些条件构造出Ｌ１正则化问题的一个Ｍｏｎｄ
Ｗｅｉｒ型对偶问题，最后给出了相应的弱对偶定理和强对偶定理。
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　　正则化问题近年来备受关注，许多研究者考虑
如下的Ｌｐ最小化问题

ｍｉｎＦ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ρ‖ｘ‖ｐ
ｐ

其中ｆ（ｘ）：Ｒｎ→Ｒ为一光滑函数，ρ为一给定的非
负正则化参数，ｐ∈ ［０，１］，变量 ｘ∈ Ｒｎ，‖ｘ‖ｐ

为定义在Ｒｎ上的Ｌｐ拟范数，当０＜ｐ≤１时，定义

‖ｘ‖ｐ ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ( )ｐ

１
ｐ

当ｐ＝０时，定义‖ｘ‖０＝ ｛ｉｘｉ≠０，ｉ＝１，２，…，ｎ｝，

即ｘ中非零元的个数。Ｌｐ问题在地球物理学，变量
选择，数据压缩，图像处理，感知网络及计算机视

觉等领域有广泛的应用，具体可参考文 ［１－７］。
Ｌｐ正则化问题的一个重要的情况是如下的Ｌ２－

Ｌｐ最小化问题
ｍｉｎＦ（ｘ）＝‖Ａｘ－ｂ‖２＋ρ‖ｘ‖ｐ

ｐ （１）
其中‖·‖为欧几里得范数，Ａ∈Ｒｍ×ｎ，ｍ＜ｎ甚
至 ｍｎ，ｂ∈Ｒｍ。特别当ｐ＝０时，称为Ｌ２－Ｌ０
问题，该问题旨在找出 Ａｘ＝ｂ的最稀疏解 （换言

之，也就是所有解中非零元最少者），统计学中的

变量选择方法便可以视为Ｌ２－Ｌ０问题。然而，Ｌ０正
则化问题需要求解一个困难的组合优化问题，Ｔｉｂ
ｓｈｉｒａｎｉ［７］和Ｄｏｎｏｈｏ［１］等分别从变量选择和信号的稀
疏重建的角度提出了Ｌ１正则化

ｍｉｎＦ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ρ‖ｘ‖１ （２）
　　该问题在文 ［７］和文 ［１］中分别被称为
ＬＡＳＳＯ和ＢａｓｉｓＰｕｒｓｕｉｔ。他们证明了Ｌ１正则化问题
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与Ｌ０正则化问题在稀疏重建的意义下是等价的，
从而Ｌ０正则化所要求的ＮＰ组合优化问题可以转化
为Ｌ１罚优化问题。基于上述学者的工作，Ｌ１正则化
成为当今数据分析的主流工具之一。

Ｌ１正则化问题是 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续且在 Ｒ
ｎ＼Ｘ０上

连续可微的，其中Ｘ０＝｛ｘｘｉ＝０，ｉ∈Ｎ｝，Ｎ＝｛１，
２，…，ｎ｝。实际上，当 ｆ（ｘ）连续可微时，式 （２）
中的 Ｆ（ｘ）按照 Ｃｌａｒｋ［８］定义的广义导数是处处可
微的。特别当 ｆ（ｘ）是凸函数时，根据文 ［８］，Ｌ１
问题最优解存在的充要条件可叙述为

ｉｆ（ｘ）＋ρｓｉｇｎ（ｘｉ）＝０， ｘｉ ＞０，

ｉｆ（ｘ）≤ρ， ｘｉ＝{ ０
（３）

其中ｉｆ（ｘ）＝ｆ（ｘ）／ｘｉ，ｓｉｇｎ（ｔ）为符号函数。
条件 （３）在文 ［９］中被叙述为如下的等价形式
在这些理论的基础上

ｘ＝ｓｉｇｎ（ｘτｆ（ｘ））⊙
ｍａｘ｛｜ｘτｆ（ｘ）｜－τρ，０｝，τ＞０

或

ｍａｘ｛ｆ（ｘ）－ρ，ｍｉｎ｛ｘ，ｆ（ｘ）＋ρ｝｝＝０
　　在这些理论的基础上，一些有效求解 Ｌ１问题
的算法得以建立，具体可参考文 ［９－１１］等。

然而 Ｌ１正则化问题毕竟是非光滑优化问题，
若能构造出其光滑的对偶问题，则更有效的求解该

问题便是有可能的。另一方面，早在 １９７４年
Ｍｏｎｄ［１２］和１９８１年 Ｍｏｎｄ和 Ｗｅｉｒ［１３］便考虑了一类
特殊的不可微优化问题的对偶问题，受其工作的启

发，运用类似的方法构造出 Ｌ１正则化问题的一个
光滑的对偶问题，我们称之为ＭｏｎｄＷｅｉｒ型对偶。

１　最优性条件
考虑原始问题 （Ｐ）

ｍｉｎＦ（ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ρ‖ｘ‖１

令ｘ０ ＝（ｘ
０
１，ｘ

０
２，…，ｘ

０
ｎ）∈Ｒ

ｎ，记

Ｚ０＝｛ｚｚＴｆ（ｘ０）＋ρ∑
ｉ∈β（ｘ０）

ｓｉｇｎｘ０ｉｚｉ＋ρ∑
ｉ∈β（ｘ０）

ｚｉ ＜０｝

其中，β（ｘ０） ＝ ｛ｉｘ０ｉ＝０，ｉ∈ Ｎ｝，β（ｘ０） ＝
｛ｉｘ０ｉ≠０，ｉ∈Ｎ｝，Ｎ＝｛１，２，…，ｎ｝。

引理１　若对任意的ｚ∈Ｒｎ，Ｚ０＝，则存在
ｗ∈Ｒｎ，使得 ｗｉ≤１，（ｉ＝１，２，…，ｎ），‖ｘ０‖１

＝ｘＴ０ｗ，且ｆ（ｘ０）＋ρｗ＝０。
证明　记 Ｓ＝｛ｙ｜ｙ＝ｆ（ｘ０）＋ρｗ，ｗ

Ｔｘ０ ＝
‖ｘ０‖１，ｗ∈Ｒ

ｎ，｜ｗｉ｜≤１，ｉ＝１，２，…，ｎ｝，若不存
在ｗ∈Ｒｎ使命题成立，则０Ｓ，由于 Ｓ是闭凸
集，根据凸集分离定理，存在 ｚ′∈ Ｒｎ及 α∈ Ｒ，

使得

ｚ′Ｔｙ≤α＜０，ｙ∈Ｓ （４）
取ｗ∈Ｒｎ，使得

ｗｉ＝
ｓｉｇｎｘ０ｉ， ｉ∈β（ｘ０）；

ｓｉｇｎｚ′ｉ， ｉ∈β（ｘ０{ ）

则 ｗｉ≤１，ｉ＝１，２，…，ｎ，ｗ
Ｔｘ０＝‖ｘ０‖１，若记ｙ

＝ｆ（ｘ０）＋ρｗ，则有ｙ∈Ｓ，所以由式 （４）有

ｚ′Ｔｙ＝ｚ′Ｔｆ（ｘ０）＋ρ∑
ｉ∈β（ｘ０）

ｓｉｇｎｘ０ｉｚｉ′＋ρ∑
ｉ∈β（ｘ０）

ｚｉ′＜０

这与假设Ｚ０ ＝矛盾。
定理２（必要条件）　若ｘ０是问题（Ｐ）的解，

则存在ｗ∈Ｒｎ，使得
ｆ（ｘ０）＋ρｗ＝０ （５）
ｗｉ≤１，ｉ＝１，２，…，ｎ （６）

‖ｘ０‖１ ＝ｘ
Ｔ
０ｗ （７）

　　证明　若ｘ０是问题 （Ｐ）的解，则对任意给定
的ｚ∈Ｒｎ，及任意的实数α＞０，有

Ｆ（ｘ０＋αｚ）－Ｆ（ｘ０）＝

αｆ（ｘ０）
Ｔｚ＋ρα∑

ｉ∈β（ｘ０）

ｓｉｇｎｘ０ｉｚｉ＋

ρα∑
ｉ∈β（ｘ０）

ｚｉ ＋ｏ（α）≥０，

两边除以α并令α→０＋，则对任意的ｚ∈Ｒｎ，

ｆ（ｘ０）
Ｔｚ＋ρ∑

ｉ∈β（ｘ０）

ｓｉｇｎｘ０ｉｚｉ＋ρ∑
ｉ∈β（ｘ０）

ｚｉ≥０，

即Ｚ０ ＝，所以由引理，定理结论成立。
定理３（充分条件）　若 ｆ为凸函数，且存在

ｘ０，ｗ∈ Ｒ
ｎ使 （ｘ０，ｗ）满足 ｆ（ｘ０）＋ρｗ＝０及

‖ｗ‖１≤１，则ｘ０是问题 （Ｐ）的解。
证明　对任意的 ｘ∈ Ｒｎ，由 ｆ（ｘ）是凸函数，

所以

Ｆ（ｘ）－Ｆ（ｘ０）＝ｆ（ｘ）＋ρ‖ｘ‖１－ｆ（ｘ０）－ρ‖ｘ０‖１≥
（ｘ－ｘ０）

Ｔｆ（ｘ０）＋ρ‖ｘ‖１－ρ‖ｘ０‖１

再由式 （５） － （６）及 ｘＴｗ≤ ‖ｘ‖１·‖ｗ‖１，

有

Ｆ（ｘ）－Ｆ（ｘ０）≥ρ
　
　
－ｘＴｗ＋ｘＴ０( ｗ＋

‖ｘ‖１－‖ｘ０‖１ )　　 ＝ρ（‖ｘ‖１－ｘ
Ｔｗ）≥０

２　对偶性定理
以下我们均假设ｆ是凸函数，我们将建立起原

问题 （Ｐ）与如下问题 （Ｄ）的对偶关系。
（Ｄ）　ｍａｘＧ（ｕ）＝ｆ（ｕ）－ｕＴｆ（ｕ）

ｓ．ｔ．ｆ（ｕ）＋ρｗ＝０ （８）

１１
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‖ｗ‖１≤１ （９）
记问题 （Ｐ）的可行域为 ΩＰ，问题 （Ｄ）的可行
域为ΩＤ。

定理４（弱对偶定理）　问题 （Ｐ）的下确界
大于或等于问题 （Ｄ）的上确界。

证明　对任意ｘ∈ΩＰ，（ｕ，ｗ）∈ΩＤ，
Ｆ（ｘ）－Ｇ（ｕ）＝ｆ（ｘ）＋ρ‖ｘ‖１－ｆ（ｕ）＋

ｕＴｆ（ｕ）≥（ｘ－ｕ）Ｔｆ（ｕ）＋ρ‖ｘ‖１＋ｕ
Ｔｆ（ｕ）

根据式 （８） －（９），有
Ｆ（ｘ）－Ｇ（ｕ）≥ρ（‖ｘ‖１－ｘ

Ｔｗ）≥０
所以结论成立。

定理５（强对偶定理）　若ｘ０∈Ｒ
ｎ是原问题

（Ｐ）的一个最优解，则若存在 ｗ∈ Ｒｎ，使 （ｘ０，
ｗ）∈ΩＤ，则（ｘ０，ｗ）必是问题 （Ｄ）的解，且两
问题的最值相等。

证明　若ｘ０是问题 （Ｐ）的解，则由定理２存
在ｗ使式 （５） －（７）成立，而且有

Ｇ（ｘ０）＝ｆ（ｘ０）－ｘ
Ｔ
０ｆ（ｘ０）＝

ｆ（ｘ０）＋ρｘ
Ｔ
０ｗ＝ｆ（ｘ０）＋ρ‖ｘ０‖１ ＝Ｆ（ｘ０）

再由定理４，只要（ｘ０，ｗ）∈ΩＤ，则（ｘ０，ｗ）∈ΩＤ
必是 （Ｄ）的解。
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