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ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程在图像放大中的应用
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摘　要：利用基于流体动力学方程的模型进行图像放大处理。该模型有各向异性的扩散项和对流项，利用多种
信息传播模式对未知信息进行填补。实验结果表明模型在图像放大处理的有效性。
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　　图像是获取信息的一条重要途径，对图像所包
含信息进行分析和处理会依实际需求不同而不同。

在某些情形下，需要修改图像分辨率并保证改变后

的图像有较好的视觉效果，图像放缩技术此时起着

重要作用。

图像放大是将低分辨率图像转化成高分辨率图

像，图像缩小则是将高分辨率图像转化成低分辨率

图像。在本质上两者并无差别，均是图像插值技

术。图像插值的经典格式有多项式插值，三角多项

式插值，样条插值等。此外，插值方法可以分为线

性插值和非线性插值。线性插值有多项式插值里的

最临近插值，双线性插值。线性插值的系数为常

数，其不随节点的变化而变化，因此在图像放大后

会出现边缘模糊和块状效应。非线性插值能克服线

性插值的这些缺点，例如自适应插值［１］，边导数

的插值方法等［２］。

偏微分方程根据扩散性质可以分为各向同性扩

散和各向异性扩散。具体表现在扩散项系数为标量

或者张量。当扩散项的系数为常数时，这为线性扩

散，是各向同性扩散的简单情形［３］。而在图像处

理中多认为线性扩散为各向同性扩散，其余情形为

各向异性扩散。Ｍｏｒｓｅ等［４］利用水平集的平均曲率

运动 （ＭＣＭ）进行图像放大，并取得较好效果。
朱宁等［５］在２００５年利用偏微分方程的热传导模型，
提出基于一种新的热传导方程边值问题的图像放大

模型，经此模型放大不会出现斑点，亮暗区域偏移

的现象。２００８年，邵文泽等［６］提出一种局部几何

结构驱动的偏微分方程模型。２０１１年，祝轩等［７］

提出曲率驱动与边缘停止相结合的非线性模型，该

文将曲率作为一个控制传导率的因素。Ｋｉｍ等［８］提

出一种基于偏微分方程的曲率插值算法，该方法能

有效的减弱一般放大方法的边缘模糊和块状效应等
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不利影响。卫保国等［９］提出一种由方向扩散，冲

击滤波和保真项构成的偏微分方程进行图像放大。

姜东焕等［１０］针对Ｃｈａｎｂｏｌｌｅ图像放大模型产生的块
状效应，提出非局部的变分正则化图像放大模型。

Ｙｏｕ等［１１］提出一个新的各向异性的四阶偏微

分方程进去图像去噪，该模型能弥补二阶偏微分方

程进行图像去噪产生的块状效应这一不足。宋锦萍

等［１２］利用该模型进行图像放大，实验表明模型在

图像放大方面的有效性。Ｂｅｒｔａｌｍｉｏ等［１３］给出 Ｎａｖｉ
ｅｒＳｔｏｋｅｓ方程模型进行图像修复。本文将利用该模
型进行图像放大。

１　基于ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的图像放大

Ｂｅｒｔａｌｍｉｏ等［１４］提出如下的一个三阶偏微分方

程

ｕｔ＝⊥ ｕ·Ｌ
其中Ｌ为微分算子，当 Ｌ＝Δｕ时，得到三阶非线
性发展偏微分方程

ｕｔ＝⊥ ｕ·（Δｕ） （１）
该模型的传播原理是信息沿断裂水平线传播，在光

学中则是沿等照度线方程传播，后者则是熟悉的一

类传播模型的基础。

另一方面，在流体力学中所知，非线性运输或

对流方程容易导致激波，为保证数值计算的稳定

性，可以对方程做出一点改进。

在图像处理的偏微分方法中，有一大类的方程

属于热传导方程及其改进的方程，其中有 Ｐｅｒｏｎａ
Ｍａｌｉｋ类型的扩散方程。

ｕｔ＝·（ｇ（ｕ）ｕ） （２）

　　该方程将图像的滤波过程和图像边缘检测过程
两者结合起来，而传统的图像处理中，两者是各自

独立的过程。从扩散行为上分析，如果能选择好的

函数ｇ，该方程有可能实现图像平滑和边缘增强的
作用。

从数值计算的角度看，ＰＭ方程的右端项是黏
性项，如果能在方程 （１）加上该黏性项则能使得
数值计算的稳定性得到一定的保证。

在分析二维不可压缩流体的涡方程后，发现上

述两个方程能结合形成一个新的方程。首先，二维

不可压缩流体的速度场ｖ：Ω→Ｒ２是无散的，即

·ｖ＝
ｖ１
ｘ１
＋
ｖ２
ｘ２
＝０

其次，标量涡流ｗ，即三维涡旋向量在某平面的投
影，可以表示为

ｗ＝
ｖ２
ｘ１
－
ｖ１
ｘ２

定义ｖ⊥ ＝（ｖ２，－ｖ１）为ｖ的法向流，则

 ×ｖ⊥ ＝－
ｖ１
ｘ１
－
ｖ２
ｘ２
＝－·ｖ＝０

　　说明 ｖ⊥ 是无旋的，由 ＧａｕｓｓＧｒｅｅｎＳｔｏｋｅｓ定
理，ｖ⊥ 为某函数ｕ的梯度流ｕ＝ｖ⊥ ，ｕ被称为流
函数，由流函数可以得到涡旋标量的另一表示

ｗ＝·（ｖ⊥）＝·（ｕ）＝Δｕ
根据ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程

ｖｔ＋ｖ·ｖ＝－ｐ＋μΔｖ
其中ｖ是速度场，ｐ是压强，μ是黏性系数。当μ＝
０时称为无黏流。

对上述方程两边同时用旋度算子作用，则得到

涡流方程

ｗｔ＋ｖ·ｗ＝μΔｗ （３）
方程 （１）的右端正是涡流方程 （３）左端第二项

ｖ·ｗ＝⊥ ｕ·（Δｕ）
根据流函数的定义，黏性流方程 （３）的稳定态满
足下面的式子

⊥ ｕ·（Δｕ）≈０
上式说明流体是沿着Δｕ等照度线方向流动，这与
图像信息沿等照度线方向传播到的原理是一致的。

将二维不可压缩流体力学中流函数和图像的灰

度函数相对应，则得到图像修复模型，下表简要总

结两者的关系。

表１　流体力学和图像处理物理量对应关系
Ｔａｂｌｅ１　Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｆｌｕｉｄｄｙｎａｍｉｃｓａｎｄｉｍａｇｅ

流体力学 图像处理

流函数ｕ 灰度函数Ｉ
流速ｖ＝⊥ ｕ 等照度线方向⊥ Ｉ
涡流函数ｗ＝Δｕ Ｌａｐｌａｃｅ光滑ｗ＝ΔＩ

如将方程 （３）右端的黏性项用 ＰＭ黏性项替
换，则得到

ｗｔ＋ｖ·ｗ＝μ·（ｇ（ｗ）ｗ） （４）
其中ｗ＝ΔＩ，ｖ＝⊥Ｉ，函数ｇ是单调递减函数。

２　数值实验
本文将用如下方程进行图像放大

ｗ
ｔ
＋ｖ·ｗ＝μ·（ｇ（ｗ）ｗ），ｗ∈（Ω，ｔ）

ｗ（ｘ，０）＝ｗ０，ｗ∈Ω

ｗ
ｎ
＝０， ｗ∈











 Ω

（５）

２
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其中ｗ０ ＝ΔＩ０，ｖ＝⊥ Ｉ，ｎ是单位外法线向量，函
数ｇ是单调递减函数。方程 （５）扩散稳定并更好
地条件化了运输机制。

对方程 （５）的数值计算，将采用隐式格式，
关于时间用向前差分格式离散

ｗｋ＋１ｉ，ｊ ＋Δｔ（ｖ·ｗ
ｋ＋１）ｉ，ｊ＝

ｗｋ＋１ｉ，ｊ ＋Δｔμ·（ｇ（ｗｋ）ｗ
ｋ＋１）ｉ，ｊ （６）

上式中的黏性项用五点差分格式离散

·（ｇ（ｗｋ）ｗｋ＋１）ｉ，ｊ＝

（ｄ１，０＋ｄ－１，０＋ｄ０，１＋ｄ０，－１）ｗ
ｋ＋１
ｉ，ｊ －∑ｄｍ，ｎｗｋ＋１ｉ＋ｍ，ｊ＋ｎ

（７）
其中，ｄｍ，ｎ ＝ｇ（ｗ

ｋ
ｉ＋ｍ，ｊ＋ｎ－ｗ

ｋ
ｉ，ｊ），（ｍ，ｎ）＝｛（１，０），

（－１，０），（０，１），（０，－１）｝，（６）式中的对流项用

ｍｉｎｍｏｄ格式［１５］。（６）式中ｖ＝ －Ｉ
ｙ
，
Ｉ
( )ｘ，取函

数ｇ为

ｇ（ｓ）＝ １
１＋ｓ２

最后得到的差分方程 （６）用交替方向迭代方法
（ＡＤＩ）求解。

关于Ｐｏｓｓｉｏｎ方程ΔＩｋ＋１＝ｗｋ＋１，采用五点中心
差分格式离散，形成的线性代数方程组 ＡＩｋ＋１ ＝
ｗｋ＋１将用 Ｊａｃｏｂｉ迭代进行求解。与 Ｐｏｓｓｉｏｎ方程不
同，代数方程组中Ａ是ｍｎ×ｍｎ的矩阵，Ｉｋ＋１，ｗｋ＋１

是重新排列后的ｍｎ×１的向量。
计算流程如下：

１）初始ｗ０ ＝ΔＩ０，ｖ０ ＝（－Ｉ
０

ｙ
，
Ｉ０

ｘ
）；

２）利用 （６）得到ｗｋ；
３）求解Ｐｏｓｓｉｏｎ方程得到Ｉｋ；
４）由Ｉｋ计算ｖｋ；
其中 ｋ＝１，２，…，满足一定条件迭代停止，

得到的Ｉｋ是最终的结果。
下面用一些具体的数值实验结果展示模型在图

像放大处理方面的有效性。

实验１　为观察模型在传播过程中的性质，用
热方程 （Ｌａｐｌａｃｅ方程）放大４倍和本文模型放大
４倍，见图１，从结果可以看出，热方程在放大的
同时会产生比较明显的模糊和边缘不分段现象，这

也是一些二阶模型的不足之处，本文模型能一定程

度上改善这一不足。图中围巾有一定的纹理特征，

两模型对纹理都没有体现出较好的处理结果。

实验２　对Ｌｅｎａ（１２８×１２８）的部分图像分别
用文 ［１４，１６，１７］和本文模型进行放大 ２倍处
理，见图２，通过对结果比较的发现，文 ［１４］的

图１　 热方程和本文模型放大效果
Ｆｉｇ１　Ｚｏｏｍｉｎｇｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌ

二阶模型在放大后在鼻梁、嘴唇、帽檐部分出现较

为明显的块状效应，眼珠部分出现了一些灰度的偏

移，在羽饰部分过渡的不够自然。本文和文 ［１６，
１７］四阶模型能改善这些不足，但是都存在下巴
处模糊的情况。

图２　Ｌｅｎａ图放大２倍效果
Ｆｉｇ２　Ｌｅｎａｉｍａｇｅｚｏｏｍｉｎｇｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌ

实验 ３　对 Ｊｅｎｎｉｆｅｒ（１２８×１２８）用文 ［１４，
１６，１７］和本文模型进行放大４倍处理，见图３。
用文 ［１４］模型处理后头发部分的灰度过度和信
息的生成比其它模型要不自然，文 ［１６］的四阶
模型在头发和肩膀边缘部分有块状效应，这因为其

在扩散方向的系数虽然不是常数，但是是一样的。

本文的模型的黏性项也有同样问题，但是有运输

项，能部分改善，但是同四阶模型相比，在放大更

大倍数后，四阶模型的视觉效果会比较自然。

３
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图３　Ｊｅｎｎｉｆｅｒ图放大４倍效果
Ｆｉｇ３　Ｊｅｎｎｉｆｅｒｉｍａｇｅｚｏｏｍｉｎｇｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌ

为了比较各种模型的放大效果，把 Ｃａｍｅｒａ，
Ｐｅｐｐｅｒ和Ｌｅｎａ图像均为 （２５６×２５６）缩小一半，
然后用不同的模型进行放大两倍处理。将 Ｌｅｎａ缩
至１／４，再放大４倍。缩小处理为下采样。在图像
的客观评价体系中，峰值信噪比 （ＰＳＮＲ）是一种
比较接近人眼的视觉效果评价量。均方误差

（ＲＭＳＥ）用来测量放大图像与标准图像的相近程
度，给出模型的相关结果。

ＰＳＮＲ和ＲＭＳＥ的计算公式为

ＰＳＮＲ（ｕ，ｕ０）＝２０ｌｏｇ１０
２５５

ＲＭＳＥ（ｕ，ｕ０( )）
ＲＭＳＥ（ｕ，ｕ０）＝

∑
ｉ，ｊ
（ｕｉ，ｊ－ｕ

０
ｉ，ｊ）

２

槡 ＭＮ

表２　不同模型放大处理的ＰＳＮＲ和ＲＭＳＥ
Ｔａｂｌｅ２　ＰＳＮＲａｎｄＲＭＳＥｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌｓ

图像 倍数
文［１４］模型

ＰＳＮＲＲＭＳＥ

文［１６］模型

ＰＳＮＲＲＭＳＥ

文［１７］模型

ＰＳＮＲＲＭＳＥ

本文模型

ＰＳＮＲＲＭＳＥ

Ｃａｍｅｒａ２ ２５１６１４０４２５２３１３９６２５５５１３４３２５５９１３４２

Ｐｅｐｐｅｒ２ ２９３６ ８６８ ２９４８ ８５４ ３０８５ ７３５３１０２７１０

Ｌｅｎａ ２ ２９０３ ９０５ ２９３０ ８７８ ３０１８ ７８６３０２０７８５

Ｌｅｎａ ４ ２６９０１１５３２６５０１２０３２８０７１０００２８１０９９７

３　结　论
文中提到的模型有运输项和黏性项两种不同的

信息传播方式，该模型是对图像的 Ｌａｐｌａｃｅ光滑度
进行渐变，这与一类通过最小化 Ｌａｐｌａｃｅ光滑度的
变分模型有一些类似，这类模型最终得到一类四阶

方程，本文模型则是依照流体力学方程产生渐变。

流体力学方程在演变一个很小的时间内，渐变具有

一定的相似性，如油滴在水中扩散，在短时间内，

油滴的形态有一定的相似性。通过这样的性质能在

一定程度上保持 Ｌａｐｌａｃｅ光滑度形态，从而达到对
未知信息的猜测。因流体力学方程的特点，模型在

纹理方面效果不理想。实验结果说明模型在图像放

大处理方面的有效性，对锯齿化效应和块状效应有

一定的抑制作用。关于黏性项中扩散函数和黏性系

数的作用还应通过进一步的实验分析清楚。现在有

很多四阶方程模型的研究，能否把黏性项换成四阶

黏性，以及同 ＣＣＤ模型的结合，能否与一些保持
形态的变量相结合，找到更合理的数值计算方法将

是随后的研究应注意的。
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接下来确定Ｄ［Ｂｎ＋２］。
为了使得 （６）式的等号右边 ＶＢｎ＋２－Ｂｎ＋２Ｑ＋

（ｎ＋２）Ｂｎ＋２－Ｂｎ＋１Ｕ
＋∈Ｉｍ（ａｄＵ），则必须有

Ｄ［Ｂｎ＋２］＝
１
ｎ＋２·

Ｄ［Ｂｎ＋１Ｕ
＋－Ｖ·Ａ［Ｂｎ＋２］＋Ａ［Ｂｎ＋２］·Ｑ］　

（１１）
故 （１０） － （１１）式确定了 Ｂｎ＋２ ＝Ｄ［Ｂｎ＋２］＋
Ａ［Ｂｎ＋２］，且Ｂｎ＋２的对角线元素的取值是使得
ＶＢｎ＋２－Ｂｎ＋２Ｑ＋（ｎ＋２）Ｂｎ＋２－Ｂｎ＋１Ｕ

＋∈Ｉｍ（ａｄＵ）
成立。

由归纳假设，我们证明了，存在着 Ｂ０，Ｂ１，Ｂ２，
…，Ｂｎ，Ｂｎ＋１，…满足 （６）式，即满足 （４）式的
形式同构 ^（ｚ）确实存在。

如果给定的 ＣＤＶ－结构还满足条件 Ｄ（１，０） ＝
，则这个形式同构 ^（ｚ）一定是全纯的，而且
^（ｚ）在框架ｅｉ下多对应的矩阵可以表示为
^（ｚ）＝ｄｉａｇ（ｅｘｐ（ｚ珔ｕ１），ｅｘｐ（ｚ珔ｕ２），…，ｅｘｐ（ｚ珔ｕｍ））
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