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马氏转移高敏感均值回复随机微分过程的
欧拉数值解及实证分析应用
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摘　要：高敏感均值回复随机微分方程是一类用途广泛的金融数学模型。将马氏转移机制加入到该模型，研究
带马氏转移高敏感均值回复随机微分方程的欧拉数值解及有关金融应用问题。首先证明该方程存在唯一的全局

正解，其次证明方程的欧拉数值解依概率收敛于方程的真实解。最后应用马氏转移高敏感均值回复随机微分方

程模型研究我国２００７年１月到２０１４年２月７天上海同业拆借利率，利用极大似然法估计模型参数，假设检验结
果表明：相比于高敏感均值回复随机微分方程模型，该马氏转移型模型拟合效果更佳。
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　　在金融市场研究中，短期利率是最基本、最重
要的经济动态变量，常用随机微分方程刻画其动态

行为，比如均值回复随机微分方程 （ＣＫＬＳ），表示
为

　ｄＸ（ｔ）＝λ（μ－Ｘ（ｔ））ｄｔ＋σＸ（ｔ）γｄｗ（ｔ）　 （１）
其中λ，μ，σ，γ为正数。方程 （１）包括许多著名的
模型，比如几何布朗运动模型、Ｃｏｘ模型、ＣＩＲ模
型等，具体参考文献 ［１－６］。

 收稿日期：２０１４－１１－２３
基金项目：国家自然科学基金资助项目 （６１１７４２１２）
作者简介：邹立 （１９８８生），男；研究方向：随机微分方程；Ｅｍａｉｌ：ｚｏｕｌｉｌｉｚｈｉｘｘ＠１２６ｃｏｍ
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Ｃｈａｎ等［７］和Ｎｏｍａｎ［８］分别采用广义矩估计方
法和高斯估计方法基于模型 （１）对美国国债债券
数据进行χ２拟合优度检验，结果都表明拒绝γ≤１
而接受 γ＞１的短期利率模型是合理的。此外，
ＢｕｆｆｉｎｇｔｏｎＥｌｌｉｏｔｔ［９］和 ＹｉｎＺｈｏｕ［１０］研究结果表明方
程 （１）的平均回复速度λ和波动水平σ并不是常
数，而是一个马氏转移过程。基于以上原因，本文

研究具有马氏转移机制的高敏感均值回复随机微分

方程 （简记为 ＲＳＣＫＬＳ），表示如下
ｄＸ（ｔ）＝λ（ｒ（ｔ））（μ（ｒ（ｔ））－Ｘ（ｔ））ｄｔ＋

σ（ｒ（ｔ））Ｘ（ｔ）γｄｗ（ｔ） （２）
以上ｒ（ｔ）是一个右连续有限状态的马氏链过程。

如果γ＞１，方程 （１）的扩散系数不满足线性
增长条件。对此，吴付科［１１］运用李雅普诺夫函数

方法证明了方程 （１）全局正解的存在唯一性。方
程 （２）是方程 （１）的推广，并将用于刻画短期
动态利率，本文首先证明方程 （２）存在唯一的全
局正解。其次，由于方程 （２）在 γ＞１条件下通
常没有解析解，本文也将研究该方程的数值解以及

性质。

在模型 （１）和 （２）中，瞬时利率的动态变
化决定了整个利率期限结构模型的数学形式，但实

际的金融市场上不存在瞬时利率，因而无法得到其

观察值，一般以短期利率来近似瞬时利率。金融市

场上短期利率的品种很多，基于文献 ［１２］ －
［１７］的研究结果，本文选择我国７天上海同业拆
借利率近似瞬时利率，并用极大似然方法估计上述

模型的参数。

１　解的存在性和唯一性
设 （Ω， ， ｔ≥０，Ｐ）为一带流完备概率空间，

σ代数流 ｛ ｔ｝ｔ≥０满足通常条件。ｗ（ｔ）＝（ｗ
１
ｔ，

ｗ２ｔ…ｗ
ｄ
ｔ）是定义在该空间上 ｄ维布朗运动；ｒ（ｔ）为

状态有限的右连续马氏链，其有限状态记为 Ｓ＝
｛１，２…Ｎ｝，生成元Γ＝（κｉｊ）Ｎ×Ｎ由下式给出：

Ｐ（ｒ（ｔ＋Δ）＝ｊ｜ｒ（ｔ）＝ｉ）＝
κｉｊΔ＋ｏ（Δ），ｉ≠ｊ，

１＋κｉｊΔ＋ｏ（Δ），
{ ｉ＝ｊ

（３）

κｉｉ＝－∑
ｉ≠ｊ
κｉｊ （４）

本文假定ｗ（ｔ）和ｒ（ｔ）是两个相互独立的过程。
注意到如果γ＞１，方程 （２）的扩散系数不

满足线性增长条件，但满足局部李普希茨条件。此

外，方程 （２）将用于刻画短期动态利率，需保证
方程的解取正值。为此，论文将运用李雅普诺夫函

数方法证明方程 （２）存在唯一的全局正解。
定理１　假设Ｘ（０）＞０，γ＞１，ｒ（０）＝ｉ０∈Ｓ

给定，如果 λ（·），μ（·），σ（·）为正数，则方程
（２）存在唯一的全局正解。

证明　显然方程 （２）的系数都满足局部李普
希茨条件。对于任意给定的Ｘ（０）＞０，方程 （２）
存在唯一局部解Ｘ（ｔ），即对于 ｔ∈ ［０，τｅ），Ｘ（ｔ）
满足方程 （２），τｅ为爆炸时间。为了证明 Ｘ（ｔ）是
方程 （２）的全局解，只要证明 τｅ ＝∞ 几乎处处
成立。下面定义停时列

τｋ ＝ｉｎｆｔ∈［０，τｅ）：Ｘ（ｔ）
１
ｋ，[ ]{ }ｋ

ｋ＞０且满足 １ｋ＜Ｘ（０）＜ｋ。显然τｋ是关于ｋ的单

调增函数，令τ∞ ＝ｌｉｍｋ→∞τｋ，则有τ∞ ≤τｅ几乎处处

成立。下证Ｐ（τ∞ ＝∞）＝１，为此只需证明对任意
Ｔ＞０，ｌｉｍ

ｋ→∞
Ｐ（τｋ≤Ｔ）＝０。定义函数Ｖ：（０，＋∞）→

［０，＋∞）

Ｖ（ｘ）＝ｘ
１
２ －１－１２ｌｎｘ

显然有Ｖ（Ｘ）≥０，当Ｘ→∞或Ｘ→０时，有Ｖ（Ｘ）→
∞。由伊藤公式，可得

ｄＶ（Ｘ）＝ λ（ｒ（ｔ））
２ （Ｘ－

１
２（ｔ）－Ｘ－１（ｔ））（μ（ｒ（ｔ））{ －

Ｘ（ｔ））＋σ
２（ｒ（ｔ））
４ （１－Ｘ

１
２（ｔ）
２ ）Ｘ２（γ－１）（ｔ}）ｄｔ＋

σ（ｒ（ｔ））
２ （Ｘγ－

１
２（ｔ）－Ｘγ－１（ｔ））ｄｗ（ｔ）

对于任意ｔ∈［０，Ｔ］，有
ＥＶ（Ｘ（ｔ∧τｋ））＝Ｖ（Ｘ（０））＋

Ｅ∫
ｔ∧τｋ

０

λ（ｒ（ｓ））
２ （Ｘ－

１
２（ｓ）－Ｘ－１（ｓ））

（μ（ｒ（ｓ））－Ｘ（ｓ））ｄｓ＋Ｅ∫
ｔ∧τｋ

０

σ２（ｒ（ｓ））
４

（１－Ｘ
１
２（ｓ）
２ ）Ｘ２（γ－１）（ｓ）ｄｓ

令 珔λ＝ｍａｘ
ｉ∈Ｓ
λ（ｉ），珔μ＝ｍａｘ

ｉ∈Ｓ
μ（ｉ），珚σ＝ｍａｘ

ｉ∈Ｓ
σ（ｉ）。

由Ｘ－
１
２ －Ｘ－１≤

０，　０＜ｘ≤１；
１，　ｘ＞{ １

和１－Ｘ２

１
２



１，　０＜ｘ≤４；
０，　ｘ≥{ ４

则有

ＥＶ（Ｘ（ｔ∧τｋ））≤Ｖ（Ｘ（０））＋
珔λＴ
２＋

珔λ珔μＴ
２ ＋珚σ２４２γ－３Ｔ

由期望公式，可知

１６
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ＥＶ（Ｘ（Ｔ∧τｋ））≥Ｐ（τｋ≤Ｔ）（Ｖ（
１
ｋ）∧Ｖ（ｋ））（５）

从而可得

Ｐ（τｋ≤Ｔ）≤
Ｖ（Ｘ（０））＋

珔λＴ
２ ＋

珔λ珔μＴ
２ ＋珚σ２４２γ－３Ｔ

（Ｖ（１ｋ）∧Ｖ（ｋ））

（６）

当ｋ→ ∞ 时，有 Ｖ（１ｋ）∧ Ｖ（ｋ）→ ∞．由此可知

ｌｉｍ
ｋ→∞
Ｐ（τｋ≤Ｔ）＝０得证。

２　欧拉数值解
由于方程 （２）在 γ＞１条件下没有解析解，

本文通过欧拉离散方法构造方程 （２）的数值解，
并证明方程数值解依概率收敛于真实解。

令Δ∈（０，１），ｔｋ＝ｋΔ，ｒΔｋ ＝ｒ（ｋΔ），ｘ０＝Ｘ（０），

Δｗｋ ＝ｗ（ｔｋ＋１）－ｗ（ｔｋ），ｋ＝０，１，２，…，
Ｔ[ ]Δ ，

ｘｋ＋１ ＝ｘｋ＋λ（ｒΔｋ）（ｕ（ｒΔｋ）－ｘｋ）Δ＋σ（ｒΔｋ）ｘｋ γΔｗｋ
（７）

为方便起见，以下给出 （７）的连续时间欧拉数值
解，表示为

ｘ（ｔ）＝ｘ０＋∫
ｔ

０

λ（珋ｒ（ｓ））（μ（珋ｒ（ｓ））－珋ｘ（ｓ））ｄｓ＋

∫
ｔ

０

σ（珋ｒ（ｓ）） 珋ｘ（ｓ）γｄｗ（ｓ） （８）

其中阶梯函数

珋ｘ（ｔ）＝∑
Ｔ[ ]Δ －１

０
ｘｋ１［ｔｋ，ｔｋ＋１）（ｔ） （９）

珋ｒ（ｔ）＝∑
Ｔ[ ]Δ －１

０
ｒΔｋ１［ｔｋ，ｔｋ＋１）（ｔ）

显然有珋ｘ（ｔ）＝ｘｋ，珋ｒ（ｔ）＝ｒΔｋ，ｔ∈［ｔｋ，ｔｋ＋１），ｋ＝０，１，

２，…， Ｔ[ ]Δ 。接下来证明当Δ→０时，方程 （２）的

欧拉数值解和连续欧拉数值解都依概率收敛于方程

的真实解。

定理２　设Ｘ（ｔ）是方程 （２）的解，ｘ（ｔ）是方
程 （８）的解，则对于任意δ，ε＞０，有

Ｐ（ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

Ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ）２≥δ）＜ε （１０）

　　证明　定理证明分为四步。第一步：定义停时
列τｋ，由 （６）式知，

Ｐ（τｋ≤Ｔ）≤
Ｖ（Ｘ（０））＋

珔λＴ
２ ＋

珔λ珔μＴ
２ ＋珚σ２４２γ－３Ｔ

（Ｖ（１ｋ）∧Ｖ（ｋ））

　 　 第 二 步： 定 义 停 时 列 ρｋ ＝

ｉｎｆｔ∈［０，Ｔ］：ｘ（ｔ） １
ｋ，[ ]{ }ｋ 。由伊藤公式，可

得

ＥＶ（ｘ（ｔ∧ρｋ））＝Ｖ（ｘ０）＋Ｅ∫
ｔ∧ρ
ｋ

０

λ（珋ｒ（ｓ））
２ ·

（ｘ－
１
２（ｓ）－ｘ－１（ｓ））（μ（珋ｒ（ｓ））－珋ｘ（ｓ））ｄｓ＋

Ｅ∫
ｔ∧ρ
ｋ

０

σ２（珋ｒ（ｓ））
４ （ｘ－２－ｘ

－３２（ｓ）
２ ）珋ｘ２γ（ｓ）ｄｓ≤

Ｖ（ｘ０）＋
珔λ珔μ
２Ｅ∫

ｔ∧ρ
ｋ

０

（ｘ－
１
２（ｓ）－ｘ－１（ｓ））ｄｓ＋

珔λ
２Ｅ∫

ｔ∧ρ
ｋ

０

（１－ｘ
１
２（ｓ））ｄｓ＋

珔λ
２Ｅ∫

ｔ∧ρ
ｋ

０

（ｘ－
１
２（ｓ）－ｘ－１（ｓ））（ｘ（ｓ）－珋ｘ（ｓ））ｄｓ＋

珚σ２
４Ｅ∫

ｔ∧ρ
ｋ

０

（１－ｘ
１
２（ｓ））ｘ２（γ－１）（ｓ）ｄｓ＋

珚σ２
４Ｅ∫

ｔ∧ρ
ｋ

０

（ｘ－２（ｓ）－ｘ－
３
２（ｓ））（ｘ２γ（ｓ）－珋ｘ２γ（ｓ））ｄｓ

（１１）

当ｘ（ｔ）∈ １
ｋ，[ ]ｋ时，显然有珋ｘ（ｔ）∈ １

ｋ，[ ]ｋ。由此可
得

ＥＶ（ｘ（ｔ∧ρｋ））≤Ｖ（ｘ０）＋
珔λ珔μＴ
２ ＋

珔λＴ
２ ＋

珚σ２４２γ－３Ｔ＋

珔λ
２（ｋ＋ｋ

１
２）Ｅ∫

ｔ∧ρ
ｋ

０

ｘ（ｓ）－珋ｘ（ｓ）ｄｓ＋

珚σ２
４（ｋ

２＋ｋ
３
２）Ｅ∫

ｔ∧ρ
ｋ

０

ｘ２γ（ｓ）－珋ｘ２γ（ｓ）ｄｓ

注意到γ＞１，由局部的李普希茨条件，可知
｜ｘ２γ（ｓ）－珋ｘ２γ（ｓ）｜≤ｃ１（ｋ）ｘ（ｓ）－珋ｘ（ｓ）２≤

ｃ２（ｋ）ｘ（ｓ）－珋ｘ（ｓ）
进而

ＥＶ（ｘ（ｔ∧ρｋ））≤Ｖ（ｘ０）＋
珔λ珔μＴ
２ ＋

珔λＴ
２ ＋

珚σ２４２γ－３Ｔ＋ｃ３（ｋ）Ｅ∫
ｔ∧ρ
ｋ

０

ｘ（ｓ）－珋ｘ（ｓ）ｄｓ（１２）

对于任意ｓ∈［０，ｔ∧ρｋ］，有
ｘ（ｓ）－珋ｘ（ｓ）＝ｘ（ｓ）－ｘ［ｓΔ］ ＝

λ（［ｓΔ
］Δ）（μ（［ｓΔ

］Δ）－ｘ［ｓΔ］）·

２６
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（ｓ－［ｓ
Δ
］Δ）＋σ（［ｓΔ

］Δ）ｘ［ｓΔ］
γ（ｗ（ｓ）－

ｗ（［ｓ
Δ
］Δ））≤珔λ（珔μ＋ｋ）Δ＋珔σｋγ ｗ（ｓ）－ｗ（［ｓ

Δ
］Δ）

由于Δ∈（０，１），可知

Ｅ∫
ｔ∧ρ
ｋ

０

ｘ（ｓ）－珋ｘ（ｓ）ｄｓ≤ 珔λ（珔μ＋ｋ）ΔＴ＋

珚σｋγＥ∫
ｔ∧ρ
ｋ

０

ｗ（ｓ）－ｗ（［ｓ
Δ
］Δ）ｄｓ≤

珔λ（珔μ＋ｋ）ΔＴ＋珚σｋγＴΔ
１
２≤

（珔λ（珔μ＋ｋ）＋珚σｋγ）ＴΔ
１
２ （１３）

由 （１２）式和 （１３）式可知

ＥＶ（ｘ（ｔ∧ρｋ））≤Ｖ（ｘ０）＋
珔λ珔μＴ
２ ＋

珔λＴ
２ ＋

珚σ２４２γ－３Ｔ＋ｃ４（ｋ）Δ
１
２

类似 （５）式知，
Ｐ（ρｋ≤Ｔ）≤

Ｖ（Ｘ（０））＋
珔λＴ
２ ＋

珔λ珔μＴ
２ ＋珚σ２４２γ－３Ｔ＋ｃ４（ｋ）Δ

１
２

（Ｖ（１ｋ）∧Ｖ（ｋ））

（１４）
　　第三步：令θｋ ＝τｋ∧ρｋ，下证

Ｅ（ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

ｔ∧θｋ）－ｔ∧θｋ）
２）≤ｃ５（ｋ）Δ

（１５）
对于任意ｔ∈［０，Ｔ］，有

ｔ∧θｋ）－ｔ∧θｋ）
２ ＝ ∫

ｔ∧θｋ

０
λ（ｒ（ｓ））μ（ｒ（ｓ））[{ －

λ（珋ｒ（ｓ））μ（珋ｒ（ｓ））－λ（ｒ（ｓ））Ｘ（ｓ）＋λ（珋ｒ（ｓ））珋ｘ（ｓ]）ｄｓ＋

∫
ｔ∧θｋ

０

（σ（ｒ（ｓ））Ｘγ（ｓ）－σ（珋ｒ（ｓ））珋ｘγ（ｓ））ｄｗ（ｓ}）２
≤

３［∫
ｔ∧θｋ

０

λ（ｒ（ｓ））μ（ｒ（ｓ））－λ（珋ｒ（ｓ））μ（珋ｒ（ｓ））ｄｓ］２＋

３［∫
ｔ∧θｋ

０

（λ（ｒ（ｓ））Ｘ（ｓ）－λ（珋ｒ（ｓ））珋ｘ（ｓ）ｄｓ］２＋

３［∫
ｔ∧θｋ

０

（σ（ｒ（ｓ））Ｘγ（ｓ）－σ（珋ｒ（ｓ））珋ｘγ（ｓ））ｄｗ（ｓ）］２

因此，对于任意ｔ１∈［０，Ｔ］，可知
Ｅ（ｓｕｐ

０≤ｔ≤ｔ１
ｔ∧θｋ）－ｔ∧θｋ）

２）≤

３ＴＥ∫
ｔ１∧θｋ

０

［λ（ｒ（ｓ））μ（ｒ（ｓ））－λ（珋ｒ（ｓ））μ（珋ｒ（ｓ））］２ｄｓ＋

３ＴＥ∫
ｔ１∧θｋ

０

［λ（ｒ（ｓ））Ｘ（ｓ）－λ（珋ｒ（ｓ））珋ｘ（ｓ）］２ｄｓ＋

３Ｅｓｕｐ
０≤ｔ≤ｔ１
［∫
ｔ∧θｋ

０

（σ（ｒ（ｓ））Ｘγ（ｓ）－σ（珋ｒ（ｓ））珋ｘγ（ｓ））ｄｗ（ｓ）］２

令

Ａ（ｔ）＝３ＴＥ∫
ｔ１∧θｋ

０

［λ（ｒ（ｓ））μ（ｒ（ｓ））－

λ（珋ｒ（ｓ））μ（珋ｒ（ｓ））］２ｄｓ，

Ｂ（ｔ）＝３ＴＥ∫
ｔ１∧θｋ

０

［λ（ｒ（ｓ））Ｘ（ｓ）－λ（珋ｒ（ｓ））珋ｘ（ｓ）］２ｄｓ，

Ｄ（ｔ）＝３Ｅｓｕｐ
０≤ｔ≤ｔ１

［∫
ｔ∧θｋ

０

（σ（ｒ（ｓ））Ｘγ（ｓ）－

σ（珋ｒ（ｓ））珋ｘγ（ｓ））ｄｗ（ｓ）］２，

Ａ（ｔ）≤３ＴＥ∑
［
Ｔ
Δ］

ｄ＝０
∫
ｔｄ＋１

ｔｄ

４珔λ２珔μ２（１ｒ（ｓ）≠ｒ（ｔｄ））ｄｓ≤

１２珔λ２珔μ２∑
［
Ｔ
Δ］

ｄ＝０
∫
ｔｄ＋１

ｔｄ

Ｅ（１ｒ（ｓ）≠ｒ（ｔｄ））ｄｓ≤

１２珔λ２珔μ２∑
［
Ｔ
Δ］

ｄ＝０
∫
ｔｄ＋１

ｔｄ

Ｐ（ｒ（ｓ）≠ｒ（ｔｄ））ｄｓ≤

１２珔λ２珔μ２∑
［
Ｔ
Δ］

ｄ＝０
∫
ｔｄ＋１

ｔｄ

∑
ｉ∈Ｓ
Ｐ（ｒ（ｔｄ）＝ｉ）·

Ｐ（ｒ（ｓ）≠ｉ｜ｒ（ｔｄ）＝ｉ）ｄｓ
由 （３）式和 （４）式可得

Ａ（ｔ）≤１２珔λ２珔μ２∑
［
Ｔ
Δ］

ｄ＝０
∫
ｔｄ＋１

ｔｄ

∑
ｉ∈Ｓ
Ｐ（ｒ（ｔｄ）＝ｉ）

（∑
ｉ≠ｊ
κｉｊ（ｓ－ｔｄ）＋ｏ（ｓ－ｔｄ））ｄｓ≤

１２珔λ２珔μ２∑
［
Ｔ
Δ］

ｄ＝０
∫
ｔｄ＋１

ｔｄ

（（ｍａｘκｉｉ）Δ
１≤ｉ≤Ｎ

＋ｏ（Δ））ｄｓ≤

ｃ６（ｋ）Δ＋ｏ（Δ） （１６）

Ｂ（ｔ）≤６ＴＥ∫
ｔ１∧θｋ

０

［（λ（ｒ（ｓ））－λ（珋ｒ（ｓ）））Ｘ（ｓ）］２ｄｓ＋

６ＴＥ∫
ｔ１∧θｋ

０

［λ（珋ｒ（ｓ））（Ｘ（ｓ）－珋ｘ（ｓ））］２ｄｓ≤

６Ｔｋ２Ｅ∫
ｔ１∧θｋ

０

［λ（ｒ（ｓ））－λ（珋ｒ（ｓ））］２ｄｓ＋

１２珔λ２ＴＥ∫
ｔ１∧θｋ

０

（Ｘ（ｓ）－ｘ（ｓ））２ｄｓ＋

１２珔λ２ＴＥ∫
ｔ１∧θｋ

０

（ｘ（ｓ）－珋ｘ（ｓ））２ｄｓ

３６
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类似 （１６）式，可导出

Ｅ∫
ｔ１∧θｋ

０

［λ（ｒ（ｓ））－λ（珋ｒ（ｓ））］２ｄｓ≤

ｃ７（ｋ）Δ＋ｏ（Δ） （１７）
由 （１３）式和 （１７）式进一步得到，

Ｂ（ｔ）≤ｃ８（ｋ）Δ＋ｏ（Δ）＋１２珔λ
２Ｔｃ９（ｋ）Δ＋

１２珔λ２ＴＥ∫
ｔ１∧θｋ

０

（Ｘ（ｓ）－ｘ（ｓ））２ｄｓ （１８）

由ＢＤＧ不等式和 Ｈ̈ｏｌｄｅｒ不等式，可知

Ｄ（ｔ）≤１２Ｅ∫
ｔ１∧θｋ

０

（σ（ｒ（ｓ））Ｘγ（ｓ）－σ（珋ｒ（ｓ））珋ｘγ（ｓ））２ｄｓ≤

２４Ｅ∫
ｔ１∧θｋ

０

［σ（珋ｒ（ｓ）（Ｘγ（ｓ）－珋ｘγ（ｓ））］２ｄｓ＋

２４Ｅ∫
ｔ１∧θｋ

０

（σ（ｒ（ｓ））－σ（珋ｒ（ｓ））Ｘγ（ｓ））２ｄｓ≤

４８珚σ２Ｅ∫
ｔ１∧θｋ

０

（Ｘγ（ｓ）－ｘγ（ｓ））２ｄｓ＋

４８珚σ２Ｅ∫
ｔ１∧θｋ

０

（ｘγ（ｓ）－珋ｘγ（ｓ））２ｄｓ＋

２４ｋ２γＥ∫
ｔ１∧θｋ

０

（σ（ｒ（ｓ））－σ（珋ｒ（ｓ）））２ｄｓ

由局部的李普希茨条件，可知

ｘγ（ｓ）－珋ｘγ（ｓ）２≤ｋ２（γ－１） ｘ（ｓ）－珋ｘ（ｓ）２，

Ｘγ（ｓ）－ｘγ（ｓ）２≤ｋ２（γ－１） Ｘ（ｓ）－ｘ（ｓ）２

进而可得

Ｄ（ｔ）≤４８珚σ２γ２ｋ２（γ－１）Ｅ∫
ｔ１∧θｋ

０

（Ｘ（ｓ）－ｘ（ｓ））２ｄｓ＋

４８珚σ２γ２ｋ２（γ－１）Ｅ∫
ｔ１∧θｋ

０

（ｘ（ｓ）－珋ｘ（ｓ））２ｄｓ＋

２４ｋ２γＥ∫
ｔ１∧θｋ

０

（σ（ｒ（ｓ））－σ（珋ｒ（ｓ）））２ｄｓ

类似 （１６）式，可导出

Ｅ∫
ｔ１∧θｋ

０

［σ（ｒ（ｓ））－σ（珋ｒ（ｓ））］２ｄｓ≤ｃ１０（ｋ）Δ＋ｏ（Δ）

结合 （１８）式可进一步得到
Ｄ（ｔ）≤ｃ１１（ｋ）Δ＋ｏ（Δ）＋

４８珚σ２γ２ｋ２（γ－１）Ｅ∫
ｔ１∧θｋ

０

（Ｘ（ｓ）－ｘ（ｓ））２ｄｓ（１９）

由 （１６）式、（１８）式和 （１９）式可知
Ｅ（ｓｕｐ
０≤ｔ≤ｔ１

ｔ∧θｋ）－ｔ∧θｋ）
２）≤ｃ１２（ｋ）Δ＋ｏ（Δ）＋

（１２珔λ２Ｔ＋４８γ２珚σ２ｋ２（γ－１））Ｅ∫
ｔ１∧θｋ

０

（Ｘ（ｓ）－ｘ（ｓ））２ｄｓ

由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式知 （１５）式成立。
第四步：对于任意 δ，ε∈ （０，１），令 珚Ω ＝｛ω：

ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

Ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ）２≥δ｝。由 （１５）式，有

δＰ（珚Ω∩（θｋ≥Ｔ））＝δＥ（１（θｋ≥Ｔ）１珚Ω）≤
Ｅ（１（θｋ≥Ｔ） ｓｕｐ

０≤ｔ≤ｔ∧θｋ
Ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ）２）≤

Ｅ（ ｓｕｐ
０≤ｔ≤ｔ∧θｋ

Ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ）２）≤ｃ５（ｋ）Δ

结合 （６）式、（１４）式可得
Ｐ（珚Ω）≤Ｐ（珚Ω∩（θｋ≥Ｔ））＋Ｐ（θｋ≤Ｔ）≤
Ｐ（珚Ω∩（θｋ≥Ｔ））＋Ｐ（τｋ≤Ｔ）＋Ｐ（ρｋ≤Ｔ），

Ｐ（珚Ω）≤
ｃ５（ｋ）Δ
δ

＋

２Ｖ（Ｘ（０））＋珔λＴ＋珔λ珔μＴ＋２珚σ２４２γ－３Ｔ＋ｃ４（ｋ）Δ
１
２

（Ｖ（１ｋ）∧Ｖ（ｋ））

注意到ｋ→∞时，有Ｖ １( )ｋ∧Ｖ（ｋ）→∞。取充分
大的ｋ使得

２Ｖ（Ｘ（０））＋珔λＴ＋珔λ珔μＴ＋２珚σ２４２γ－３Ｔ

（Ｖ（１ｋ）∧Ｖ（ｋ））
＜ε２

固定上述ｋ，再取充分小的Δ满足

ｃ５（ｋ）Δ
δ

＋
ｃ４（ｋ）Δ

１
２

（Ｖ（１ｋ）∧Ｖ（ｋ））
＜ε２

则Ｐ（珚Ω）＝Ｐ（ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

Ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ）２≥δ）＜ε得证。

定理３　设 Ｘ（ｔ）是方程 （２）的解，珋ｘ（ｔ）为
（９）式表示的阶梯函数。对于任意δ，ε＞０有

Ｐ（ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

Ｘ（ｔ）－珋ｘ（ｔ）≥δ）＜ε

　　证明　对于任意ｔ∈［０，Ｔ］，易知
ｘ（ｔ∧ρｋ）－珋ｘ（ｔ∧ρｋ）＝

∫
ｔ∧ρ
ｋ

［
ｔ∧ρｋ
Δ ］Δ

（λ（珋ｒ（ｓ））（ｕ（（珋ｒ（ｓ））－珋ｘ（ｓ））ｄｓ＋

∫
ｔ∧ρ
ｋ

［
ｔ∧ρｋ
Δ ］Δ

σ（珋ｒ（ｓ））珋ｘ（ｓ）γｄｗ（ｓ）

进而

ｘ（ｔ∧ρｋ）－珋ｘ（ｔ∧ρｋ）
２≤４珔λ２（珔μ２＋ｋ２）Δ２＋

２珚σ２ｋ２γ ｗ（ｔ∧ρｋ）－ｗ（［
ｔ∧ρｋ
Δ
］Δ）

２

由此推出

Ｅ（ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

ｘ（ｔ∧ρｋ）－珋ｘ（ｔ∧ρｋ）
２）≤４珔λ２（珔μ２＋ｋ２）Δ２＋

４６
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２珚σ２ｋ２γＥ（ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

ｗ（ｔ∧ρｋ）－ｗ（［
ｔ∧ρｋ
Δ
］Δ）

２

）

（２０）
由Ｄｏｏｂ鞅不等式，可知

Ｅ（ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

ｗ（ｔ）－ｗ（［ｔ
Δ
］Δ）

４
）＝

Ｅ（ ｓｕｐ
０≤ｋ≤［ＴΔ］－１

ｓｕｐ
ｋΔ≤ｔ≤（ｋ＋１）Δ

ｗ（ｔ）－ｗ（ｋΔ）４）≤

∑
［
Ｔ
Δ］－１

ｋ＝０
Ｅ（ ｓｕｐ

ｋΔ≤ｔ≤（ｋ＋１）Δ
ｗ（ｔ）－ｗ（ｋΔ）４）≤

∑
［
Ｔ
Δ］－１

ｋ＝０
（
４
３）

４Ｅｗ（（ｋ＋１）Δ）－ｗ（ｋΔ）４≤

（
４
３）

４×３ΔＴ

由Ｌｙａｐｕｎｏｖ不等式，可得

Ｅ（ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

ｗ（ｔ∧ρｋ）－ｗ（［
ｔ∧ρｋ
Δ
］Δ）

２

）≤

［Ｅ（ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

ｗ（ｔ∧ρｋ）－ｗ（［
ｔ∧ρｋ
Δ
］Δ）

４

］
１
２≤

（
４
３）

２×（３ＴΔ）
１
２ （２１）

由 （２０）式、（２１）式可知
Ｅ（ｓｕｐ

０≤ｔ≤Ｔ
ｘ（ｔ∧ρｋ）－珋ｘ（ｔ∧ρｋ）

２）≤

ｃ１３（ｋ）Δ
１
２ （２２）

对 于 任 意 δ，ε ∈ （０，１）， 令 Ω ＝ ｛ω：
ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

ｘ（ｔ）－珋ｘ（ｔ）２≥δ｝。由 （２２）式，有

δＰ（Ω∩（ρｋ≥Ｔ））＝δＥ（１（ρｋ≥Ｔ）１Ω）≤
Ｅ（１（ρｋ≥Ｔ） ｓｕｐ

０≤ｔ≤Ｔ∧ρｋ
ｘ（ｔ）－珋ｘ（ｔ）２）≤

Ｅ（ ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ∧ρｋ

ｘ（ｔ）－珋ｘ（ｔ）２）≤ｃ１３（ｋ）Δ
１
２

结合 （１４）式可得
Ｐ（Ω）≤Ｐ（Ω∩（ρｋ≥Ｔ））＋

Ｐ（ρｋ≤Ｔ）≤
ｃ１３（ｋ）Δ

１
２

δ
＋

Ｖ（Ｘ（０））＋
珔λＴ
２ ＋

珔λ珔μＴ
２ ＋珚σ２４２γ－３Ｔ＋ｃ４（ｋ）Δ

１
２

（Ｖ（１ｋ）∧Ｖ（ｋ））

当ｋ→∞时，有Ｖ（１ｋ）∧Ｖ（ｋ）→∞。当ｋ充分大

时，有

Ｖ（Ｘ（０））＋
珔λＴ
２ ＋

珔λ珔μＴ
２ ＋珚σ２４２γ－３Ｔ

（Ｖ（１ｋ）∧Ｖ（ｋ））
＜ε４

固定上面充分大的ｋ，取充分小的Δ得到

ｃ１３（ｋ）Δ
１
２

δ
＋

ｃ４（ｋ）Δ
１
２

（Ｖ（１ｋ）∧Ｖ（ｋ））
＜ε４

由此可知

Ｐ（Ω）＝Ｐ（ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

ｘ（ｔ）－珋ｘ（ｔ）２≥δ）＜ε２
（２３）

注意到，

Ｐ（ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

Ｘ（ｔ）－珋ｘ（ｔ）≥δ）≤

Ｐ（ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

ｘ（ｔ）－珋ｘ（ｔ）≥

δ
２）＋Ｐ（ｓｕｐ０≤ｔ≤Ｔ

Ｘ（ｔ）－ｘ（ｔ）≥ δ
２）

由 （１０）式和 （２３）式可知Ｐ（ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

Ｘ（ｔ）－珋ｘ（ｔ）≥

δ）＜ε得证。

３　实证分析
３１　数据的选取和处理

本文选取７天上海银行间同业拆借利率数据，
样本区间为 ２００７年 １月到 ２０１４年 ２月，每年有
２５０个样本，共有１７８８个样本①。选择７天上海
银行间同业拆借利率有两个理由：一是７天同业拆
借利率具有高敏感波动水平；二是上海同业拆借利

率处于市场最基准的地位，直接受市场利率化的影

响。

由于上海银行间同业拆借利率的统计数据是按

单利录入的，因此在应用中应将它转换为等价连续

复利的数值，转换公式

Ｘｃ（ｔ）＝ｌｎ１＋
Ｘ（ｔ）( )５２

×５２

其中Ｘｃ表示连续复利形式的利率。
３２　ＲＳＣＫＬＳ模型的建立

首先对方程 （２）进行欧拉离散化处理，得到
方程的离散形式

Ｘｔ＋１ ＝Ｘｔ＋λ（ｒｔ）（μ（ｒｔ）－Ｘｔ）Δ＋σ（ｒｔ）Ｘγｔεｔ
其中 εｔ：ｉ．ｉ．ｄ．～Ｎ（０，１），λ，μ，σ都依赖于马氏转
移的状态变量ｒｔ，Δ是时间间隔。

假设ｒｔ有两个不同的状态量１和２，为了便于
解释模型 （２），假定在每个状态下的短期利率都
服从条件正态分布。因此 Ｘｔ条件分布为一个混合
正态分布，表示如下

Ｘｔ＋１｜Φｔ～
Ｎ（Ｘｔ＋λ１（μ１－Ｘｔ）Δ，σ

２
１Ｘ
２γ
ｔ），ｒｔ＝１，

Ｎ（Ｘｔ＋λ２（μ２－Ｘｔ）Δ，σ
２
２Ｘ
２γ
ｔ），ｒｔ＝

{ ２

５６

① 数据来源于ｈｔｔｐ：∥ｗｗｗ．ｓｈｉｂｏｒ．ｏｒｇ／ｓｈｉｂｏｒ／ｗｅｂ／
ｈｔｍｌ／．
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一般地，假定ｒｔ服从一阶马氏链，其转移概率为
Ｐ（ｒｔ＋１ ＝１｜ｒｔ＝１）＝ｐ，
Ｐ（ｒｔ＋１ ＝２｜ｒｔ＝１）＝１－ｐ，

Ｐ（ｒｔ＋１＝２｜ｒｔ＝２）＝ｑ，Ｐ（ｒｔ＋１＝１｜ｒｔ＝２）＝１－ｑ．
假设Ｘ１已知，Φｔ为到时间ｔ为止的信息集，并且马
氏链ｒｔ在ｔ＝１时刻以稳态概率开始，即

Ｐ（ｒ１ ＝１｜Φ１）＝
１－ｑ
２－ｐ－ｑ，

Ｐ（ｒ１ ＝２｜Φ１）＝
１－ｐ
２－ｐ－ｑ

由全概率公式，可得

ｐ１ｔ＝Ｐ（ｒｔ＝１｜Φｔ－１）＝
１－ｑ
２－ｐ－ｑ，

ｐ２ｔ＝Ｐ（ｒｔ＝２｜Φｔ－１）＝
１－ｐ
２－ｐ－ｑ，ｔ≥２

本文利用极大似然法估计模型参数，对数似然函数

可有如下形式：

Ｌ＝∑
Ｔ

ｔ＝１
ｌｎｐ１ｔ

１
２πσ１槡 ｔ

ｅｘｐ［－
（Ｘｔ－μ１ｔ）

２

２σ１ｔ
］{ ＋

ｐ２ｔ
１
２πσ２槡 ｔ

ｅｘｐ［－
（Ｘｔ－μ２ｔ）

２

２σ２ｔ }］
３３　模型检验方法

在ＲＳＣＫＬＳ模型中，ｐ和ｑ是不可识别的参数，
模型是否表现非线性需作进一步检验。本文主要采

用两种检验方法：一种是检验 ＲＳＣＫＬＳ模型是否
非线性的Ｈａｎｓｅｎ似然比检验，另一种是检验参数
是否显著的Ｗａｌｄ检验。

Ｈａｎｓｅｎ［２１］表明在研究马氏转移模型时，由于
引入不可识别的参数，传统的似然比检验统计量检

验并不适用于该模型，此时似然比统计量的分布是

渐近有偏于传统的经典分布，基于以上原因，本文

考虑Ｈａｎｓｅｎ似然比检验。假设检验为：
Ｈ０：ＣＫＬＳ模型；　　　Ｈ１：ＲＳＣＫＬＳ模型
检验统计量ＬＲ＝Ｌ（ｑ）－Ｌ（ｑ０）～χ

２（ｋ）
其中Ｌ（ｑ）表示ＲＳＣＫＬＳ模型在给定参数估计

下的对数似然值，Ｌ（ｑ０）表示 ＣＫＬＳ模型在给定参
数估计下的对数似然值，ｋ为两个模型参数个数之
差。在原假设成立时，ＬＲ渐近服从自由度为ｋ的卡
方分布。

Ｗａｌｄ检验主要检验 ＲＳＣＫＬＳ模型的参数稳定
性。考虑以下四个假设检验，

Ｈ１０：ｐ＝１－ｑ；Ｈ
２
０：λ１ ＝λ２；

Ｈ３０：μ１ ＝μ２；Ｈ
４
０：σ１ ＝σ２

Ｗａｌｄ检验统计量分别为：
Ζ１（^ｐ＝１－ｑ^）＝

（^ｐ－（１－ｑ^））２
Ｖａｒ（^ｐ）＋Ｖａｒ（^ｑ）－２Ｃｏｖ（^ｐ，^ｑ）～χ

２（１），

Ζ２（^λ１ ＝λ^２）＝
（^λ１－λ^２）

２

Ｖａｒ（^λ１）＋Ｖａｒ（^λ２）－２Ｃｏｖ（^λ１，^λ２）
～χ２（１），

Ζ３（^μ１ ＝μ^２）＝
（^μ１－μ^２）

２

Ｖａｒ（^μ１）＋Ｖａｒ（^μ２）－２Ｃｏｖ（^μ１，^μ２）
～χ２（１），

Ζ４（^σ１ ＝σ^２）＝
（^σ１－σ^２）

２

Ｖａｒ（^σ１）＋Ｖａｒ（^σ２）－２Ｃｏｖ（^σ１，^σ２）
～χ２（１）

以上Ｖａｒ（^ｐ）为估计量 ｐ^的方差函数，Ｃｏｖ（^ｐ，^ｑ）是
估计量 ｐ^和 ｑ^的协方差函数。若拒绝原假设Ｈｉ０，ｉ＝
１，２，３，４，则表明两个估计量在一定水平下显著，
否则表明参数估计量没有明显的差异。

３４　模型估计结果
表１给出了ＣＫＬＳ模型和ＲＳＣＫＬＳ模型的参数

估计值。如表所示，两种模型的波动水平都呈现高

敏感，ＬＲ的值大于在５％水平下的临界值，故拒绝
原假设。ＲＳＣＫＬＳ模型存在非线性，在不同的状态
中，该参数对应各自均值回复过程也呈现不同的非

对称性。在 Ｗａｌｄ检验中，用 Ｈｅｓｓｉｏｎ矩阵近似求
解，最后得到Ｚ１，Ｚ２，Ｚ３，Ｚ４分别为０００１５，１１９４，
１３８２０，９９３１１，表明参数估计量在５％水平下都
显著，佐证了ＲＳＣＫＬＳ模型设定的稳健性。

表１　 ＲＳＣＫＬＳ模型和ＣＫＬＳ模型参数估计
Ｔａｂｌｅ１　ＲＳＣＫＬＳｍｏｄｅｌａｎｄＣＫＬＳｍｏｄｅｌｐａｒａｍｅｔｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ

参数 ＲＳＣＫＬＳ模型 参数 ＣＫＬＳ模型

ｐ
ｑ

０３３１１
０７８３４

λ ０５００

λ１
λ２

１０８５０
０５６６９

μ ３２５０

μ１
μ２

６１６１５
０１３２３

σ １４９５

σ１
σ２

２７５３０
０５１０８

γ １５６６

γ
ＬｏｇＬ

１９１８３
１９５８１４

ＬｏｇＬ １３３９４１

图１和图２分别表示两种模型估计对比图和绝
对残差图，表２给出ＣＫＬＳ模型和ＲＳＣＫＬＳ模型拟
合结果与原数据绝对误差的均值和标准差。由表所

示，相比于用ＣＫＬＳ模型拟合７天上海同业拆借利
率，ＲＳＣＫＬＳ模型拟合效果更佳。
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图１　两种模型估计效果对比
Ｆｉｇ１　Ｃｏｍｐａｒｅｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｄｅｆｆｅｃｔｏｆｔｗｏｍｏｄｅｌｓ

图２　两种模型绝对误差
Ｆｉｇ２　Ａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒｏｆｔｗｏｍｏｄｅｌｓ

表２　两种模型拟合结果与原数据的绝对

误差的均值和标准差

Ｔａｂｌｅ２　 Ｍｅａｎａｎｄｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆａｂｓｏｌｕｔｅｅｒｒｏｒ

ｃｏｍｐａｒｅｔｗｏｍｏｄｅｌｓｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｗｉｔｈｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｄａｔａ

模型 均值 标准差

ＣＫＬＳ模型 ０００６２３７ ００５１９３
ＲＳＣＫＬＳ模型 ０００４８１１ ００４７９３

４　结　语
本文将马氏转移机制加入高敏感均值回复随机

微分方程模型，证明了马氏转移的高敏感均值回复

随机微分方程存在唯一的全局正解和欧拉数值解依

概率收敛于方程的真实解。通过对７天上海同业拆
借利率进行建模、估计和结果比较，相比于高敏感

均值回复随机微分方程模型，马氏转移的高敏感均

值回复随机微分方程模型模拟效果更佳。本文提出

的马氏转移模型为研究短期利率动态变化，尤其是

在高敏感波动水平情形下利率动态变化提供了新的

依据。
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