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具有 Ｂａｎａｃｈ代数的锥度量空间上
拟压缩映射的新不动点定理
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摘　要：以Ｂａｎａｃｈ代数取代Ｂａｎａｃｈ空间作为锥度量空间的底空间，引入具有Ｂａｎａｃｈ代数的锥度量空间，在正
规性条件下已经得到了关于拟压缩映射的不动点定理。删去正规性条件，利用ｃ－序列理论同样得到了拟压缩映
射的不动点存在唯一性，主要结果改进和推广了相关文献的一些结论。
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　　设（Ｘ，ｄ）为完备度量空间。映射 Ｔ：Ｘ→ Ｘ称
为一个拟压缩映射 （简称拟压缩），如果存在 ｋ∈
（０，１），对任意ｘ，ｙ∈Ｘ，总有

ｄ（Ｔｘ，Ｔｙ）≤ｋｍａｘ｛ｄ（ｘ，ｙ），ｄ（ｘ，Ｔｘ），
ｄ（ｙ，Ｔｙ），ｄ（ｘ，Ｔｙ），ｄ（ｙ，Ｔｘ）｝

Ｃｉｒｉｃ［１］引入此定义并且将它作为更广泛的一类压缩

映射进行研究。他证明了一个著名的结果：完备度

量空间上任意拟压缩映射必有唯一的不动点。２００７
年，Ｈｕａｎｇ等［２］引入锥度量空间，推广了通常的度

量空间。近年来，一些作者在锥度量空间中研究拟

压缩映射，得到了一些重要结果，见文 ［３－７］。
最近，刘浩等［８］引入具有 Ｂａｎａｃｈ代数的锥度
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量空间，在正规性的条件下得到了关于拟压缩映射

的不动点定理。本文则删去了文 ［８］中正规性条
件，利用ｃ－序列理论同样得到了拟压缩映射的不
动点存在唯一性，其主要结果改进了和推广了相关

文献的一些结论。

自锥度量空间提出后，一些作者就映射的不动

点存在性研究了锥度量空间是否等价于度量空间的

问题，见文 ［９－１２］。正如文 ［１３］所言，我们
可以断言具有 Ｂａｎａｃｈ代数 Ａ的锥度量空间 （Ｘ，ｄ）
并不等价于度量空间（Ｘ，ｄ），这里的距离ｄ定义
为ｄ ＝ξｅｄ，其中非线性参数函数

［９－１０］ξｅ：Ａ→
Ｒ（ｅ∈ｉｎｔＰ）定义为

ξｅ（ｙ）＝ｉｎｆ｛ｒ∈Ｒ：ｙ∈ｒｅ－Ｐ｝
因此，本文进一步研究无正规条件下的锥度量空间

中拟压缩映射的不动点定理是有意义的。

１　预备知识
以下总假 Ａ为实 Ｂａｎａｃｈ代数，即 Ａ是具有乘

法运算的实 Ｂａｎａｃｈ空间，其运算具有如下性质
（对任意ｘ，ｙ，ｚ∈Ａ，α∈Ｒ）：

（ｉ）（ｘｙ）ｚ＝ｘ（ｙｚ）；
（ｉｉ）ｘ（ｙ＋ｚ）＝ｘｙ＋ｘｚ以及（ｘ＋ｙ）ｚ＝ｘｚ＋ｙｚ；

　　（ｉｉｉ）α（ｘｙ）＝（αｘ）ｙ＝ｘ（αｙ）；
（ｉｖ） ｘｙ≤ ｘ ｙ。
本文总假设实 Ｂａｎａｃｈ代数 Ａ具有单位元 （即

乘法单位元）ｅ，它满足对任意ｘ∈Ａ均有ｅｘ＝ｘｅ＝
ｘ。一个元素ｘ∈Ａ称为可逆的，如果存在一个元素
（称为它的一个逆元）ｙ∈Ａ使得ｘｙ＝ｙｘ＝ｅ。ｘ的
逆元记为ｘ－１，详见文 ［１４］。

下面的著名结论在本文中是十分有用的 （见

文 ［１４］）。
命题１　设 Ａ是具有单位元 ｅ的 Ｂａｎａｃｈ代数，

ｘ∈Ａ。若ｘ的谱半径ρ（ｘ）小于１，即
ρ（ｘ）＝ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ

１
ｎ ＜１

则ｅ－ｘ是可逆的，并且有

（ｅ－ｘ）－１ ＝∑
∞

ｉ＝０
ｘｉ

下面回顾 Ｂａｎａｃｈ代数中的锥和半序的概念。Ｂａ
ｎａｃｈ代数Ａ中一个子集 Ｐ称为一个锥，若满足下
列条件：

（ｉ）Ｐ为非空闭集且 θ，{ }ｅＰ；
（ｉｉ）αＰ＋βＰＰ对任意非负实数α，β均成立；
（ｉｉｉ）Ｐ２ ＝ＰＰＰ；
（ｉｖ）Ｐ∩｛－Ｐ｝＝｛θ｝，

其中θ为Ｂａｎａｃｈ代数Ａ中的零元。对于锥ＰＡ，

定义半序≤如下：ｘ≤ｙ当且仅当ｙ－ｘ∈Ｐ；ｘ＜ｙ
表示ｘ≤ｙ且ｘ≠ｙ，而ｘｙ则表示ｙ－ｘ∈ｉｎｔＰ，
其中ｉｎｔＰ表示Ｐ的内部。

锥Ｐ称为正规的，如果存在Ｍ＞０使得对任意
ｘ，ｙ∈Ａ，有

θ≤ｘ≤ｙ ｘ≤Ｍ ｙ
满足上述条件的最小正数Ｍ称为Ｐ的正规常数［２］。

下文我们假定 Ｐ为 Ｂａｎａｃｈ代数 Ａ中的体锥
（即满足ｉｎｔＰ≠。并且≤是由Ｐ确定的半序。

定义 １［２，８，１３］　设Ｘ为非空集。若映射 ｄ：Ｘ×
Ｘ→Ａ满足

（ｉ）θ≤ｄ（ｘ，ｙ）对任意ｘ，ｙ∈Ｘ成立并且ｄ（ｘ，
ｙ）＝θ当且仅当ｘ＝ｙ＝θ；

（ｉｉ）ｄ（ｘ，ｙ）＝ｄ（ｙ，ｘ）对任意ｘ，ｙ∈Ｘ成立；
（ｉｉｉ）ｄ（ｘ，ｙ）≤ｄ（ｘ，ｚ）＋ｄ（ｚ，ｙ）对任意ｘ，ｙ，ｚ

∈Ｘ成立，
则ｄ称为 Ｘ上的一个锥距离，（Ｘ，ｄ）称为具有 Ｂａ
ｎａｃｈ代数Ａ的锥距离空间。

定义２［２，８，１３］设（Ｘ，ｄ）为具有Ｂａｎａｃｈ代数Ａ的
锥距离空间，ｘ∈Ｘ且｛ｘｎ｝为Ｘ中的序列。则

（ｉ）称｛ｘｎ｝收敛于ｘ，若对任意满足 θ ｃ的
向量ｃ∈Ａ，存在正整数Ｎ使得ｄ（ｘｎ，ｘ）ｃ对任意
ｎ≥Ｎ成立，记为 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ ＝ｘ或ｘｎ→ｘ。

（ｉｉ）称｛ｘｎ｝为Ｃａｕｃｈｙ列，若对任意满足θｃ
的向量ｃ∈Ａ，存在正整数Ｎ使得ｄ（ｘｎ，ｘｍ）ｃ对
任意ｎ，ｍ≥Ｎ成立。

（ｉｉｉ）（Ｘ，ｄ）称为完备的锥距离空间，若 （Ｘ，
ｄ）中任意Ｃａｕｃｈｙ列在（Ｘ，ｄ）中都收敛。

下面给出两个有用的引理。

引理１［１５－１６］　设Ｅ为具有体锥Ｐ的Ｂａｎａｃｈ空
间。若θ≤ｕｃ对任意θｃ成立，则ｕ＝θ。

引理 ２［１５－１６］　设Ｅ为具有体锥Ｐ的Ｂａｎａｃｈ空
间。若 ｘｎ →０（ｎ→∞），则对任意θε，存在正

整数Ｎ使得ｘｎε对任意ｎ≥Ｎ成立。
下面给出具有 Ｂａｎａｃｈ代数的锥距离空间中拟

压缩映射的定义。

定义 ３［８］　设（Ｘ，ｄ）为具有 Ｂａｎａｃｈ代数 Ａ的
锥距离空间。映射Ｔ：Ｘ→Ｘ称为拟压缩，如果对于
任意满足ρ（ｋ）＜１的ｋ∈Ｐ以及ｘ，ｙ∈Ｘ有

ｄ（Ｔｘ，Ｔｙ）≤ｋｕ （１）
其中

ｕ∈｛ｄ（ｘ，ｙ），ｄ（ｘ，Ｔｘ），ｄ（ｙ，Ｔｙ），ｄ（ｘ，Ｔｙ），ｄ（ｙ，Ｔｘ）｝
注１　若ρ（ｋ）＜１，则 ｋｍ →０（ｎ→∞）。

２
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２　主要结果
本节将删去文 ［８］中所要求正规性条件，利

用ｃ－序列理论得到了具有 Ｂａｎａｃｈ代数的锥距离
空间中拟压缩映射的不动点定理。

我们要用到如下的ｃ－序列的有关结论。
定义 ４［１７－１８］　设 Ｐ为 Ｂａｎａｃｈ代数 Ａ中的体

锥。序列｛ｕｎ｝Ｐ称为ｃ－序列，如果对任意θ
ｃ，存在正整数Ｎ使得ｕｎｃ对任意ｎ≥Ｎ成立。

利用ｃ－序列的定义不难得到如下简单的结
论。

命题 ２［１７，１９］　设Ｐ为Ｂａｎａｃｈ代数Ａ中的体锥，
｛ｕｎ｝和｛ｖｎ｝均为Ｐ中的序列。若｛ｕｎ｝和 ｛ｖｎ｝都
是ｃ－序列且α，β＞０，则｛αｕｎ＋βｖｎ｝也是ｃ－序
列。

除了上述命题２外，下列几个命题在本文主要
结果的证明中是至关重要的。

命题 ３［１９］　设 Ｐ为 Ｂａｎａｃｈ代数 Ａ中的体锥，
｛ｕｎ｝为Ｐ中的序列。若 ｋ∈ Ｐ是任意给定的向量
且｛ｕｎ｝是ｃ－序列，则｛ｋｕｎ｝也是ｃ－序列。

命题 ４［１９］　设（Ｘ，ｄ）为具有Ｂａｎａｃｈ代数Ａ的
锥距离空间且Ｐ为Ａ中的体锥。设 ｛ｘｎ｝为 Ｘ中的
序列。若｛ｘｎ｝收敛于ｘ∈Ｘ，则

（ｉ）｛ｄ（ｘｎ，ｘ）｝是ｃ－序列。
（ｉｉ）对任意 ｐ∈ Ｎ，｛ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋ｐ）｝也是 ｃ－序

列。

下面给出本文的主要的结果。

定理１　设 （Ｘ，ｄ）为具有 Ｂａｎａｃｈ代数 Ａ的完
备的锥距离空间，ｋ∈ Ｐ。若映射 Ｔ：Ｘ→ Ｘ为拟压
缩，满足条件 （ｉ），则 Ｔ在 Ｘ中有唯一的不动点。
并且对任意的ｘ∈Ｘ，迭代序列 ｛Ｔｎｘ｝收敛于该不
动点。

证明　任意选取ｘ０∈Ｘ，记ｘｎ ＝Ｔ
ｎｘ０。首先证

明

　ｄ（ｘｉ，ｘｊ）≤ｋ（ｅ－ｋ）
－１ｄ（ｘ０，ｘ１），ｉ，ｊ≥１　（２）

（２）式的证明与文 ［８，引理１０］中的 （７）式一
致，这是因为文 ［８，引理１０］中的 （７）式的证
明不需要使用正规性条件。

下证｛ｘｎ｝是 Ｃａｕｃｈｙ列。
对任意１＜ｍ＜ｎ，记
Ｃ（ｍ，ｎ）＝｛ｄ（ｘｉ，ｘｊ）｜ｍ≤ｉ＜ｊ≤ｎ｝

由拟压缩的定义，对任意 ｕ∈ Ｃ（ｍ，ｎ），存在 ｖ∈
Ｃ（ｍ－１，ｎ），使得ｕ≤ｋｖ。于是，
ｄ（ｘｍ，ｘｎ）≤ｋｕ１≤ｋ

２ｕ２≤…≤ｋ
ｍ－１ｕｍ－１≤

ｋｍ（ｅ－ｋ）－１ｄ（ｘ０，ｘ１）

这里

ｕ１∈Ｃ（ｍ－１，ｎ），ｕ２∈Ｃ（ｍ－２，ｎ），…，
ｕｍ－１∈Ｃ（１，ｎ）

其中最后的不等式由 （２）式得到。
由引理２以及
ｋｍ（ｅ－ｋ）ｄ（ｘ０，ｘ１）→０（ｍ→∞）

（这是因为由注１， ｋｍ →０（ｍ→∞）），于是对任
意ｃ∈Ａ（这里θｃ），存在正整数Ｎ使得对任意
ｎ＞ｍ≥Ｎ有

ｄ（ｘｎ，ｘｍ）≤ｋ
ｍ（ｅ－ｋ）－１ｄ（ｘ０，ｘ１）ｃ

故｛ｘｎ｝是Ｃａｕｃｈｙ列。
其次证明不动点的存在性。

由（Ｘ，ｄ）的完备性，存在 ｘ ∈ Ｘ使得 ｘｎ→
ｘ。于是，

ｄ（ｘ，Ｔｘ）≤ｄ（ｘ，ｘｎ）＋ｄ（ｘｎ，Ｔｘ）≤
ｄ（ｘ，ｘｎ）＋ｋｕ

其中

ｕ∈｛ｄ（ｘｎ－１，ｘ），ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ），ｄ（ｘ，Ｔｘ），
ｄ（ｘｎ－１，Ｔｘ），ｄ（ｘ，ｘｎ）｝

若ｕ＝ｄ（ｘｎ－１，ｘ），ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ）或 ｕ＝ｄ（ｘ，ｘｎ），
则分别有

ｄ（ｘ，Ｔｘ）≤ｄ（ｘ，ｘｎ）＋ｋｄ（ｘｎ－１，ｘ），
ｄ（ｘ，Ｔｘ）≤ｄ（ｘ，ｘｎ）＋ｋｄ（ｘｎ－１，ｘ）＋

ｋｄ（ｘ，ｘｎ），
ｄ（ｘ，Ｔｘ）≤（ｅ＋ｋ）ｄ（ｘ，ｘｎ）

若ｕ＝ｄ（ｘ，Ｔｘ），则
（ｅ－ｋ）ｄ（ｘ，Ｔｘ）≤ｄ（ｘ，ｘｎ）

于是

ｄ（ｘ，Ｔｘ）≤（ｅ－ｋ）－１ｄ（ｘ，ｘｎ）
若ｕ＝ｄ（ｘｎ－１，Ｔｘ），则
ｄ（ｘ，Ｔｘ）≤ｄ（ｘ，ｘｎ）＋ｋｄ（ｘｎ－１，Ｔｘ）≤
ｄ（ｘ，ｘｎ）＋ｋｄ（ｘｎ－１，ｘ）＋ｋｄ（ｘ，Ｔｘ）

考虑到（ｅ－ｋ）－１≥θ，于是有
ｄ（ｘ，Ｔｘ）≤（ｅ－ｋ）－１［ｄ（ｘ，ｘｎ）＋ｋｄ（ｘｎ－１，ｘ）］
因此，无论哪种情形，由定义 ４和命题 ２－４，有
ｄ（ｘ，Ｔｘ）≤ ｙｎ，其中 ｛ｙｎ｝是锥 Ｐ中 ｃ－序列。
于是，对任意θｃ，有θ≤ｄ（ｘ，Ｔｘ）ｃ。因此，
由引理１有ｄ（ｘ，Ｔｘ）＝θ，故ｘ 为Ｔ的不动点。

最后证明不动点的唯一性。证明方法同文

［８，定理 ９］。
注２　与文 ［８，定理９］相比，本文定理１不

需要锥Ｐ的正规性条件，因此定理１改进和推广了
文 ［８，定理９］。

注３　若锥 Ｐ为正规锥并且其内部为空集且

３
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ｋ＝λ＜１，则定理１的结论仍然成立。事实上由
文 ［１５］，我们可以假定正规常数Ｍ ＝１，因此由

ｄ（Ｔｘ，Ｔｙ）≤ｋｕ
有

ｄ（Ｔｘ，Ｔｙ）≤ ｋ· ｕ＝λｕ，λ∈［０，１）
于是有

ｄ（Ｔｘ，Ｔｙ）≤λｍａｘ｛ｄ（ｘ，ｙ），ｄ（ｘ，Ｔｘ），

ｄ（ｙ，Ｔｙ），ｄ（ｘ，Ｔｙ），ｄ（ｙ，Ｔｘ）｝
此即完备度量空间 （Ｘ，Ｄ）（其中 Ｄ（ｘ，ｙ） ＝
ｄ（ｘ，ｙ） ）中的Ｃｉｒｉｃ压缩映射［１，１５］。

注４　在定理１中令Ａ＝Ｒ，Ｐ＝［０，＋∞），则
利用通常的范数我们可以得到文 ［１］的主要结
果，即完备度量空间中的 Ｃｉｒｉｃ压缩映射不动点定
理。这表明定理 １推广了文 ［１，１５］的主要结
论。
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