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一类具时滞与饱和发生率的 ＨＩＶ－１
传染病模型的全局稳定性

杨俊仙，吴元翠，闫　萍
（安徽农业大学理学院，安徽 合肥 ２３００３６）

摘　要：提出了一类具时滞与饱和发生率的ＨＩＶ－１传染病模型，分析讨论了无病平衡点Ｅ０（Ｔ０，０，０）和正平衡
点Ｅ＋（Ｔ，Ｉ，Ｖ）的全局稳定性。通过构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数和ＬａＳａｌｌｅ不变集原理，证明了当ｄμ＞ｓγβ，对任意τ

≥０，无病平衡点Ｅ０（Ｔ０，０，０）是全局渐近稳定的；当ｄμ＜ｓγβ，对任意τ≥０，Ｅ＋（Ｔ，Ｉ，Ｖ）是全局渐近稳定
的，并通过数值模拟验证了所得结论。
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　　艾滋病 （ＡＩＤＳ）是人体免疫机能遭到艾滋病
病毒的破坏，病人患上感染性疾病、恶性肿瘤等。

它的病原体是人类免疫缺陷病毒 （ＨｕｍａｎＩｍｍｕｎｏ
ｄｅｆｉｃｉｅｎｃｙＶｉｒｕｓ，简称ＨＩＶ），ＨＩＶ是一种攻击人体
免疫系统细胞的慢性病毒，生存于人的血液之中。

ＣＤ４＋Ｔ细胞是免疫细胞最丰富的白细胞，是 ＨＩＶ
感染的主要目标，这些细胞感染后结构受到破坏，

减低了人体抵御感染的能力。因此，掌握病毒和

ＣＤ４＋Ｔ细胞的变化规律是很重要的［１］。ＨＩＶ分为
两种类型：ＨＩＶ－１型和 ＨＩＶ－２型。ＨＩＶ－２仅局
限于非洲的西部，且毒力不强，引起的艾滋病病程

较长，症状较轻。目前在世界范围内引起艾滋病毒

的是 ＨＩＶ－１，因为它的毒性较强，所以当前对
ＨＩＶ的临床研究主要是以 ＨＩＶ－１为主。由于艾滋
病感染人数在全球剧增，引起了各国科学家的广泛

关注。医药学、生物学和数学等各方面工作者对该
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病的治疗和预防都已经做了相应的研究，其中通过

数学模型研究 ＨＩＶ－１传染病的动力学行为是一种
有效的方法。对于ＨＩＶ－１感染的研究，最初的模
型由Ｐｅｒｅｌｓｏｎ［２］提出，数学模型为：

Ｔ′（ｔ）＝ｓ－μＴ（ｔ）－βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ），
Ｉ′（ｔ）＝βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）－αＩ（ｔ），
Ｖ′（ｔ）＝αγＩ（ｔ）－ｄＶ（ｔ

{
）

（１）

其中 Ｔ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｖ（ｔ）分别表示易感染 ＣＤ４＋Ｔ细
胞、被感染ＣＤ４＋Ｔ细胞、ＨＩＶ－１病毒的浓度。常
数ｓ表示易感染细胞的增长率（ｓ＞０），β表示病毒
与Ｔ细胞结合后转化成感染 Ｔ细胞的比率 （β≥
０），μ，α，ｄ分别表示易感染细胞、被感染细胞、
ＨＩＶ－１病毒的死亡率（μ＞０，α＞０，ｄ＞０），γ表
示被感染细胞释放的病毒数 （γ＞０）。该模型能较
好的反应病毒与Ｔ细胞之间的相互作用。由于该模
型考虑的是双线性发生率 βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ），即被感染细
胞的数量是按线性增长的，然而实验证明结果并不

完全如此，文 ［３］指出，其增长形状通常呈现 Ｓ
型，在文 ［４］中，进一步提出具有一般饱和发生

率
βＴ（ｔ）Ｖｐ（ｔ）
１＋αＶｑ（ｔ）

的传染病模型。这些模型都是假设

细胞被病毒感染后立即就能产生病毒，后来很多学

者考虑到从细胞被病毒感染到病毒颗粒的产生是有

潜伏期的。Ｈｅｒｚ等首次在 ＨＩＶ传染病模型中加入
了一个离散的时滞［５］。此后，学者们就在病毒感

染动力学中加入时滞得到一系列的时滞微分方程模

型［６－１２］。其中文 ［１０］讨论了一类具有时滞与饱
和发生率的ＨＩＶ－１传染病模型：

Ｔ′（ｔ）＝ｓ－μＴ（ｔ）－βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）１＋Ｖ（ｔ），

Ｉ′（ｔ）＝βＴ（ｔ－τ）Ｖ（ｔ－τ）１＋Ｖ（ｔ－τ）
－αＩ（ｔ），

Ｖ′（ｔ）＝αγＩ（ｔ）－ｄＶ（ｔ










）

（２）

变量 Ｔ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｖ（ｔ）和参数 ｓ，β，μ，α，ｄ，γ的生物
意义同系统 （１），τ是时滞（τ＞０）。

在文 ［１０］中，讨论了系统 （２）的无病平衡
点Ｅ０和正平衡点Ｅ＋的局部渐近稳定性以及无病平
衡点Ｅ０的全局渐近稳定性，但并没有给出正平衡
点Ｅ＋的全局稳定性分析。本文旨在文 ［１０］的基
础上，通过构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数和利用 ＬａＳａｌｌｅ不变
集原理，得到正平衡点Ｅ＋的全局渐近稳定性。

系统 （２）满足初始条件：
Ｔ（θ）＝φ１（θ），Ｉ（θ）＝φ２（θ），
Ｖ（θ）＝φ３（θ）（－τ≤θ≤０），
φｉ（θ）≥０，φｉ（０）＞０（ｉ＝１，２，３） （３）

其中（φ１（θ），φ２（θ），φ３（θ））∈ Ｃ（［－τ，０］，Ｒ
３
＋０），

表示从区间［－τ，０］到Ｒ３＋０且具上确界范数的Ｂａ
ｎａｃｈ空间的连续泛函，Ｒ３＋０＝｛（ｘ１，ｘ２，ｘ３）：ｘｉ≥０｝。
　　由泛函微分方程的基本理论知识［１１］可知，系

统 （２）存在唯一满足初始条件 （３）的解 （Ｔ（ｔ），
Ｉ（ｔ），Ｖ（ｔ）），且对任意ｔ≥０，都有Ｔ（ｔ）＞０，Ｉ（ｔ）
＞０，Ｖ（ｔ）＞０。

１　平衡点的存在性［１０］

显然，系统 （２）总有一个无病平衡点Ｅ０（Ｔ０，

０，０），其中Ｔ０ ＝
ｓ
μ
。

当ｄμ＜ｓγβ，即 ｄ
γβ
＜Ｔ０ ＝

ｓ
μ
时，系统 （２）

存在正平衡点Ｅ＋（Ｔ，Ｉ，Ｖ），其中

Ｔ ＝ ｓγ＋ｄ
γ（β＋μ）

，

Ｉ ＝ ｓγβ－ｄμ
αγ（β＋μ）

，

Ｖ ＝ｓγβ－ｄμｄ（β＋μ）

２　无病平衡点Ｅ０（Ｔ０，０，０）和正平衡点
Ｅ＋（Ｔ，Ｉ，Ｖ）的局部稳定性

［１０］

　　定理１　当ｄμ＞ｓγβ，对任意τ≥０，无病平衡
点Ｅ０（Ｔ０，０，０）是局部渐近稳定的；当 ｄμ＜ｓγβ，
对任意 τ≥０，无病平衡点 Ｅ０（Ｔ０，０，０）是不稳定
的。

定理２　当ｄμ＜ｓγβ，对任意τ≥０，正平衡点
Ｅ＋（Ｔ，Ｉ，Ｖ）是局部渐近稳定的。

３　无病平衡点Ｅ０（Ｔ０，０，０）和正平衡点
Ｅ＋（Ｔ，Ｉ，Ｖ）的全局渐近稳定性

　　定理３　当ｄμ＞ｓγβ，对任意τ≥０，无病平衡
点Ｅ０（Ｔ０，０，０）是全局渐近稳定的

［１０］。

定义函数

Ｆ：Ｒ（＞０）→Ｒ（≥０），Ｆ（ｚ）＝ｚ－１－ｌｎｚ
易知，对ｚ＞０，Ｆ（ｚ）≥０，且有Ｆｍｉｎ＝Ｆ（１）＝
０。

定理４　当ｄμ＜ｓγβ，对任意τ≥０，Ｅ＋（Ｔ，
Ｉ，Ｖ）全局渐近稳定。

证明　令 （Ｔ（ｔ），Ｉ（ｔ），Ｖ（ｔ））是系统 （２）满
足初始条件 （３）的任意正解。定义 Ｌｙａｐｕｎｏｖ函
数：

Ｗ１ ＝ＴＦ
Ｔ
Ｔ( ) ＋Ｆ Ｉ

Ｉ( ) ＋１γＦ Ｖ
Ｖ( )

７２
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计算函数Ｗ１沿系统 （２）的全导数：
ｄＷ１
ｄｔ＝Ｔ

Ｆ Ｔ
Ｔ( ) ＋ＩＦ Ｉ

Ｉ( ) ＋１γＶＦ Ｖ
Ｖ( ) ＝

１－Ｔ
( )Ｔ Ｔ′＋ １－Ｉ

( )ＩＩ′＋
１
γ １－

Ｖ( )Ｖ Ｖ′＝
１－Ｔ

( )Ｔ ｓ－μＴ（ｔ）－βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）１＋Ｖ（ｔ( )） ＋

１－Ｉ
( )Ｉ βＴ（ｔ－τ）Ｖ（ｔ－τ）

１＋Ｖ（ｔ－τ）
－αＩ（ｔ( )）＋

１
γ １－

Ｖ( )Ｖ （αγＩ（ｔ）－ｄＶ（ｔ）） （４）

将ｓ＝μＴ ＋βＴ
Ｖ

１＋Ｖ
代入 （４）式得

ｄＷ１
ｄｔ＝ １－ Ｔ



Ｔ（ｔ( )）·
　
　
－μ（Ｔ（ｔ）－Ｔ）－βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）１＋Ｖ（ｔ） ＋

βＴＶ

１＋Ｖ( ) ＋
１－ Ｉ



Ｉ（ｔ( )） βＴ（ｔ－τ）Ｖ（ｔ－τ）
１＋Ｖ（ｔ－τ）

－αＩ（ｔ( )）＋
１
γ １－

Ｖ
Ｖ（ｔ( )）（αγＩ（ｔ）－ｄＶ（ｔ））＝

－ μ
Ｔ（ｔ）（Ｔ（ｔ）－Ｔ

）２－βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）１＋Ｖ（ｔ） ＋
βＴＶ（ｔ）
１＋Ｖ（ｔ）＋

βＴＶ

１＋Ｖ １－
Ｔ
Ｔ（ｔ( )）＋β

Ｔ（ｔ－τ）Ｖ（ｔ－τ）
１＋Ｖ（ｔ－τ）

－

Ｉ
Ｉ（ｔ）

βＴ（ｔ－τ）Ｖ（ｔ－τ）
１＋Ｖ（ｔ－τ）

＋αＩ ＋

１
γ －ｄＶ（ｔ）－αγＶ Ｉ（ｔ）Ｖ（ｔ）＋ｄＶ( ) （５）

注意到
βＴＶ

１＋Ｖ
＝αＩ，αγＩ ＝ｄＶ，于是

ｄ
γ
＝αＩ



Ｖ
＝βＴ

Ｖ

１＋Ｖ
·
１
Ｖ

则 （５）式为
ｄＷ１
ｄｔ＝－

μ
Ｔ（ｔ）（Ｔ（ｔ）－Ｔ

）２－βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）１＋Ｖ（ｔ） ＋

βＴＶ（ｔ）
１＋Ｖ（ｔ）＋

βＴＶ

１＋Ｖ １－
Ｔ
Ｔ（ｔ( )）＋

βＴ（ｔ－τ）Ｖ（ｔ－τ）
１＋Ｖ（ｔ－τ）

－βＴ
Ｖ

１＋Ｖ
Ｉ（１＋Ｖ）
ＴＶ

·

Ｔ（ｔ－τ）Ｖ（ｔ－τ）
Ｉ（ｔ）（１＋Ｖ（ｔ－τ））

－βＴ
Ｖ

１＋Ｖ
·
Ｖ（ｔ）
Ｖ

－

βＴＶ

１＋Ｖ
·
Ｖ

Ｉ
·
Ｉ（ｔ）
Ｖ（ｔ）＋２

βＴＶ

１＋Ｖ

定义

Ｗ２ ＝Ｗ１＋β∫
ｔ

ｔ－τ

Ｔ（ξ）Ｖ（ξ）
１＋Ｖ（ξ）

－Ｔ
Ｖ

１＋Ｖ( －

ＴＶ

１＋Ｖ
ｌｎ（１＋Ｖ

）Ｔ（ξ）Ｖ（ξ）
ＴＶ（１＋Ｖ（ξ )））

ｄξ

于是

ｄＷ２
ｄｔ＝

ｄＷ１
ｄｔ＋

βＴ（ｔ）Ｖ（ｔ）
１＋Ｖ（ｔ） －

βＴ（ｔ－τ）Ｖ（ｔ－τ）
１＋Ｖ（ｔ－τ）

＋

βＴＶ

１＋Ｖ
·ｌｎ（１＋Ｖ（ｔ））Ｔ（ｔ－τ）Ｖ（ｔ－τ）

（１＋Ｖ（ｔ－τ））Ｔ（ｔ）Ｖ（ｔ）
＝

－ μ
Ｔ（ｔ）（Ｔ（ｔ）－Ｔ

）２＋βＴ
Ｖ（ｔ）

１＋Ｖ（ｔ）＋

βＴＶ

１＋Ｖ １－
Ｔ
Ｔ（ｔ( )）－β

ＴＶ

１＋Ｖ
·

Ｉ（１＋Ｖ）
ＴＶ

Ｔ（ｔ－τ）Ｖ（ｔ－τ）
Ｉ（ｔ）（１＋Ｖ（ｔ－τ））

－

βＴＶ

１＋Ｖ
·
Ｖ（ｔ）
Ｖ

－βＴ
Ｖ

１＋Ｖ
·
Ｖ

Ｉ
·
Ｉ（ｔ）
Ｖ（ｔ）＋２

βＴＶ

１＋Ｖ
＋

βＴＶ

１＋Ｖ
·ｌｎ（１＋Ｖ（ｔ））Ｔ（ｔ－τ）Ｖ（ｔ－τ）

（１＋Ｖ（ｔ－τ））Ｔ（ｔ）Ｖ（ｔ）
＝

－ μ
Ｔ（ｔ）（Ｔ（ｔ）－Ｔ

）２－

βＴＶ

１＋Ｖ
Ｔ
Ｔ（ｔ）－１－ｌｎ

Ｔ
Ｔ（ｔ( )）－

βＴＶ

１＋Ｖ
Ｉ（１＋Ｖ）Ｔ（ｔ－τ）Ｖ（ｔ－τ）
ＴＶＩ（ｔ）（１＋Ｖ（ｔ－τ））( －

１－ｌｎＩ
（１＋Ｖ）Ｔ（ｔ－τ）Ｖ（ｔ－τ）
ＴＶＩ（ｔ）（１＋Ｖ（ｔ－τ )））

－

βＴＶ

１＋Ｖ
ＶＩ（ｔ）
ＩＶ（ｔ）

－１－ｌｎＶ
Ｉ（ｔ）
ＩＶ（ｔ( )）－

βＴＶ

１＋Ｖ
１＋Ｖ（ｔ）
１＋Ｖ

－１－ｌｎ１＋Ｖ（ｔ）
１＋Ｖ( ) ＋βＴ

Ｖ（ｔ）
１＋Ｖ（ｔ）－

βＴＶ

１＋Ｖ
·
Ｖ（ｔ）
Ｖ

＋βＴ
Ｖ

１＋Ｖ
１＋Ｖ（ｔ）
１＋Ｖ

－( )１
由于

βＴＶ（ｔ）
１＋Ｖ（ｔ）－

βＴＶ

１＋Ｖ
·
Ｖ（ｔ）
Ｖ

＋

βＴＶ

１＋Ｖ
１＋Ｖ（ｔ）
１＋Ｖ

－( )１ ＝
－βＴＶ（ｔ）（Ｖ（ｔ）－Ｖ）
（１＋Ｖ（ｔ））（１＋Ｖ）

＋βＴ
Ｖ（Ｖ（ｔ）－Ｖ）
（１＋Ｖ）２

＝

－βＴ（Ｖ（ｔ）－Ｖ）２

（１＋Ｖ（ｔ））（１＋Ｖ）２

因此

ｄＷ２
ｄｔ＝－

μ
Ｔ（ｔ）（Ｔ（ｔ）－Ｔ

）２－

βＴＶ

１＋Ｖ
Ｔ
Ｔ（ｔ）－１－ｌｎ

Ｔ
Ｔ（ｔ( )）－

βＴＶ

１＋Ｖ
Ｉ（１＋Ｖ）Ｔ（ｔ－τ）Ｖ（ｔ－τ）
ＴＶＩ（ｔ）（１＋Ｖ（ｔ－τ））( －

１－ｌｎＩ
（１＋Ｖ）Ｔ（ｔ－τ）Ｖ（ｔ－τ）
ＴＶＩ（ｔ）（１＋Ｖ（ｔ－τ )））

－

８２



　第 ４期 杨俊仙等：一类具时滞与饱和发生率的ＨＩＶ－１传染病模型的全局稳定性

βＴＶ

１＋Ｖ
ＶＩ（ｔ）
ＩＶ（ｔ）

－１－ｌｎＶ
Ｉ（ｔ）
ＩＶ（ｔ( )）－

βＴＶ

１＋Ｖ
１＋Ｖ（ｔ）
１＋Ｖ

－１－ｌｎ１＋Ｖ（ｔ）
１＋Ｖ( ) －

βＴ（Ｖ（ｔ）－Ｖ）２

（１＋Ｖ（ｔ））（１＋Ｖ）２

注意到Ｔ，Ｉ，Ｖ ＞０，因此
ｄＷ２
ｄｔ≤０。容易看出，

ｄＷ２
ｄｔ＝０的最大正向不变集为

Ｍ ＝｛（Ｔ，Ｉ，Ｖ）｝
故由ＬａＳａｌｌｅ不变集原理知，正平衡点

Ｅ＋（Ｔ，Ｉ，Ｖ）
在Ｒ３＋０ ＝｛（ｘ１，ｘ２，ｘ３）：ｘｉ≥０｝上全局渐近稳定。

４　数值模拟
在系统 （２）中，令参数 ｓ＝５，μ＝００１，

β＝００００２，α＝０５，γ＝２４００，ｄ＝５，τ＝４，显然
ｄμ＜ ｓγβ，此时系统 （２）有一个正平衡点
Ｅ＋（４９０，９６，４６），根据定理４可知，Ｅ＋是全局渐近
稳定的，数值模拟结果验证了上述结论 （见图１）。

图１　当ｄμ＜ｓγβ时，

正平衡点Ｅ＋（Ｔ，Ｉ，Ｖ）是全局渐近稳定的

Ｆｉｇ１　Ｉｆｄμ＜ｓγβ，ｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ

Ｅ＋（Ｔ，Ｉ，Ｖ）ｉｓｇｌｏｂａｌｌｙａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｓｔａｂｌｅ

令参数ｓ＝５，μ＝１，β＝００００２，α＝０５，γ＝
２４００，ｄ＝５，τ＝４，显然 ｄμ＞ｓγβ，由定理３知，
此时系统 （２）的无病平衡点 Ｅ０（Ｔ０，０，０）是全局

渐近稳定的，其中Ｔ０＝
ｓ
μ
＝５，数值模拟结果验证

了所得结论 （见图２）。

图２　当ｄμ＞ｓγβ时，无病平衡点
Ｅ０（Ｔ０，０，０）是全局渐近稳定的

Ｆｉｇ２　Ｉｆｄμ＞ｓγβ，ｔｈｅｄｉｓｅａｓｅｆｒｅｅｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ
Ｅ０（Ｔ０，０，０）ｉｓｇｌｏｂａｌｌｙａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｓｔａｂｌｅ

５　讨　论
本文研究了一类具时滞与饱和发生率的ＨＩＶ－

１传染病模型，讨论了系统 （２）的无病平衡点
Ｅ０（Ｔ０，０，０）和正平衡点Ｅ＋（Ｔ，Ｉ，Ｖ）的局部渐
近稳定性和全局稳定性。证明了当ｄμ＞ｓγβ，对任
意τ≥０，无病平衡点Ｅ０（Ｔ０，０，０）是全局渐近稳定
的［１０］；当 ｄμ＜ｓγβ，对任意 τ≥ ０，Ｅ＋（Ｔ，Ｉ，
Ｖ）全局渐近稳定，即时滞τ不会影响Ｅ０和Ｅ＋的
全局稳定性，数值模拟也证明了这一结论。
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