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摘　要：通过对二维理想颗粒 （圆盘）的直接剪切细观力学机理分析，研究了颗粒受剪时的运动规律，建立了

能够描述等径颗粒情况下最密排列颗粒的最大剪应力公式。并通过对另外四种不同级配的圆盘颗粒的直接剪切

离散元模拟，探讨了所建立的最大剪应力公式的应用。结果表明：在竖向荷载一定时，最密排列颗粒的最大剪

应力取决于边界颗粒影响参数和非边界颗粒影响参数，且这两个参数在最密排列等径颗粒的情况下数值保持一

致；对于一般颗粒级配，边界影响参数基本保持不变，非边界影响参数随着ｄ１０，ｄ３０和ｄ６０的增加而线性减小。
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　　颗粒材料广泛的存在于自然界中，在岩土工
程、道路工程以及铁路工程中的有着极广泛的应

用，滑坡、地基剪切失稳等现象都与颗粒材料的剪

切特性有直接关系［１－４］。目前的对于颗粒材料剪切
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特性的研究大致有两种方法，即宏观室内试验以及

细观数值模拟［５－９］。近年来兴起的离散元方法对研

究颗粒材料起到了很大的推动作用，其基本方法是

针对材料定义不同的颗粒接触模型，利用离散元模

拟软件来探索其细观指标诸如力链、配位数、孔隙

率、局部剪应力和位移场等对宏观相应的影

响［１０－１３］。然而，由于目前还少有文献在颗粒材料

在受剪时，将其单个颗粒的受力及运动特征与宏观

层面剪切应力建立定量关系，所以针对不同的颗粒

材料，仍然需要试验测定或离散元模拟的方法确定

其剪切特性，诸如内摩擦角等。理想圆形颗粒是颗

粒材料最简化的物理模型，分析其受力规律有望会

对实体颗粒材料的研究提供有效的思路，目前已有

研究针对理想颗粒的力学特性研究［１４－１９］，主要探

讨颗粒形状、级配等因素对剪切特性的影响，但是

存在的问题仍然是尚未建立颗粒细观受力与宏观相

应之间的定量关系，基本都是从力链演化等角度定

性描述。

基于此，本文以二维等径颗粒为研究对象，通

过分析单颗粒在剪切过程中的受力平衡，推导了二

维等径颗粒规则排列时的剪力模型。并且运用基于

ＰＦＣ２Ｄ的数值剪切试验，对所建立的模型，针对
其他不同级配的二维理想颗粒，进行了应用探讨和

验证。

１　颗粒剪切运动受力分析
１１　边界颗粒

颗粒受剪时，同时存在法向力和切向剪力。分

析单颗粒在受剪时的受力规律，如图１（ａ）、（ｂ）
和 （ｃ）所示。颗粒在边界时的初始状态，上部颗
粒处于平衡稳定状态，随着剪力 Ｆｉ的增大，颗粒
发生缓慢逆时针旋转，同时逐渐离开右下方所接触

的颗粒，当刚好离开右下方的颗粒时，剪力达到最

大值，随后剪力减小，颗粒 “跳跃”至前方另外

两个颗粒之间，此时颗粒材料已经剪坏。竖向荷载

作用在边界单个颗粒上的分力Ｐｉ仍然是竖直分向，
其值为

Ｐｉ＝ｐＤ／ｍ （１）
式中ｐ为竖向总应力，Ｄ为试样水平方向总宽度，ｍ
为水平方向的颗粒总数。

当单个颗粒在同时受到Ｐｉ和Ｆｉ作用下，它的
运动从初始稳定点逐渐运动至另一个稳定点，在该

运动过程中，颗粒被剪坏。如图１（ｄ）受力分析，
这种情况时其水平方向的动态平衡方程为

Ｆｉ－Ｎｃｏｓθ－μＮｓｉｎθ＝０ （２）
式中Ｎ为下部颗粒对其产生的法向支持力，μ为颗
粒之间的摩擦系数，θ为该颗粒和下部颗粒几何中
心连线与水平方向的夹角。

竖直方向的平衡方程为

Ｎｓｉｎθ－μＮｃｏｓθ－Ｐｉ－ｍｇ＝０ （３）
式中ｍ为单个颗粒的质量，ｇ为重力加速度。

由式 （２）和式 （３）得出边界颗粒情况下，
单个颗粒移动所需要的水平剪力为

Ｆｉ＝（ｃｏｓθ＋μｓｉｎθ）（Ｐｉ＋ｍｇ）／（ｓｉｎθ－μｃｏｓθ）

（４）

图１　边界颗粒受剪运动过程及受力分析
Ｆｉｇ１　Ｍｏｖｅｍｅｎｔａｎｄｆｏｒｃｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｉｎｇｅｐａｒｔｉｃｌｅｉｎｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｕｎｄｅｒｓｈｅａｒｆｏｒｃｅ

１２　非边界颗粒颗粒
另一种情况就是颗粒在非边界上，其剪切运动

过程如图２（ａ）、（ｂ）和 （ｃ）所示。竖向荷载作
用在非边界单个颗粒上的分力 Ｐ′不在竖直方向，

假设左上角相邻颗粒与该单个颗粒同步剪切运动，

则其值为

Ｐ′＝槡３／４·（Ｐ＋ｍｇ） （５）

８４
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图２　非边界颗粒受剪运动过程及受力分析
Ｆｉｇ２　Ｍｏｖｅｍｅｎｔａｎｄｆｏｒｃｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｉｎｇｅｐａｒｔｉｃｌｅｗｉｔｈｉｎｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｕｎｄｅｒｓｈｅａｒｆｏｒｃｅ

　　对于此种情况来说，当单个颗粒在同时受到
Ｐ′和Ｆｉ作用时，它的运动从初始稳定点逐渐运动
至另一个稳定点，受力分析如图２（ｄ）示，此时，
水平方向的动态平衡方程为

Ｆｉ－Ｎｃｏｓθ－Ｐ′ｃｏｓθ－μＮｓｉｎθ＝０ （６）
竖直方向的平衡方程为

Ｎｓｉｎθ－μＮｃｏｓθ－Ｐ′ｓｉｎθ－ｍｇ＝０ （７）
由式 （６）和式 （７）得出非边界颗粒情况下，单
个颗粒移动所需要的水平剪力为

Ｆｉ＝（ｃｏｓθ＋μｓｉｎθ）（Ｐ′ｓｉｎθ＋ｍｇ）／
（ｓｉｎθ－μｃｏｓθ）＋Ｐ′ｃｏｓθ （８）

１３　一般情况
推广到一般的等径颗粒最密排列情景，如图３

所示，若每层 ｍ个颗粒，考虑到颗粒数目的影响
效应，则要使该层的所有颗粒都同步运动，则对于

每层来说需要的的剪力为

Ｆ＝ｆｊＦｉ （９）
式中ｆｊ（ｊ＝１，２）是与边界条件有关的系数，ｆ１表示边
界层颗粒影响系数，ｆ２表示非边界层颗粒影响系数。

假设有一共有２ｎ层颗粒，所有层总剪力为

∑Ｆ＝ｆ１Ｆｉ＋ｆ２Ｆｉ·（ｎ－１） （１０）

得到的剪应力τ为

τ＝
ｆ１Ｆｉ＋ｆ２Ｆｉ·（ｎ－１）

Ｄ （１１）

理想情况下，规则排列的刚性颗粒在受剪时其运动

是同步的，然而考虑到颗粒之间非刚性接触，其运动

并非同步进行，且每层不同颗粒运动相应存在一定的

相位差。由于非同步现象涉及到颗粒之间的接触本

构，且影响因素诸多，故为了简单起见，本文只考虑

边界层颗粒影响系数ｆ１和非边界层颗粒影响系数ｆ２。

２　二维等径颗粒ＤＥＭ剪切试验
建立二维等径ＤＥＭ （离散元）数值剪切试样，

如图４所示，所有试样都是等径颗粒最密排列。保
持理想试样的尺寸为６ｃｍ×２ｃｍ，设置不同粒径的
二维颗粒，即 ５，２５，１６６７，１２５，１，０８３３，
０７１４和０６２５ｍｍ。设定颗粒间的摩擦系数为１，颗
粒接触为最简线弹性模型，墙体刚度和颗粒刚度分

别为５００ＭＮ／ｍ和５０ＭＮ／ｍ。

图３　ｍ×２ｎ理想剪切试样
Ｆｉｇ３　ｍ×２ｎｉｄｅａｌｓｈｅａｒｓａｍｐｌｅ

９４
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图４　不同粒径的二维离散元剪切试样
Ｆｉｇ４　２ＤＤＥＭｓｈｅａｒｓａｍｐｌｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐａｒｔｉｃｌｅｓｉｚｅｓ

　　对不同粒径的试样做离散元数值剪切试验，编
写自动加压伺服程序段，使得在试样剪切前颗粒体

上部的竖向压应力为１００ｋＰａ，然后固定数值剪切
盒的下半部分，向左移动数值剪切盒的上半部分。

需要说明的是，为了提高模拟计算速度，虚拟剪切

速度采用２ｃｍ／ｓ，在下文中所有的数值试验均采
用该剪切速度。

离散元数值剪切试验得到的内摩擦角和半径的

关系如图５所示。由此图可以看出，粒径对摩擦角
的影响十分显著，且根据拟合公式，二者基本呈线

性关系。当竖直荷载为１００ｋＰａ时，数值剪切试验
得到的最大剪应力和颗粒半径的关系如图６所示，
菱形点为 ＤＥＭ试验值，方形点数据为本文式
（１１）的计算值。在本文所设定的计算参数和ＤＥＭ
参数的情况下，ｆ１＝２４，ｆ２＝３３。说明非边界颗粒
影响系数对最大剪切力的影响较大，这一方面是因

为非边界颗粒的平均配位数较大，另一方面是由于

内部颗粒在剪切的过程中颗粒相互咬合更多 （而

边界颗粒的相对滑动更多）。换言之就是非边界颗

粒相对边界颗粒的运动阻力更大，而各个颗粒的定

向运动阻力之和和宏观上的剪切力是平衡的，因此

ｆ２的数值大于ｆ１。

图５　颗粒半径和内摩擦角的关系
Ｆｉｇ５　Ｒｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｐａｒｔｉｃｌｅｒａｄｉｕｓｖｓｉｎｔｅｒｎａｌｆｒｉｃｔｉｏｎａｎｇｌｅ

图６　颗粒半径和最大剪应力的关系
Ｆｉｇ６　Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｐａｒｔｉｃｌｅｒａｄｉｕｓｖｓｍａｘｉｍｕｍｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓ

３　非规则颗粒数值试验
实际工程中存在的材料大都属于非等径且具有

复杂级配的颗粒介质。据此，本节以四种不同级配

的颗粒材料为对象，进行数值剪切试验，进一步探

索颗粒大小级配对最大剪应力的影响规律，同时讨

论二维非等径理想颗粒情况下式 （１１）的应用。
如图７所示，为四种级配的二维颗粒 （圆盘），采

用Ｊｉａｎｇ氏方法［２０］分四层生成。颗粒级配曲线如图

８所示，Ｃｃ和Ｃｕ值如表１所示。

表１　四种级配砂土的Ｃｃ和Ｃｕ值
Ｔａｂｌｅ１　ＣｃａｎｄＣｕｖａｌｕｅｓｏｆｔｈｅ４ｔｙｐｅｓｏｆｓａｎｄｓ

编号 Ｃｃ Ｃｕ ｄ１０／ｍｍ ｄ３０／ｍｍ ｄ６０／ｍｍ

Ｃ １４４ ５５ ０１５９ ０４４６ ０８７３
Ｄ ０８ ６３３ ０１６０ ０３６１ １０１５
Ｅ １１９ ７０７ ０２１０ ０６０９ １４８６
Ｆ ０８８ ４２ ０１４１ ０２７０ ０５９１

在处理非等径颗粒情况时，先计算出每种颗粒级配

情况下的加权平均粒径

０５



　第 ４期 郭　鸿等：二维理想颗粒受剪行为的细观机理

图７　四种颗粒级配的离散元模型
Ｆｉｇ７　Ｄｉｓｃｒｅｔｅｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅ４ｔｙｐｅｓｓａｎｄｓ

图８　四种级配试样
Ｆｉｇ８　ＦｏｕｒＤＥＭｓａｍｐｌｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｐａｒｔｉｃｌｅｓｉｚｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ

２珘Ｒ＝∑
ｎ

ｉ＝１
２ＲｉＮｉ∑

ｎ

ｉ＝１
Ｎｉ （１２）

　　式中 Ｒｉ代表某种级配情况下第 ｉ级的颗粒半
径，Ｎｉ代表该ｉ级颗粒的数目，ｎ为不同粒径的总级
数。

然后将处理后的等径颗粒按照矩形方式排列为

２ｎ行×ｍ列，再用式 （１０）进行计算最大剪切力。
在以上四种颗粒级配情况下，ｆ１ ＝１，ｆ２与 ｄ１０，ｄ３０
和ｄ６０有关，如图 ９所示。可以看出，ｆ２基本都随
ｄ１０，ｄ３０和ｄ６０的增大而减小，且其线性关系比较明
显。需要进一步说明的是，ｆ１是与边界颗粒有关的
系数，ｆ２是与非边界颗粒有关的系数，所以当数值
试样内的颗粒数量增大时，ｆ１的影响相对会减弱，
而ｆ２的影响相对会加强。

图９　ｄ１０，ｄ３０和ｄ６０和ｆ２的关系曲线

Ｆｉｇ９　Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｄ１０，ｄ３０ａｎｄｄ６０ｖｓｆ２

这是因为在数值试样内部，随着颗粒数量的增

加，水平方向的力链数量更多，形状更细，更弯

曲，如图１０所示，而对于边界上的颗粒来说，由
于上部竖向均布压应力，颗粒的排列相对规则，形

态变化也相对不明显。ｆ２和最大剪应力的关系如图
１０所示，可以看出最大剪应力随着 ｆ２的增大而线
性增大，表明了力链越密集，剪应力越大 （见图１１）。

图１０　ｆ２和τ的关系曲线

Ｆｉｇ１０　Ｒｅｌａｔｉｏｎｏｆｆ２ｖｓτ

１５
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图１１　四种级配离散元剪切过程力链图
Ｆｉｇ１１　ＦｏｒｃｅｃｈａｉｎｓｏｆｆｏｕｒｓａｍｐｌｅｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐａｒｔｉｃｌｅｓｉｚｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｉｎＤＥＭｓｈｅａｒｔｅｓｔ

４　结　论
本文基于二维等径颗粒体，分析了颗粒材料在

受剪时的力学机理，提出了颗粒规则最密规则排列

时的最大剪应力公式。通过对四种不同级配颗粒体

的数值剪切试验，发现本文提出的最大剪应力公式

仍然适用，所不同的只是 ｆ１和 ｆ２，其中，两者在
非等径颗粒情况下的数值都较等径颗粒情况下的数

值小，而且后者随着 ｄ１０，ｄ３０和 ｄ６０的增大而减小。
ｆ２和最大剪应力的关系表明，力链形态越密集，剪
应力越大。
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