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无穷区间上 ｐＬａｐｌａｃｉａｎ积微分方程极值解的存在性

方玉萍，王颖
（临沂大学数学与统计学院，山东 临沂 ２７６０００）

摘　要：带有ｐＬａｐｌａｃｉａｎ算子的积微分方程在应用力学、天体物理和经典电学中有着广泛的应用。非线性微分
方程边值问题是微分方程研究领域的一个重要分支。因此，ｐＬａｐｌａｃｉａｎ积微分方程边值问题的研究有着巨大的理
论和实际意义。系统地研究无穷区间上，较为复杂边值条件下的一类 ｐＬａｐｌａｃｉａｎ积微分方程。利用单调迭代方
法，在适当的条件下，不仅得到了方程极值解的存在性，而且得到了方程解的迭代序列。最后，通过一个例子说

明了结果的实用性。
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　　多孔介质中的湍流问题是一个基本的力学问
题，为研究此类问题 Ｌｅｉｂｅｎｓｏｎ［１］引入了下面 ｐ
Ｌａｐｌａｃｉａｎ方程

（φｐ（ｘ′（ｔ）））′＋ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ））＝０
其中φｐ＝ ｘｐ－２ｘ，ｐ＞１。在过去的几十年里，很多
的自然现象都可以用 ｐＬａｐｌａｃｉａｎ方程来描述，非

牛顿力学［２］，燃烧理论［３］，种群生物学［４－５］，扭

转蠕变 （ｐ＝２，ｐ→∞），多孔介质流等［６－７］。带

有Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ，ＳｔｕｒｍＬｉｏｕｖｉｌｌｅ或其他非线性边值条件
的ｐＬａｐｌａｃｉａｎ方程已经被广泛研究，同时，由于
无穷区间理论在应用数学和物理中的重要性，许多

作者开始注意到无穷区间上的 ｐＬａｐｌａｃｉａｎ方
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程［８－１９］。

Ｋｉｍ［１１］研究了下面的一维 ｐＬａｐｌａｃｉａｎ边值问
题 （ＢＶＰ）：
（φｐ（ｕ′（ｔ）））′＋ｈ（ｔ）ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））＝０，ｔ∈Ｊ′，

ｕ（０）－∑
ｍ－２

ｉ＝１
αｉｕ（ξｉ′）＝０，

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｕ′（ｔ）＝ｃ∞ ≥

{
０

（１）
其中Ｊ′＝（０，＋∞），Ｊ＝［０，＋∞），φｐ ＝ ｘｐ－２ｘ，
ｐ＞１，０≤αｉ＜１，０＜ξ′１ ＜ξ′２ ＜… ＜ξ′ｍ－２ ＜

＋∞，０≤∑
ｍ－２

ｉ＝１
αｉ＜１，ｆ∈Ｃ（Ｊ×Ｊ，Ｊ），ｈ∈Ｃ（Ｊ′，

Ｊ），ｈ在ｔ＝０点奇异，

∫
∞

０
φ－１ｐ∫

∞

ｓ
ｈ（τ）ｄτｄｓ＜＋∞

应用不动点指数理论，文 ［１１］得到 ＢＶＰ（１）正
解的存在性和解的迭代序列。

文 ［１２］考虑了方程
（φｐ（ｕ′（ｔ）））′＋φ（ｔ）ｆ（ｔ，ｕ（ｔ），ｕ′（ｔ））＝０，

ｔ∈Ｊ′ （２）
方程 （２）的边值条件同 ＢＶＰ（１），这里 ｆ∈ Ｃ（Ｊ
×Ｊ×Ｊ，Ｊ），φ∈ Ｃ（Ｊ，Ｊ）。借助于 ＡｖｅｒｙＰｅｔｅｒｓｏｎ不
动点理论，文 ［１２］获得了方程三个正解的存在
性。受以上文章的启发，我们主要研究下面的 ｐ
Ｌａｐｌａｃｉａｎ方程：
（φｐ（ｘ′（ｔ）））′＋ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ），（Ｔｘ）（ｔ），
　　（Ｓｘ）（ｔ））＝０，　ｔ∈Ｊ′，

αｘ（０）－βｘ′（０）－γ∫
∞

０
ｇ（ｔ）ｘ（ｔ）ｄｔ＝ａ≥０，

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｘ′（ｔ）＝ｂ≥













０

（３）

其中φｐ（ｘ）＝ ｘｐ－２ｘ，ｐ＞１，φｑ ＝φ
－１
ｐ，
１
ｐ＋

１
ｑ＝

１，α，γ＞０，β≥０，ｇ∈Ｌ（Ｊ，Ｊ），∫
∞

０
ｇ（ｔ）ｄｔ＜＋∞，

∫
∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄｔ＜＋∞，Δ＝α－γ∫

∞

０
ｇ（ｔ）ｄｔ＞０，且

（Ｔｘ）（ｔ）＝∫
ｔ

０
Ｋ（ｔ，ｓ）ｘ（ｓ）ｄｓ，

（Ｓｘ）（ｔ）＝∫
∞

０
Ｈ（ｔ，ｓ）ｘ（ｓ）ｄｓ （４）

这里Ｋ∈Ｃ（Ｄ，Ｊ），Ｄ＝｛（ｔ，ｓ）∈Ｊ×Ｊ：ｔ≥ｓ｝，Ｈ∈
Ｃ（Ｊ×Ｊ，Ｊ），ｆ∈Ｃ（Ｊ′×Ｊ×Ｊ×Ｊ×Ｊ，Ｊ），ｆ在ｔ＝０
点奇异。

本文主要利用单调迭代方法讨论 ＢＶＰ（３）的
极值解。主要特色如下：首先，若ｐ＝２，ｇ（ｔ）＝０，
β＝ａ＝ｂ＝０，α＝１并且ｆ中不含有Ｔｕ，Ｓｕ，则ＢＶＰ

（３）可以转化为下面的两点边值问题：
ｘ″（ｔ）＋ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ））＝０，ｔ∈Ｊ′，
ｘ（０）＝０，
ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｘ′（ｔ）＝０

{
，

（５）

文 ［１３］研究了ＢＶＰ（５）正解的存在性，而且许
多学者对于二阶微分方程做了系统的研究，如文

［１４－１５］。其次，ＢＶＰ（３）中，所研究的非线性
项ｆ是更为一般的情况，不仅含有导数项，而且含
有Ｔｕ，Ｓｕ。最后，研究的边值条件也更为复杂，即
两点，三点，多点边值问题是 ＢＶＰ（３）的特殊情
况。因此，在一定程度上推广了文 ［１１－１３，１６
－１７］的结果。

１　预备知识和引理
定义１　若 α是 Ｂａｎａｃｈ空间 Ｅ中锥 Ｐ上的连

续凹函数，则有α：Ｐ→ [０，＋∞）是连续的，并且
α（ｔｕ＋（１－ｔ）ｖ）≥ｔα（ｕ）＋（１－ｔ）α（ν），

ｕ，ｖ∈Ｐ，ｔ∈［０，１］
　　引理１［２０］

φｑ（ｓ＋ｔ）≤
２ｑ－１（φｑ（ｓ）＋φｑ（ｔ）），ｑ≥２，ｓ，ｔ＞０，

φｑ（ｓ）＋φｑ（ｔ），１＜ｑ＜２，ｓ，ｔ＞０
{

，

φｑ（ｓ）＞φｑ（ｔ）＞φｑ（０）＝０，ｑ＞１，ｓ＞ｔ＞０
定义本文所使用的空间Ｅ：

Ｅ＝｛ｘ∈Ｃ１（Ｊ，Ｊ）：ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

ｘ（ｔ）
１＋ｔ ＜＋∞，

ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ
ｘ′（ｔ） ＜＋∞｝ （６）

范数

ｘＤ ＝ｍａｘ｛ｘＦ，ｘＣ｝，

ｘＦ ＝ｓｕｐｔ∈Ｊ
ｘ（ｔ）
１＋ｔ，

ｘＣ ＝ｓｕｐｔ∈Ｊ ｘ′（ｔ）
则（Ｅ，· Ｄ）是Ｂａｎａｃｈ空间，定义Ｅ中的锥Ｐ：
Ｐ＝｛ｘ∈Ｅ：ｘ在［０，＋∞）是凹的，非减的，

ｘ（ｔ）≥０，ｘ′（ｔ）≥０，ｔ∈Ｊ｝
本文的主要条件：

（Ｈ１）

ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

１
１＋ｔ∫

ｔ

０
Ｋ（ｔ，ｓ）（１＋ｓ）ｄｓ＜＋∞，

ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

１
１＋ｔ∫

∞

０
Ｈ（ｔ，ｓ）（１＋ｓ）ｄｓ＜＋∞，

ｌｉｍ
ｔ′→ｔ∫

∞

０
Ｈ（ｔ′，ｓ）－Ｈ（ｔ，ｓ）（１＋ｓ）ｄｓ＝０，ｔ，ｔ′∈Ｊ

令

ｋ ＝ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

１
１＋ｔ∫

ｔ

０
Ｋ（ｔ，ｓ）（１＋ｓ）ｄｓ，

ｈ ＝ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

ｔ
１＋ｔ∫

∞

０
Ｈ（ｔ，ｓ）（１＋ｓ）ｄｓ

２４
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　　 （Ｈ２）
ｆ∈Ｃ（Ｊ′Ｊ×Ｊ×Ｊ×Ｊ，Ｊ），ｆ（ｔ，０，０，０，０）≡０，ｔ∈Ｊ，
ｆ（ｔ，ｕ０，ｕ１，ｕ２，ｕ３）≤ｑ（ｔ）ｈ（ｔ，ｕ０，ｕ１，ｕ２，ｕ３），
ｈ（ｔ，ｕ０，ｕ１，ｕ２，ｕ３）∈Ｃ（Ｊ×Ｊ×Ｊ×Ｊ×Ｊ，Ｊ），

ｈ（ｔ，０，０，０，０）≡０，
ｈ（ｔ，（１＋ｔ）ｕ０，ｕ１，（１＋ｔ）ｕ２，（１＋ｔ）ｕ３）有界，

其中ｔ∈Ｊ，ｕｉ∈Ｄ（ｉ＝０，１，２），ＤＪ是闭子集，
ｑ∈Ｌ（Ｊ，Ｊ），ｑ（ｔ）≡０，　ｔ∈Ｊ，

０＜∫
∞

０
ｑ（ｔ）ｄｔ＜＋∞，

０＜∫
∞

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｑ（τ）ｄ( )τｄｓ＜＋∞

　　注 １　由条件 （Ｈ１），（Ｈ２），若 ｘ满足 ＢＶＰ
（３），则

（φｐ（ｘ′（ｔ）））′＝－ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ），
（Ｔｘ）（ｔ），（Ｓｘ）（ｔ））≤０，　ｔ∈Ｊ

即φｐ（ｘ′（ｔ））在Ｊ上非减，也就是说，ｘ′（ｔ）在Ｊ上
非减。因此，ｘ在Ｊ上是凹的。

引理２　假设条件 （Ｈ１）和 （Ｈ２）成立，则
ｘ∈Ｐ是ＢＶＰ（３）的解当且仅当ｘ∈Ｃ（Ｊ）是下面
算子方程的不动点：

（Ａｘ）（ｔ）＝１
Δ α

＋βφｑ∫
∞

０
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ(( ），

（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））＋

γ∫
∞

０
ｇ（ｔ）∫

ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓｄｔ）＋

∫
ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓ，　ｔ∈Ｊ （７）
　　证明　假设ｘ∈ Ｐ是 ＢＶＰ（３）的解。对任意
的ｔ∈Ｊ，由ＢＶＰ（３）

∫
∞

ｔ
（φｐ（ｘ′（τ）））′ｄτ＝

－∫
∞

ｔ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ

即

φｐ（ｘ′（∞））－φｐ（ｘ′（τ））＝－∫
∞

ｔ
σ（τ）ｄτ

由 ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｘ′（ｔ）＝ｂ可得

ｘ′（ｔ）＝φｑ∫
∞

ｔ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ( ），

（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ）） （８）
将式 （８）由０到ｔ积分可得

ｘ（ｔ）＝ｘ（０）＋∫
ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ）)　　ｄｓ

由于αｘ（０）－βｘ′（０）－γ∫
∞

０
ｇ（ｔ）ｘ（ｔ）ｄｔ＝ａ，可得到

ｘ（ｔ）＝１
Δ α

＋βφｑ∫
∞

０
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ(( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））＋

γ∫
∞

０
ｇ（ｔ）∫

ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓｄｔ）＋

∫
ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓ，ｔ∈Ｊ （９）
对任意的ｘ∈Ｐ，存在Ｒ＞０，使得 ｘＤ ＜Ｒ，由条
件 （Ｈ１），（Ｈ２）可得

∫
∞

０
ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ），（Ｔｘ）（ｔ），（Ｓｘ）（ｔ））ｄｔ≤

∫
∞

０
ｑ（ｔ）ｈ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ），（Ｔｘ）（ｔ），（Ｓｘ）（ｔ））ｄｔ≤

ＳＲ∫
∞

０
ｑ（ｔ）ｄｔ＜＋∞ （１０）

其中

ＳＲ ＝ｓｕｐ｛ｈ（ｔ，（１＋ｔ）ｕ０，ｕ１，（１＋ｔ）ｕ２，（１＋ｔ）ｕ３）：
（ｔ，ｕ０，ｕ１，ｕ２，ｕ３）∈Ｊ×［０，Ｒ］×［０，Ｒ］×

［０，ｋＲ］×［０，ｈＲ］｝
因此，由式 （１０）和引理１，有
１
Δ α

＋βφｑ∫
∞

０
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ(( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ）)　　＋
γ∫
∞

０
ｇ（ｔ）∫

ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ）)　　ｄｓｄｔ)
　
　
＋

∫
ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ）)　　ｄｓ≤
ａ
Δ
＋２ｑ－１ β＋γ∫

∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄｔ

Δ
( )＋ｔ·

φｑ ＳＲ∫
∞

０
ｑ（ｔ）ｄ( )ｔ( )＋ｂ＜＋∞ （１１）

由式（１０）和式（１１）可得，式（９）是有定义的。下面
证明ｘ是由式（７）定义的算子Ａ的不动点。

假设ｘ是由式 （７）定义的算子 Ａ的不动点，
对式 （７）直接求导数可得

ｘ′（ｔ）＝φｑ∫
∞

ｔ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ）)　　，

３４
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（φｐ（ｘ′（ｔ）））′＝
－ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ），（Ｔｘ）（ｔ），（Ｓｘ）（ｔ））″

容易证明

αｘ（０）－βｘ′（０）－γ∫
∞

０
ｇ（ｔ）ｘ（ｔ）ｄｔ＝ａ，

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｘ′（ｔ）＝ｂ

证明完毕。

引理３［２１－２２］　空间Ｅ由式 （６）定义，Ｍ是Ｅ
中的有界集。若

ｘ（ｔ）
１＋ｔ：ｘ∈{ }Ｍ ，｛Ｘ′（ｔ）：ｘ∈Ｍ｝

在Ｊ上的任一有界子集上等度连续，且对任意给定
的ε＞０，存在Ｎ＞０，ｔ１，ｔ２ ＞Ｎ，使得

ｘ（ｔ１）
１＋ｔ１

－
ｘ（ｔ２）
１＋ｔ２

＜ε，ｘ′（ｔ１）－ｘ′（ｔ２） ＜ε

对ｘ∈Ｍ一致成立，则Ｍ在Ｅ中是相对紧的。
引理４　假设条件 （Ｈ１），（Ｈ２）成立，则Ａ：Ｐ

→Ｐ是全连续算子。
证明　
（ｉ）Ａ：Ｐ→Ｐ是有定义的。
通过常规的方法可以得到 Ａ：Ｐ→ Ｅ是有定义

的。下面证明 Ａ（Ｐ） Ｐ。对任意的 ｘ∈ Ｐ，由式
（７）可得

φｐ（（Ａｘ）′（ｔ））＝

∫
∞

ｔ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ）

（１２）
（φｐ（（Ａｘ）′（ｔ）））′＝

－ｆ（ｔ，ｘ（ｔ），ｘ′（ｔ），（Ｔｘ）（ｔ），（Ｓｘ）（ｔ））（１３）
由式 （７），式 （１２），式 （１３）和条件 （Ｈ２），可
知（Ａｘ）（ｔ）＞０，（Ａｘ）′（ｔ）≥ｂ≥０，（Ａｘ）′′（ｔ）≤０，
即Ａ（Ｐ）Ｐ。

（ｉｉ）Ａ：Ｐ→Ｐ连续。
假设ｘｍ，ｘ∈Ｐ，ｌｉｍｍ→＋∞ｘｍ ＝ｘ，则存在Ｒ０＞０，使

得 ｘｍ Ｄ≤Ｒ０，ｘＤ≤Ｒ０。由于

∫
∞

０
ｆ（τ，ｘｍ（τ），ｘ′ｍ（τ），（Ｔｘｍ）（τ），（Ｓｘｍ）（τ））ｄτ－

∫
∞

０
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ≤

∫
∞

０
ｆ（τ，ｘｍ（τ），ｘ′ｍ（τ），（Ｔｘｍ）（τ），（Ｓｘｍ）（τ））＋

ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ≤

∫
∞

０
ｑ（τ）（ｈ（τ，ｘｍ（τ），ｘ′ｍ（τ），（Ｔｘｍ）（τ），（Ｓｘｍ）（τ））＋

ｈ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ）））ｄτ≤

２ＳＲ０∫
∞

０
ｑ（τ）ｄτ＜＋∞

其中

ＳＲ０ ＝ｓｕｐ｛ｈ（ｔ，１＋ｔ）ｕ０，ｕ１，（１＋ｔ）ｕ２，
（１＋ｔ）ｕ３：（ｔ，ｕ０，ｕ１，ｕ２，ｕ３）∈

Ｊ×［０，Ｒ０］×［０，Ｒ０］×［０，ｋＲ０］×［０，ｈＲ０］｝
所以，对任意的ε＞０，可以找到一个充分大的 Ｈ０
＞０满足

ＳＲ０∫
１
Ｈ０

０
ｑ（τ）ｄτ＋∫

∞

Ｈ０
ｑ（τ）ｄ( )τ＜ε４

由Ｌｅｂｅｓｇｕｅ控制收敛定理和ｆ的连续性可得

∫
Ｈ０

１
Ｈ０

ｆ（τ，ｘｍ（τ），ｘ′ｍ（τ），（Ｔｘｍ）（τ），（Ｓｘｍ）（τ））ｄτ－

∫
Ｈ０

１
Ｈ０

ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ≤

∫
Ｈ０

１
Ｈ０

ｆ（τ，ｘｍ（τ），ｘ′ｍ（τ），（Ｔｘｍ）（τ），（Ｓｘｍ）（τ））－

ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ→０，
ｍ→＋∞

因此对上述的ε＞０，存在Ｎ＞０，当ｎ＞Ｎ０时，有

∫
∞

０
ｆ（τ，ｘｍ（τ），ｘ′ｍ（τ），（Ｔｘｍ）（τ），（Ｓｘｍ）（τ））ｄτ－

∫
∞

０
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ≤

∫
∞

０
ｆ（τ，ｘｍ（τ），ｘ′ｍ（τ），（Ｔｘｍ）（τ），（Ｓｘｍ）（τ））－

ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ≤

∫
１
Ｈ０

０
ｆ（τ，ｘｍ（τ），ｘ′ｍ（τ），（Ｔｘｍ）（τ），（Ｓｘｍ）（τ））＋

ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋

∫
∞

Ｈ０
ｆ（τ，ｘｍ（τ），ｘ′ｍ（τ），（Ｔｘｍ）（τ），（Ｓｘｍ）（τ））＋

ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋

∫
Ｈ０

１
Ｈ０

ｆ（τ，ｘｍ（τ），ｘ′ｍ（τ），（Ｔｘｍ）（τ），（Ｓｘｍ）（τ））－

ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ）)　　ｄτ≤
２ＳＲ０∫

１
Ｈ０

０
ｑ（τ）ｄτ＋∫

∞

Ｈ０
ｑ（τ）ｄ( )τ＋

∫
Ｈ０

１
Ｈ０

ｆ（τ，ｘｍ（τ），ｘ′ｍ（τ），（Ｔｘｍ）（τ），（Ｓｘｍ）（τ））－

ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ≤ε
即

φｑ∫
∞

０
ｆ（τ，ｘｍ（τ），ｘ′ｍ（τ），（Ｔｘｍ）（τ( ），

（Ｓｘｍ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））－φｑ∫
∞

０
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ( ），

（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））→０，ｍ→＋∞
类似地，对任意的ｓ∈Ｊ可得

４４
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φｑ∫
∞

ｓ
ｆ（τ，ｘｍ（τ），ｘ′ｍ（τ），（Ｔｘｍ）（τ( ），

（Ｓｘｍ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））－

φｑ∫
∞

ｓ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））→０，ｍ→＋∞
因此，由Ｌｅｂｅｓｇｕｅ控制收敛定理可得

（Ａｘｍ）－（Ａｘ）Ｆ≤
β
Δ φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘｍ（τ），ｘ′ｍ（τ），（Ｔｘｍ）（τ( ），

（Ｓｘｍ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））－

φｑ∫
∞

ｓ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））＋

ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

１
１＋ｔ

γ
Δ∫

∞

０
ｇ（ｔ）∫

ｔ

０
φｐ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘｍ（τ），ｘ′ｍ（τ(( ），

（Ｔｘｍ）（τ），（Ｓｘｍ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））－

φｑ∫
∞

０
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓｄｔ）＋

ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

１
１＋ｔ∫

ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘｍ（τ），ｘ′ｍ（τ），（Ｔｘｍ）（τ( ），

（Ｓｘｍ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））－

φｑ∫
∞

０
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓ→０，ｍ→＋∞；

（Ａｘｍ）′－（Ａｘ）′ｃ＝

ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ
φｐ∫

∞

ｔ
ｆ（τ，ｘｍ（τ），ｘ′ｍ（τ），（Ｔｘｍ）（τ( ），

（Ｓｘｍ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））－

φｐ∫
∞

ｔ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））→０，ｍ→＋∞
故，Ａ：Ｐ→Ｐ是连续的。

（ｉｉｉ）Ａ：Ｐ→Ｐ相对紧。
（ａ）令ＭＰ是有界子集，则存在Ｒ１＞０，使

得 ｘＤ ＜Ｒ１，ｘ∈Ｍ。所以，对任意的ｘ∈Ｍ，有

（Ａｘ）Ｆ ＝ｓｕｐｔ∈Ｊ
（Ａｘ）（ｔ）
１＋ｔ

≤

ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

ａ
Δ
＋２ｑ－１ β＋γ∫

∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄｔ

Δ
( )＋ｔ·

φｑ ＳＲ１∫
∞

０
ｑ（ｔ）ｄ( )ｔ( )＋ｂ ≤

ａ
Δ
＋２ｑ－１ β＋γ∫

∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄｔ

Δ
＋( )１·

φｑ ＳＲ１∫
∞

０
ｑ（ｔ）ｄ( )ｔ( )＋ｂ＜＋∞ （１４）

（Ａｘ）′Ｃ ＝ｓｕｐｔ∈Ｊ （Ａｘ）′（ｔ） ＝

ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ
φｑ∫

∞

ｔ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））≤

２ｑ－１ φｑ ＳＲ１∫
∞

０
ｑ（ｔ）ｄ( )ｔ( )＋ｂ＜＋∞ （１５）

其中

ＳＲ１ ＝ｓｕｐ｛ｈ（ｔ，１＋ｔ）ｕ０，ｕ１，（１＋ｔ）ｕ２，（１＋ｔ）ｕ３：
（ｔ，ｕ０，ｕ１，ｕ２，ｕ３）∈Ｊ×［０，Ｒ１］×
［０，Ｒ１］×［０，ｋＲ１］×［０，ｈＲ１］｝

由式 （１４） －（１５）可得
（Ａｘ）Ｄ ＝ｍａｘ｛（Ａｘ）Ｆ，（Ａｘ）′Ｃ｝≤

ａ
Δ
＋２ｑ－１ β＋γ∫

∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄｔ

Δ
＋( )１·

φｐ ＳＲ１∫
∞

０
ｑ（ｔ）ｄ( )ｔ＋ｂ＜＋∞ （１６）

由式 （１６）可知ＡＭ在Ｅ中有界。
（ｂ）对任意的Ｔ＞０，ｔ１，ｔ２∈［０，Ｔ］，ｘ∈Ｍ，不

失一般性，假设ｔ１ ＞ｔ２。事实上
（Ａｘ）（ｔ１）
１＋ｔ１

－
（Ａｘ）（ｔ２）
１＋ｔ２

≤ １
１＋ｔ１

－ １
１＋ｔ２

·

１
Δ α

＋βφｑ∫
∞

０
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ(( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））＋

γ∫
∞

０
ｇ（ｔ）∫

ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓｄｔ）＋
１
１＋ｔ１∫

ｔ１

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓ－
１
１＋ｔ２∫

ｔ２

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ( ），

（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓ≤

１
１＋ｔ１

－ １
１＋ｔ２

２ｑ－１ β＋γ∫
∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄｔ( )(
Δ

·

φｑ ＳＲ１∫
∞

０
ｑ（ｔ）ｄ( )ｔ( )＋ｂ＋ａ)Δ ＋

１
１＋ｔ１

－ １
１＋ｔ２∫

ｔ１

０
φｑ ＳＲ１∫

∞

ｓ
ｑ（τ）ｄτ＋φｐ（ｂ( )）ｄｓ＋

１
１＋ｔ２∫

ｔ２

ｔ１
φｑ ＳＲ１∫

∞

ｓ
ｑ（τ）ｄτ＋φｐ（ｂ( )）ｄｓ （１７）

φｐ（（Ａｘ）′（ｔ１））－φｐ（（Ａｘ）′（ｔ２））≤

∫
ｔ２

ｔ１
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ≤

ＳＲ１∫
ｔ２

ｔ１
ｑ（τ）ｄτ （１８）

５４
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由式 （１７） －（１８），对任意的ε＞０，存在δ＞０，
对任意的ｔ１，ｔ２∈［０，ｂ］，ｔ１－ｔ２ ＜δ，任意的 ｘ∈
Ｍ，有

（Ａｘ）（ｔ１）
１＋ｔ１

－
（Ａｘ）（ｔ２）
１＋ｔ２

＜ε，

（Ａｘ）′（ｔ１）－（Ａｘ）′（ｔ２） ＜ε

因此可得 （Ａｘ）（ｔ）
１＋ｔ：ｘ∈{ }Ｍ ，｛（Ａｘ）′（ｔ）：ｘ∈ Ｍ｝

在［０，Ｔ］等度连续。由于 Ｔ＞０是任意的，所以
（Ａｘ）（ｔ）
１＋ｔ：ｘ∈{ }Ｍ ，｛（Ａｘ）′（ｔ）：ｘ∈Ｍ｝在Ｊ局部等

度连续。

（ｃ）对任意的ｘ∈Ｍ，由式 （７）可得

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

（Ａｘ）（ｔ）
１＋ｔ

＝

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

１
１＋ｔ

１
Δ α

＋βφｑ∫
∞

０
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ((( ），

（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））＋

γ∫
∞

０
ｇ（ｔ）∫

ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓｄｔ）＋

∫
ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓ） （１９）
由于

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

１
１＋ｔ

１
Δ α

＋βφｑ∫
∞

０
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ((( ），

（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））＋

γ∫
∞

０
ｇ（ｔ）∫

ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓｄｔ））≤

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

１
１＋ｔ

ａ
Δ
＋２ｑ－１ β＋γ∫

∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄｔ( )(
Δ

·

φｑ ＳＲ１∫
∞

０
ｑ（ｔ）ｄ( )ｔ( ) )＋ｂ ＝０ （２０）

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

１
１＋ｔ∫

ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ(( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓ）＝

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
φｑ∫

∞

ｔ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））＝ｂ （２１）
根据式 （１９） －（２１）可知

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

（Ａｘ）（ｔ）
１＋ｔ

＝ｂ

所以，对任意的ｘ∈Ｍ，有
（Ａｘ）（ｔ）
１＋ｔ －ｂ≤

１
１＋ｔ

ａ
Δ
＋２ｑ－１ β＋γ∫

∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄｔ( )
Δ

( ·

φｑ ＳＲ１∫
∞

０
ｑ（ｔ）ｄ( )ｔ( ) )＋ｂ ＋

１
１＋ｔ∫

ｔ

０
φｑ ＳＲ１∫

∞

０
ｑ（τ）ｄτ＋φｐ（ｂ( )）ｄ( )ｓ－ｂ→０，
ｔ→＋∞ （２２）

另外，可以得到

ｌｉｍ
ｔ→＋∞

（Ａｘ）′（ｔ） ＝ｌｉｍ
ｔ→＋∞
φｑ∫

∞

ｔ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ( ），

（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））＝ｂ
所以，对任意的ｘ∈Ｍ，有

（Ａｘ）′（ｔ）－ｂ＝

φｑ∫
∞

ｔ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））－ｂ≤

φｑ ＳＲ１∫
∞

ｔ
ｑ（τ）ｄτ＋φｐ（ｂ( )）－ｂ→０，
ｔ→＋∞ （２３）

因此，由式 （２２） － （２３），对任意的 ε＞０，存
在Ｎ＞０，对任意的ｔ＞Ｎ，任意的ｘ∈Ｍ，可得
（Ａｘ）（ｔ）
１＋ｔ －ｂ＜ε２，（Ａｘ）′（ｔ）－ｂ＜

ε
２，ｔ＜Ｎ

对任意的ｔ１，ｔ２ ＞Ｎ，任意的ｘ∈Ｍ，有
（Ａｘ）（ｔ１）
１＋ｔ１

－ｂ＜
ε
２，
（Ａｘ）（ｔ２）
１＋ｔ２

－ｂ＜
ε
２，

（Ａｘ）′（ｔ１）－ｂ＜
ε
２，（Ａｘ）′（ｔ２）－ｂ＜

ε
２

对任意的ｔ１，ｔ２ ＞Ｎ，任意的ｘ∈Ｍ，易知
（Ａｘ）（ｔ１）
１＋ｔ１

－
（Ａｘ）（ｔ２）
１＋ｔ２

≤

（Ａｘ）（ｔ１）
１＋ｔ１

－ｂ＋
（Ａｘ）（ｔ２）
１＋ｔ２

－ｂ＜ε，

（Ａｘ）′（ｔ１）－（Ａｘ）′（ｔ２）≤

（Ａｘ）′（ｔ１）－ｂ＋ （Ａｘ）′（ｔ２）－ｂ＜ε

即 （Ａｘ）（ｔ）
１＋ｔ：ｘ∈{ }Ｍ ，｛（Ａｘ）′（ｔ）：ｘ∈Ｍ｝在 ＋∞

一致收敛。

由引理３，结合Ａ的连续性可知，Ａ：Ｐ→ Ｐ是
全连续的。证明完毕。

２　主要结果
为方便起见，令

ｍ＝２
ｑ－１

Δφｑ∫
∞

０
ｑ（ｔ）ｄ( )ｔ β＋γ∫

∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄｔ＋( )Δ，

ρ＝ａΔ
＋２ｑ－１ｂ１＋１

Δ β＋γ∫
∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄ( )( )ｔ

６４



　第 ５期 方玉萍等：无穷区间上ｐＬａｐｌａｃｉａｎ积微分方程极值解的存在性

　　定理１　假设条件 （Ｈ１）， （Ｈ２）成立，且存
在ｄ＞２ρ，有

（Ｈ３）
ｆ（ｔ，ｕ０，ｕ１，ｕ２，ｕ３）≤ｆ（ｔ，珔ｕ０，珔ｕ１，珔ｕ２，珔ｕ３），ｔ∈Ｊ，

０≤Ｕ０≤珚Ｕ０，０≤Ｕ１≤珚Ｕ１，
０≤Ｕ２≤珚Ｕ２，０≤Ｕ３≤珚Ｕ３

　　 （Ｈ４）

ｈ（ｔ，（１＋ｔ）ｕ０，ｕ１，（１＋ｔ）ｕ２，（１＋ｔ）ｕ３）≤φｐ
ｄ
２( )ｍ，

（ｔ，ｕ０，ｕ１，ｕ２，ｕ３）∈
Ｊ×［０，ｄ］×［０，ｄ］×［０，ｋｄ］×［０，ｈｄ］

则ＢＶＰ（３）在Ｊ上有极大和极小解μ，ν，满足

０＜ｍａｘｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

μ（ｔ）
１＋ｔ，ｓｕｐｔ∈Ｊ μ′

（ｔ{ }） ≤ｄ，

０＜ｍａｘｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

ν（ｔ）
１＋ｔ，ｓｕｐｔ∈Ｊ ν′

（ｔ{ }） ≤ｄ

对于

μ０（ｔ）＝ｄ
ｔ＋１( )２

＋

２ｑ－１ｂｔ＋１
Δ β＋γ∫

∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄ( )( )ｔ ＋ａΔ，

ν０（ｔ）＝０，
定义迭代列｛μｎ｝，｛νｎ｝

μｎ（ｔ）＝
１
Δ α

＋βφｑ∫
∞

０
ｆ（τ，μｎ－１（τ），μ′ｎ－１（τ(( ），

（Ｔμｎ－１）（τ），（Ｓμｎ－１）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））＋

γ∫
∞

０
ｇ（ｔ）∫

ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，μｎ－１（τ），μ′ｎ－１（τ( ），

（Ｔμｎ－１）（τ），（Ｓμｎ－１）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓｄｔ）＋

∫
ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，μｎ－１（τ），μ′ｎ－１（τ），（Ｔμｎ－１）（τ( ），

（Ｓμｎ－１）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓ，

νｎ（ｔ）＝
１
Δ α

＋βφｑ∫
∞

０
ｆ（τ，νｎ－１（τ），ν′ｎ－１（τ(( ），

（Ｔνｎ－１）（τ），（Ｓνｎ－１）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））＋

γ∫
∞

０
ｇ（ｔ）∫

ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，νｎ－１（τ），ν′ｎ－１（τ），（Ｔνｎ－１）（τ( ），

（Ｓνｎ－１）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓｄｔ）＋

∫
ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，νｎ－１（τ），ν′ｎ－１（τ），（Ｔνｎ－１）（τ( ），

（Ｓνｎ－１）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓ
并且有

ｌｉｍ
ｎ→＋∞
ｍａｘｓｕｐ

ｔ∈Ｊ

μｎ（ｔ）－μ（ｔ）
１＋ｔ{ ，

ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ
μ′ｎ（ｔ）－μ′（ｔ） }　　＝０，

ｌｉｍ
ｎ→＋∞
ｍａｘｓｕｐ

ｔ∈Ｊ

νｎ（ｔ）－ν（ｔ）
１＋ｔ{ ，

ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ
ν′ｎ（ｔ）－ν′（ｔ） }　　＝０

　　证明　由引理４知，Ａ：Ｐ→Ｐ是全连续的。对
任意的 ｘ１，ｘ２∈ Ｐ，ｘ１≤ ｘ２，由 Ａ的定义和条件
（Ｈ３）可知Ａｘ１≤Ａｘ２。记

Ｐｄ ＝｛ｘ∈Ｐ：ｘＤ≤ｄ｝
下面首先证明Ａ：Ｐｄ→Ｐｄ。对于ｘ∈Ｐｄ，有 ｘＤ≤
ｄ，由式 （７）和条件 （Ｈ４）可得

（Ａｘ）Ｆ ＝

ｓｕｐ
ｔ→＋∞

１
１＋ｔ

１
Δ α

＋βφｑ∫
∞

０
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ(( ），

（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））＋

γ∫
∞

０
ｇ（ｔ）∫

ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ( ），

（Ｔｘ）（τ），（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓｄｔ）＋

∫
ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓ｜≤
ａ
Δ
＋１
Δ
２ｑ－１φｑ∫

∞

０
ｑ（ｔ）ｄ( )ｔ( ·

β＋γ∫
∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄｔ＋ )( )Δ ｄ

２ｍ＋

２ｑ－１ｂ１＋１
Δ β＋γ∫

∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄ( )( )ｔ ≤ｄ，

（Ａｘ）′Ｄ ＝ｓｕｐｔ∈Ｊ （Ａｘ）′（ｔ） ＝

ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ
φｑ∫

∞

ｔ
ｆ（τ，ｘ（τ），ｘ′（τ），（Ｔｘ）（τ( ），

（Ｓｘ）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））≤

２ｑ－１ φｑ∫
∞

０
ｑ（ｔ）ｄ( )ｔｄ２ｍ( )＋ｂ≤ｄ

因此有（Ａｘ）Ｄ ＝ｍａｘ｛（Ａｘ）Ｆ，（Ａｘ）′Ｃ｝≤ｄ，即
Ａ：Ｐｄ→Ｐｄ。由于

ｕ０（ｔ）＝ｄ
ｔ＋１( )２

＋

２ｑ－１ｂｔ＋１
Δ β＋γ∫

∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄ( )( )ｔ ＋ａΔ，ｔ∈Ｊ

则有μ０∈Ｐｄ。令
μ１ ＝Ａｕ０，μ２ ＝Ａμ１ ＝Ａ

２μ０
由引理４可知μ１∈Ｐｄ，μ２∈Ｐｄ。定义

μｎ＋１ ＝Ａｕｎ ＝Ａ
ｎ＋１μ０，ｎ＝０，１，２，…

由于Ａ：Ｐｄ→Ｐｄ，则有μｎ∈Ａ（Ｐｄ）Ｐｄ，ｎ＝０，１，
２，…。由Ａ的全连续性可得 ｛μｎ｝∞ｎ＝１是列紧集，因
此｛μｎ｝∞ｎ＝１有收敛子列 ｛μｎｋ｝

∞
ｎ＝１且存在 μ ∈ Ｐｄ，

使得μｎｋ→μ
。由式 （７）和条件 （Ｈ４）可得

μ１（ｔ）＝（Ａμ０）（ｔ）＝
１
Δ α

＋βφｑ∫
∞

０
ｆ（τ，μ０（τ(( ），

７４
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μ０′（τ），（Ｔμ０）（τ），（Ｓμ０）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））＋

γ∫
∞

０
ｇ（ｔ）∫

ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，μ０（τ），μ０′（τ），（Ｔμ０）（τ( ），

（Ｓμ０）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓｄｔ）＋

∫
ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，μ０（τ），μ０′（τ），（Ｔμ０）（τ( ），

（Ｓμ０）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓ≤
ａ
Δ
＋１
Δ
２ｑ－１ φｑ∫

∞

０
ｑ（ｔ）ｄ( )ｔｄ２ｍ( )＋ｂ( ·

β＋γ∫
∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄ( ) )ｔ ＋

２ｑ－１ ｂ＋φｑ∫
∞

０
ｑ（ｔ）ｄ( )ｔｄ２( )ｍｔ≤ｄｔ＋１( )２

＋

２ｑ－１ｂｔ＋１
Δ β＋γ∫

∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄ( )( )ｔ ＋ａΔ ＝μ０（ｔ），
ｔ∈Ｊ （２４）

μ′１（ｔ）＝（Ａμ０）′（ｔ）＝φｑ∫
∞

ｔ
ｆ（τ，μ０（τ），μ０′（τ( ），

（Ｔμ０）（τ），（Ｓμ０）（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））≤

２ｑ－１ φｑ∫
∞

０
ｑ（ｔ）ｄ( )ｔｄ２ｍ( )＋ｂ≤

ｄ
２＋２

ｑ－１ｂ＝μ′０（ｔ），ｔ∈Ｊ （２５）

因此，有式 （２４）－（２５）和条件 （Ｈ４）可知
μ２（ｔ）＝（Ａμ１）（ｔ）≤（Ａμ０）（ｔ）＝μ１（ｔ），ｔ∈Ｊ；
μ′２（ｔ）＝（Ａμ１）′（ｔ）≤（Ａμ０）′（ｔ）＝μ′１（ｔ），ｔ∈Ｊ

（２６）
故

μｎ＋１（ｔ）≤μｎ（ｔ），μ′ｎ＋１（ｔ）≤μ′ｎ（ｔ），
ｔ∈Ｊ，ｎ＝０，１，２，… （２７）

所以，存在μ ∈Ｐｄ，使得μｎ→μ，ｎ→＋∞。应用
Ａ的连续性和μｎ＋１ ＝Ａμｎ可知Ａμ ＝μ。令ν０（ｔ）
＝０，ｔ∈Ｊ，则ν０（ｔ）∈Ｐｄ。令ν１＝Ａν０，ν２＝Ａ

２ν０，
由引理４可得ν１∈Ｐｄ，ν２∈Ｐｄ。定义νｎ＋１＝Ａνｎ ＝
Ａｎ＋１ν０，ｎ＝０，１，２，…。由于Ａ：Ｐｄ→Ｐｄ，因此有νｎ∈
Ａ（Ｐｄ） Ｐｄ，ｎ＝０，１，２，…。根据 Ａ的全连续性，
｛νｎ｝∞ｎ＝１ 是 列 紧 集，故 ｛νｎｋ｝

∞
ｎ＝１ 有 收 敛 子 列

｛νｎｋ｝
∞
ｎ＝１，且存在μ ∈Ｐｄ，使得νｎｋ→ν

。由ν１ ＝
Ａν０∈Ｐｄ可知
ν１（ｔ）＝（Ａν０）（ｔ）＝（Ａ０）（ｔ）≥０＝ν０（ｔ），ｔ∈Ｊ；
ν′１（ｔ）＝（Ａν０）′（ｔ）＝（Ａ０）′（ｔ）≥０＝ν′０（ｔ），

ｔ∈Ｊ
根据条件 （Ｈ３），（Ｈ４）可得
ν２（ｔ）＝（Ａν１）（ｔ）＝（Ａ０）（ｔ）≥０＝ν１（ｔ），ｔ∈Ｊ；
ν′２（ｔ）＝（Ａν１）′（ｔ）＝（Ａ０）′（ｔ）≥０＝ν′１（ｔ），

ｔ∈Ｊ
因此有

νｎ＋１（ｔ）≥νｎ（ｔ），ν′ｎ＋１（ｔ）≥ν′ｎ（ｔ），
ｔ∈Ｊ，ｎ＝０，１，２，… （２８）

所以存在ν ∈Ｐｄ，满足νｎ→ν，ｎ→＋∞。应用Ａ
的连续性和νｎ＋１ ＝Ａνｎ可知Ａν ＝ν。

下面证明μ，ν 是ＢＶＰ（３）在区间

０，ｄｔ＋１( )２
＋２ｑ－１ｂｔ＋１

Δ β＋γ∫
∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄ( )( )ｔ ＋ａ( ]Δ

上的极大和极小解。

令

ｕ∈ ０，ｄｔ＋１( )２( ＋

２ｑ－１ｂｔ＋１
Δ β＋γ∫

∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄ( )( )ｔ ＋ａ]Δ

是ＢＶＰ（３）的任一解，则有Ａｕ＝ｕ。由于Ａ是非
减的，并且

ν０（ｔ）＝０≤ｕ（ｔ）≤ｄ
ｔ＋１( )２

＋

２ｑ－１ｂｔ＋１
Δ β＋γ∫

∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄ( )( )ｔ ＋ａΔ ＝μ０（ｔ）

从而有

ν１（ｔ）＝（Ａν０）（ｔ）≤ｕ（ｔ）≤（Ａμ０）（ｔ）＝μ１（ｔ），
ｔ∈Ｊ

因此可得

νｎ（ｔ）≤μ（ｔ）≤μｎ（ｔ），ｎ＝１，２，３，… （２９）
由于 μ ＝ ｌｉｍ

ｎ→＋∞
μｎ，ν ＝ ｌｉｍｎ→＋∞νｎ，由式 （２４） －

（２９）可知
ν０≤ν１≤…≤νｎ≤…≤ν ≤ｕ≤
μ ≤…≤μｎ≤…≤μ１≤μ０ （３０）

由于 ｆ（ｔ，０，０，０，０）≡ ０，ｔ∈ Ｊ，所以零不是 ＢＶＰ
（３）的解。故由式（３０）可知结论成立，证明完毕。

注２　定理１中的迭代列分别由一个简单的函
数和零函数开始的，这在实际应用中是十分方便

的。

类似地可以得到下面的定理２。
定理２　假设条件 （Ｈ１） － （Ｈ３）成立，并

且存在ｄｎ ＞ｄｎ－１ ＞… ＞ｄ２ ＞ｄ１ ＞２ρ满足下面的
条件：

（Ｈ′４）

ｈ（ｔ，（１＋ｔ）ｕ０，ｕ１，（１＋ｔ）ｕ２，（１＋ｔ）ｕ３）≤φｐ
ｄｋ
２( )ｍ，

（ｔ，ｕ０，ｕ１，ｕ２，ｕ３）∈Ｊ×［０，ｄｋ］×［０，ｄｋ］×
［０，ｋｄｋ］×［０，ｋｄｋ］，

ｋ＝１，２，…，ｎ
则ＢＶＰ（３）有极大和极小解μｋ，νｋ，且

０＜ｍａｘｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

μｋ（ｔ）
１＋ｔ，ｓｕｐｔ∈Ｊ μ′


ｋ（ｔ{ }） ≤ｄ，

８４
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０＜ｍａｘｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

νｋ（ｔ）
１＋ｔ，ｓｕｐｔ∈Ｊ ν′


ｋ（ｔ{ }） ≤ｄ

对于

μｋ０（ｔ）＝ｄｋ
ｔ＋１( )２

＋

２ｑ－１ｂｔ＋１
Δ β＋γ∫

∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄ( )( )ｔ ＝ａ

Δ
，νｋ０（ｔ）＝０

定义迭代列｛μｋｎ｝，｛νｋｎ｝

μｋｎ（ｔ）＝
１
Δ α

＋βφｑ∫
∞

０
ｆ（τ，μｋ（ｎ－１）（τ），μ′ｋ（ｎ－１）（τ(( ），

（Ｔμｋ（ｎ－１））（τ），（Ｓμｋ（ｎ－１））（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））＋

γ∫
∞

０
ｇ（ｔ）∫

ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，μｋ（ｎ－１）（τ），μ′ｋ（ｎ－１）（τ( ），

（Ｔμｋ（ｎ－１））（τ），（Ｓμｋ（ｎ－１））（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓｄｔ）＋

∫
ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，μｋ（ｎ－１）（τ），μ′ｋ（ｎ－１）（τ），（Ｔνｋ（ｎ－１））（τ( ），

（Ｓνｋ（ｎ－１））（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓ，

νｋｎ（ｔ）＝
１
Δ α

＋βφｑ∫
∞

０
ｆ（τ，νｋ（ｎ－１）（τ），ν′ｋ（ｎ－１）（τ(( ），

（Ｔνｋ（ｎ－１））（τ），（Ｓνｋ（ｎ－１））（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））＋

γ∫
∞

０
ｇ（ｔ）∫

ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，νｋ（ｎ－１）（τ），ν′ｋ（ｎ－１）（τ( ），

（Ｔνｋ（ｎ－１））（τ），（Ｓνｋ（ｎ－１））（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓｄｔ）＋

∫
ｔ

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｆ（τ，νｋ（ｎ－１）（τ），ν′ｋ（ｎ－１）（τ( ），

（Ｔνｋ（ｎ－１））（τ），（Ｓνｋ（ｎ－１））（τ））ｄτ＋φｐ（ｂ））ｄｓ
且

ｌｉｍ
ｎ→＋∞
ｍａｘｓｕｐ

ｔ∈Ｊ

μｋｎ（ｔ）－μｋ（ｔ）
１＋ｔ{ ，

ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ
μ′ｋｎ（ｔ）－μ′ｋ（ｔ） }　　＝０，

ｌｉｍ
ｎ→＋∞
ｍａｘｓｕｐ

ｔ∈Ｊ

νｋｎ（ｔ）－νｋ（ｔ）
１＋ｔ{ ，

ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ
ν′ｋｎ（ｔ）－ν′ｋ（ｔ） }　　＝０

　　注３　定理１中的解 μ，ν 可能重合，这时
ＢＶＰ（３）在Ｐｄ上只有一个解。类似地定理２中的
解也可能重合。

３　例　子
考虑ＢＶＰ

（｜ｘ′（ｔ）｜ｘ′（ｔ））′＋

ｅ－６ｔ１０－２ ｘ（ｔ）
１( )＋ｔ

２
＋ｘ′（ｔ）５０( ＋

１０－１

（１＋ｔ）２∫
ｔ

０

ｘ（ｓ）
（１＋ｔ＋ｓ）２（１＋ｓ）

ｄ( ｓ＋

∫
∞

０

ｃｏｓ２（ｔ－ｓ）ｘ（ｓ）
（１＋ｓ２）（１＋ｓ）

ｄ) )ｓ ＝０，ｔ∈Ｊ′；

８９ｘ（０）－３ｘ′（０）－２∫
∞

０

１
（１＋ｔ）３

ｘ（ｔ）ｄｔ＝２；

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ｘ′（ｔ）＝１

显然

ｐ＝３，ｑ＝３２，α＝８９，β＝３，γ＝２，ａ＝２，ｂ＝１，

ｇ（ｔ）＝ １
（１＋ｔ）３

，∫
∞

０
ｇ（ｔ）ｄｔ＝１２，

Δ＝α－γ∫
∞

０
ｇ（ｔ）ｄｔ＝８８，

Ｋ（ｔ，ｓ）＝ １
（１＋ｔ＋ｓ）２（１＋ｓ）

，

Ｈ（ｔ，ｓ）＝ ｃｏｓ２（ｔ－ｓ）
（１＋ｓ２）（１＋ｓ）

通过计算，可得

∫
∞

０
Ｈ（ｔ′，ｓ）－Ｈ（ｔ，ｓ）（１＋ｓ）ｄｓ≤

∫
∞

０

ｃｏｓ２（ｔ′－ｓ）－ｃｏｓ２（ｔ－ｓ）
（１＋ｓ２）

ｄｓ＝

π
２ ｔ′－ｔ→０，ｔ′→ｔ′；

ｋ ＝ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

１
１＋ｔ∫

ｔ

０

１＋ｓ
（１＋ｔ＋ｓ）２（１＋ｓ）

ｄｓ＝

ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

１
（１＋ｔ）２

－ １
（１＋ｔ）（１＋２ｔ( )）≤１，

ｈ ＝ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

１
１＋ｔ∫

∞

０

ｃｏｓ２（ｔ－ｓ）（１＋ｓ）
（１＋ｓ２）（１＋ｓ）

ｄｓ≤

ｓｕｐ
ｔ∈Ｊ

１
１＋ｔ∫

∞

０

１
１＋ｓ２

ｄｓ＝π２
故条件 （Ｈ１）成立。由

ｆ（ｔ，ｕ０，ｕ１，ｕ２，ｕ３）＝

ｅ－６ｔ１０－２ ｕ０
１( )＋ｔ

２

＋
ｕ１
５０( ＋

１０－１

（１＋ｔ）２∫
ｔ

０

ｕ２
（１＋ｔ＋ｓ）２（１＋ｓ）

ｄ( ｓ＋

∫
∞

０

ｃｏｓ２（ｔ－ｓ）ｕ３
（１＋ｓ２）（１＋ｓ）

ｄ) )ｓ ，
可知ｑ（ｔ）＝ｅ－６ｔ，

ｈ（ｔ，ｕ０，ｕ１，ｕ２，ｕ３）＝１０
－２ ｕ０
１( )＋ｔ

２

＋
ｕ１
５０＋

１０－１

（１＋ｔ）２∫
ｔ

０

ｕ２
（１＋ｔ＋ｓ）２（１＋ｓ）

ｄ( ｓ＋

∫
∞

０

ｃｏｓ２（ｔ－ｓ）ｕ３
（１＋ｓ２）（１＋ｓ）

ｄ)ｓ
因此有

∫
∞

０
ｑ（ｔ）ｄｔ＝１６，∫

∞

０
φｑ∫

∞

ｓ
ｑ（τ）ｄ( )τｄｓ＝槡３１８

即条件（Ｈ２）成立。由于

９４
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∫
∞

０
ｔｇ（ｔ）ｄｔ＝１２，φｑ∫

∞

０
ｑ（τ）ｄ( )τ＝槡６６

可得ｍ＝ 槡２３３
６６，ρ＝

１
２２
１
２＋ 槡( )２３２。取ｄ＝槡３，有

φｐ
ｄ
２( )ｍ ＝φｐ

３３( )２３ ＝
１０８９
５２９≈２０６

且对于

（ｔ，ｕ０，ｕ１，ｕ２，ｕ３）∈
Ｊ×［０，ｄ］×［０，ｄ］×［０，ｋｄ］×［０，ｈｄ］，

ｈ满足
ｈ（ｔ，（１＋ｔ）ｕ０，（１＋ｔ）ｕ１，（１＋ｔ）ｕ２，（１＋ｔ）ｕ３）≤

１０－２·３＋槡３
１
５０＋１０

－１ １＋π( )( )２
≈０５１＜φｐ

ｄ
２( )ｍ

因此，定理１的所有条件都满足。故定理１的结论
成立。
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