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摘　要：研究Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性与守恒量。给出 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统 ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性的定义和判据，
研究了Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的 ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性导致的 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量和 Ｍｅｉ守恒量的条件及其形式，建立了两个
ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性定理，并举例说明结果的应用。
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　　动力学系统的对称性与守恒量的研究具有重要
意义，在现代数学、力学、物理学中占有重要的地

位，也是分析力学的一个近代发展方向。对称性主

要有：Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性，Ｌｉｅ对称性和 Ｍｅｉ对称
性［１－５］。随着研究的深入，人们对两种以上的对称

性进行综合研究，并已取得一些成果［６－１３］。本文

将研究Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性与守恒量，

给出系统 ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性定义和判据，研究
ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性与Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量和 Ｍｅｉ守恒量
之间的关系，建立了两个ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性定理，
并给出算例以说明结果的应用。

１　Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的运动微分方程为［１］
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Ωμνａ
ν－Ｂ
ａμ
－
Ｒμ
ｔ
＝０　（μ，ν＝１，２，…，２ｎ）（１）

其中Ｒμ＝Ｒμ（ｔ，ａ）为Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组，Ｂ＝Ｂ（ｔ，ａ）
为Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数，且

Ωμν＝
Ｒν
ａμ
－
Ｒμ
ａν

（２）

称为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的张量。设系统非奇异，即有
ｄｅｔ（Ωμν）≠０，由 （１）解得

ａμ ＝Ωμν Ｂ
ａν
－
Ｒν
( )ｔ （３）

其中ΩμνΩντ ＝δ
μ
τ。

定义１　对于 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统 （１），如果一个对
称性既是其 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性又是其 Ｍｅｉ对称性，则
称这个对称性为该系统的ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性。

取变量ａμ和时间ｔ的无限小变换
ｔ ＝ｔ＋εξ０（ｔ，ａ），ａμ ＝ａμ＋εξμ（ｔ，ａ）（４）

其中ε为无限小参数，ξ０，ξμ为无限小变换的生成
元。

假设在无限小变换 （４）的作用下，Ｂｉｒｋｈｏｆｆ
函数组Ｒμ和 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数 Ｂ分别变为 Ｒ


μ 和 Ｂ

 ，

则有

Ｒμ ＝Ｒμ（ｔ
，ａ）＝

Ｒμ（ｔ，ａ）＋εＸ
（０）（Ｒμ）＋ο（ε

２），

Ｂ ＝Ｂ（ｔ，ａ）＝
Ｂ（ｔ，ａ）＋εＸ（０）（Ｂ）＋ο（ε２） （５）

其中

Ｘ（０） ＝ξ０

ｔ
＋ξμ


ａμ

（６）

如果无限小变换 （４）的生成元ξ０，ξμ满足方程

ａμ
Ｘ（０）（Ｒν）－


ａν
Ｘ（０）（Ｒμ[ ]）ａν－


ａμ
Ｘ（０）（Ｂ）－

ｔ
Ｘ（０）（Ｒμ）＝０ （７）

则相应对称性为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的 Ｍｅｉ对称性；如果
存在规范函数ＧＮ ＝ＧＮ（ｔ，ａ），使无限小生成元 ξ０，
ξμ满足Ｎｏｅｔｈｅｒ等式

Ｒμ
ｔ
ａμ－Ｂ

( )ｔξ０＋ Ｒμ
ａν
ａν－Ｂ

ａ( )μ ξμ＋
Ｒμξμ－Ｂξ０＋ＧＮ ＝０ （８）

则相应对称性为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性。
于是有

判据１　如果存在规范函数ＧＮ ＝ＧＮ（ｔ，ａ），使
无限小变换的生成元ξ０，ξμ满足方程

Ｒμ
ｔ
ａμ－Ｂ

( )ｔξ０＋ Ｒμ
ａν
ａν－Ｂ

ａ( )μ ξμ{ ＋

Ｒμξμ－Ｂξ０＋Ｇ }
Ｎ
２＋


ａμ
Ｘ（０）（Ｒν）－


ａν
Ｘ（０）（Ｒμ[ ]）ａν{ －


ａμ
Ｘ（０）（Ｂ）－

ｔ
Ｘ（０）（Ｒμ }）２

＝０ （９）

则相应对称性为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的 ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称
性。

２　ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性导致的守恒量
定理１　对于 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统 （１），如果无限小

生成元 ξ０，ξμ满足 Ｎｏｅｔｈｅｒ等式 （８），或使广义
Ｋｉｌｌｉｎｇ方程

Ｒμ
ξμ
ａν
＋
Ｒν
ａμ
ξμ＋

Ｒν
ｔξ０

－Ｂ
ξ０
ａν
＝－
ＧＮ
ａν
，

（μ，ν＝１，２，…，２ｎ） （１０）

Ｂ
ｔξ０

＋Ｂ
ξ０
ｔ
＋Ｂ
ａμ
ξμ－Ｒμ

ξμ
ｔ
＝
ＧＮ
ｔ

（１１）

有解，则系统的ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性导致Ｎｏｅｔｈｅｒ守
恒量

ＩＮ ＝Ｒμξμ－Ｂξ０＋ＧＮ ＝ｃｏｎｓｔ （１２）
　　定理２　对于 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统 （１），如果无限小
生成元 ξ０，ξμ和规范函数 ＧＭ ＝ＧＭ（ｔ，ａ）满足结构
方程

［Ｘ（０）（Ｒμ）ａ
μ－Ｘ（０）（Ｂ）］ξ０＋Ｘ

（１）·

［Ｘ（０）（Ｒμ）ａ
μ－Ｘ（０）（Ｂ）］＋Ｇ

·

Ｍ ＝０ （１３）
则系统的ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性导致Ｍｅｉ守恒量

ＩＭ ＝Ｘ
（０）（Ｒμ）ξμ－

Ｘ（０）（Ｂ）ξ０＋ＧＭ ＝ｃｏｎｓｔ （１４）
其中

Ｘ（１） ＝Ｘ（０）＋（ξμ－ａ
μξ０）


ａμ

（１５）

３　算　例
例　已知四阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数

为［１－２］

Ｂ＝１２［（ａ
３）２＋（ａ４）２］＋ａ２ （１６）

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组为
Ｒ１ ＝ａ

３，Ｒ２ ＝ａ
４，Ｒ３ ＝Ｒ４ ＝０ （１７）

试研究系统的ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性与守恒量。
方程 （３）给出
ａ１ ＝ａ３，ａ２ ＝ａ４，ａ３ ＝０，ａ４ ＝－１ （１８）

做计算，有

Ｘ（０）（Ｒ１）＝ξ３，　Ｘ
（０）（Ｒ２）＝ξ４，

Ｘ（０）（Ｒ３）＝０，　Ｘ
（０）（Ｒ４）＝０，

Ｘ（０）（Ｂ）＝ξ２＋ａ
３ξ３＋ａ

４ξ４ （１９）

４５
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Ｍｅｉ对称性的确定方程 （７）给出

ξ４
ａ１
－
ξ３
ａ( )２ ａ２－ξ３ａ３ａ３－

ξ３
ａ４
ａ４－

ξ２
ａ１
－ａ３

ξ３
ａ１
－ａ４

ξ４
ａ１
－
ξ３
ｔ
＝０，

ξ３
ａ２
－
ξ４
ａ( )１ ａ１－ξ４ａ３ａ３－

ξ４
ａ４
ａ４－

ξ２
ａ２
－ａ３

ξ３
ａ２
－ａ４

ξ４
ａ２
－
ξ４
ｔ
＝０，

ξ３
ａ３
ａ１＋

ξ４
ａ３
ａ２－

ξ２
ａ３
－ξ３－

ａ３
ξ３
ａ３
－ａ４

ξ４
ａ３
＝０，

ξ３
ａ４
ａ１＋

ξ４
ａ４
ａ２－

ξ２
ａ４
－ａ３

ξ３
ａ４
－

ξ４－ａ
４ξ４
ａ４
＝０ （２０）

方程 （２０）有解
ξ０ ＝０，ξ１ ＝１，ξ２ ＝（ａ

３）２，ξ３ ＝－２ａ
３，ξ４ ＝０

（２１）
生成元 （２１）相应于系统的Ｍｅｉ对称性。

Ｎｏｅｔｈｅｒ等式 （８）给出
ａ３ξ１＋（ａ

４－１）ξ２－ａ
３ξ３－ａ

４ξ４＋
ａ３ξ１＋ａ

４ξ２－Ｂξ０＋ＧＮ ＝０ （２２）
将生成元 （２１）代入式 （２２），得到

ＧＮ ＝０ （２３）
生成元 （２１）亦相应于系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性。因
此，生成元 （２１）是这个四阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的
ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性。

与生成元 （２１）相应的 Ｍｅｉ对称性的结构方
程为

Ｘ（１）［－２ａ３ａ１＋（ａ３）２］＋ＧＭ ＝０ （２４）
其中

Ｘ（１） ＝ 
ａ１
＋（ａ３）２ 

ａ２
－２ａ３ 

ａ３
＋

２ａ３ａ３ 
ａ２
－２ａ３ 

ａ３
（２５）

方程 （２４）有解
ＧＭ ＝０ （２６）

由定理２，系统存在守恒量
ＩＭ ＝－２ａ

３ ＝ｃｏｎｓｔ （２７）
式 （２７）是由系统的 ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性 （２１）导
致的Ｍｅｉ守恒量。

将生成元 （２１）和规范函数 （２３）代入式
（１２），得

ＩＮ ＝ａ
３＋ａ４（ａ３）２ ＝ｃｏｎｓｔ （２８）

由定理１，式 （２８）是系统的 ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性
（２１）导致的Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量。

４　结　语
研究了Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性，这

种对称性既是系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性又是系统的
Ｍｅｉ对称性，既能导致 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量又能在一定
条件下导致Ｍｅｉ守恒量。主要结果为文中给出的由
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的 ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性导致 Ｎｏｅｔｈｅｒ守
恒量和Ｍｅｉ守恒量的两个定理。文章方法和结果具
有普遍意义，可以推广到其他类型的约束力学系统。
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