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平面区域的对数导数单叶性内径
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摘　要：研究了对数导数意义下平面区域的单叶性内径，讨论了对数导数意义下单叶性内径的相关性质，得到
了角域的对数导数单叶性内径的上界估计。
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　　设 Ｄ为复平面 Ｃ上的边界多于两点的单连通
区域，ρＤ（ｚ）ｄｚ为其高斯曲率 Ｋ＝－４的双曲度
量。用Ｂ表示单位圆盘Ｂ＝｛ｚ：｜ｚ｜＜１｝，Ｕ表示
上半平面 Ｕ ＝｛ｚ：Ｉｍ ｚ＞０｝，则有 ρＢ（ｚ） ＝

１
（１－｜ｚ｜２）

，ρＵ（ｘ＋ｉｙ）＝
１
２ｙ。对于一般的单连通

区域 Ｄ，其 双 曲 度 量 密 度 由 公 式 ρＤ（ｚ） ＝
ｈ′（ｚ）

（１－ ｈ（ｚ）２）
确定，其中ｈ：Ｄ→Ｂ为共形映射。

设ｆ是区域 Ｄ内局部单叶的解析函数，则
ｆ′（ｚ）≠ ０，ｚ∈ Ｄ。定义 ｆ的对数导数 （ｐｒｅ

Ｓｃｈｗａｒｚ导数）为Ｔｆ（ｚ）＝（ｌｏｇｆ′（ｚ））′＝
ｆ″（ｚ）
ｆ′（ｚ），并

定义Ｔｆ的范数为

Ｔｆ Ｄ ＝ｓｕｐｚ∈Ｄ｜Ｔｆ（ｚ）｜ρ
－１
Ｄ（ｚ）

定义区域Ｄ的对数导数单叶性内径τ（Ｄ）为
τ（Ｄ）＝ｓｕｐ｛ａ：Ｔｆ Ｄ≤ａｆ在Ｄ内单叶｝

这一定义等价于

τ（Ｄ）＝ｉｎｆ｛ＴｆＤ：ｆ在Ｄ内单叶，但ｆ（Ｄ）不是拟圆｝

类似地，对于区域 Ｄ内局部单叶的解析函 ｆ，
可以定义ｆ的Ｓｃｈｗａｒｚ导数

Ｓｆ（ｚ）＝
ｆ″( )ｆ′′－

１
２
ｆ″( )ｆ′

２

其范数 Ｓｆ Ｄ ＝ｓｕｐｚ∈Ｄ ｜Ｓｆ（ｚ）｜ρ
－２
Ｄ（ｚ），区域 Ｄ的

Ｓｃｈｗａｒｚ导数单叶性内径σ（Ｄ）为

σ（Ｄ）＝ｓｕｐ｛ａ：Ｓｆ Ｄ≤ａｆ在Ｄ内单叶｝

　　 Ｂｅｃｋｅｒ［１］最早得到了对数导数与函数单叶性
的关系，然后，ＢｅｃｋｅｒＰｏｍｍｅｒｅｎｋｅ［２］研究了单位
圆内局部单叶的解析函数的对数导数与拟共形延拓

的关系。１９８６年，Ｚｈｕｒａｖｌｅｖ［３］及 ＡｓｔａｌａＧｅｈｒｉｎｇ［４］

建立了对数导数意义下的万有 Ｔｅｉｃｈｍüｌｌｅｒ空间模
型，激起了许多研究者的浓厚兴趣，人们首先想到

的是与 Ｓｃｈｗａｒｚ导数意义下的 Ｂｅｒｓ嵌入的万有
Ｔｅｉｃｈｍüｌｌｅｒ空间模型进行对比研究。
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可是，对数导数所涉及的条件远比 Ｓｃｈｗａｒｚ导
数的条件弱，所以，两种万有 Ｔｅｉｃｈｍüｌｌｅｒ空间模
型之间虽有一些类似性质，但在某些性质上也有巨

大差别。例如，Ｓｃｈｗａｒｚ导数万有 Ｔｅｉｃｈｍüｌｌｅｒ空间
是连通的，而对数导数万有 Ｔｅｉｃｈｍüｌｌｅｒ空间却有
无穷多个分支；Ｓｃｈｗａｒｚ导数单叶性内径取得最大
值的区域只有圆域和半平面，而对数导数单叶性内

径取得最大值的区域可以是除圆域和半平面以外的

凸区域。

关于区域的 Ｓｃｈｗａｒｚ导数单叶性内径的精确
值，已知的结果包括圆域 （半平面）、角域、正多

边形区域、菱形、某些矩形和某些等角六边形区

域，所有这些结果都建立在与角域进行比较的基础

上再根据Ｓｃｈｗａｒｚ导数的范数在Ｍｂｉｕｓ变换下的不
变性而得到的。

对数导数的范数仅在仿射变换下保持不变，目

前只知道任何边界多于两点的单连通区域 Ｄ有
τ（Ｄ）≤１。ＡｓｔａｌａＧｅｈｒｉｎｇ［４］证明了当且仅当Ｄ是拟
圆时τ（Ｄ）＞０。Ｓｔｏｗｅ［５］证明了：当Ｄ为凸区域时，
τ（Ｄ）≤１；当区域Ｄ非凸时，τ（Ｄ）＜１。程涛等通
过构造拟共形反射等方法给出了某些区域的对数导

数单叶性内径的下界估计［４－１２］。

由于得不到角域的对数导数单叶性内径的精确

值，所以不能像研究 Ｓｃｈｗａｒｚ导数单叶性内径那样
通过区域的核收敛来得到单叶性内径的上界和下

界。我们研究对数导数范数的性质，并用于估计单

叶性内径。

设ｆ，ｇ是区域Ｄ内局部单叶的解析函数，ｈ是
区域Ｇ到区域Ｄ上的共形映射，则ρＧ ＝（ρＤｈ）｜
ｈ′｜，由

（ｆｈ）″
（ｆｈ）′

（ｚ）＝ｈ″ｈ′（ｚ）＋ｈ′（ｚ）·
ｆ″
ｆ′（ｈ（ｚ））

即

Ｔｆｈ（ｚ）＝Ｔｆ（ｈ（ｚ））·ｈ′（ｚ）＋Ｔｈ（ｚ） （１）
可知，τ（Ｄ）是仿射变换ｚ ａｚ＋ｂ（ａ，ｂ∈Ｃ）下
的不变量。由式 （１）得

Ｔｆｈ－Ｔｇｈ ＝（Ｔｆｈ－Ｔｇｈ）ｈ′
从而有

‖Ｔｆ－Ｔｇ‖Ｄ ＝‖Ｔｆｈ－Ｔｇｈ‖Ｇ

特别地，若ｇ＝ｈ－１是区域Ｄ上的共形映射，则由
此可得

Ｔｆ－Ｔｇ Ｄ ＝ Ｔｆｇ－１ ｇ（Ｄ）

再令ｆ为恒等映射，则有
Ｔｇ Ｄ ＝ Ｔｇ－１ ｇ（Ｄ）

当ｇ＝ｈ－１是区域Ｄ上的仿射变换时，有
Ｔｆ Ｄ ＝ Ｔｆｇ－１ ｇ（Ｄ）

引理１［１］　设 ｈ是定义在单位圆盘 Ｂ内的解
析函 数，ｈ′（０）≠ ０，且 对 所 有 ｚ∈ Ｂ 有
ｚ·ｈ″（ｚ）
ｈ′（ｚ）

≤ １
１－｜ｚ｜２

，则ｈ在Ｂ内单叶。

定理１　设 ｈ是单位圆盘 Ｂ上的解析函数，

ｈ′（０）≠ ０，且对所有 ｚ∈ Ｂ有 ｚ·ｈ″（ｚ）
ｈ′（ｚ）

≤

１
１＋｜ｚ｜，则τ（ｈ（Ｂ））≥１。

证明　由条件知ｈ在Ｂ内单叶。设ｆ是区域Ｄ

＝ｈ（Ｂ）上的解析函数且满足 ｆ″
ｆ′
≤ρＤ，令ｇ＝

ｆｈ，由 ｈ′（ｚ）ρＤ（ｈ（ｚ））＝ρＢ（ｚ）＝
１

１－ ｚ２
，可

得

ｚ·ｇ″ｇ′（ｚ）
＝ ｚ·ｈ″ｈ′（ｚ）＋ｚｈ′（ｚ）·

ｆ″
ｆ′（ｈ（ｚ））

≤

１
１＋｜ｚ｜＋

｜ｚ｜
１－｜ｚ｜２

≤ １
１－｜ｚ｜２

，ｚ∈Ｂ

由引理１可知 ｇ在 Ｂ内单叶，从而 ｆ在区域 Ｄ＝ｈ
（Ｂ）内单叶，即τ（Ｄ）＝τ（ｈ（Ｂ））≥１。

注１　当ｈ满足ｈ′（０）≠０，且有 ｚ·ｈ″（ｚ）ｈ′（ｚ）
≤

１
１＋ ｚ

，ｚ∈ Ｂ，可 以 得 到：当 ｚ≠ ０时，

Ｒｅ１＋ｚｈ″（ｚ）ｈ′（ｚ( )） ≥
ｚ

１＋ ｚ
＞ ０；当 ｚ＝ ０时，

Ｒｅ１＋ｚｈ″（ｚ）ｈ′（ｚ( )） ＝１＞０。根据文 ［８］中的定理

２１１可知ｈ（Ｂ）为凸区域，所以存在除圆域和半
平面以外的凸区域，其对数导数单叶性内径为１。

文 ［５］中的定理２，在较强的条件 ｚｈ″（ｚ）
ｈ′（ｚ）

≤ １
２

下得到了上述结论。

１　凸区域
若ｆ把单位圆Ｂ共形映照成凸区域，则 ｚ∈

Ｂ，函数ｇ（ｚ）＝１＋ｚｆ″（ｚ）ｆ′（ｚ）有正的实部，即Ｒｅｇ（ｚ）

＝Ｒｅ１＋ｚｆ″（ｚ）ｆ′（ｚ{ }） ＞０，ｚ∈Ｂ。因为ｇ（０）＝１，即

ｇ从属于半平面映照 ｌ（ｚ）＝１＋ｚ１－ｚ，从而存在某个

Ｓｃｈｗａｒｚ函数ω，使得ｇ（ｚ）＝ｌ（ω（ｚ））。换句话说，
ｚｆ″（ｚ）
ｆ′（ｚ） ＝

１＋ω（ｚ）
１－ω（ｚ）

－１＝ ２ω（ｚ）
１－ω（ｚ）

其中ω（ｚ）在单位圆Ｂ内解析且ω（０）＝０，｜ω（ｚ）｜≤
１。由Ｓｃｈｗａｒｚ引理，ｚ∈Ｂ，有｜ω（ｚ）｜≤ ｚ。记

４５
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φ（ｚ）＝ω（ｚ）ｚ ，则ｆ的对数导数有

ｆ″（ｚ）
ｆ′（ｚ）＝

２φ（ｚ）
１－ｚφ（ｚ）

其中φ（ｚ）在单位圆Ｂ内解析且｜φ（ｚ）｜≤１。
定理２　设 ｆ将单位圆 Ｂ共形映照成凸区域，

则（１－｜ｚ｜２）ｆ″（ｚ）
ｆ′（ｚ）

＜４。

证明　对于ｚ∈Ｂ，由于｜ω（ｚ）｜≤｜ｚ｜＜１，有
｜１－ω（ｚ）｜≥１－｜ω（ｚ）｜≥１－｜ｚ｜＞０，所以

ｚｆ″（ｚ）ｆ′（ｚ）
＝ ２｜ω（ｚ）｜｜１－ω（ｚ）｜≤

２｜ω（ｚ）｜
１－｜ｚ｜ ≤

２｜ｚ｜
１－｜ｚ｜

从而

（１－｜ｚ｜２）ｚｆ″（ｚ）ｆ′（ｚ）
≤２｜ｚ｜（１＋｜ｚ｜）

因此，

（１－｜ｚ｜２）ｆ″（ｚ）
ｆ′（ｚ）

≤２（１＋｜ｚ｜）＜４

　　注２　对于单位圆内满足规范化条件 ｆ（０）＝
ｆ′（０）－１＝０的单叶解析函数族Ｓ，当ｆ∈Ｓ时，有

ｚｆ″（ｚ）ｆ′（ｚ）－
２｜ｚ｜２

１－｜ｚ｜２
≤ ４｜ｚ｜
１－｜ｚ｜２

，从而 ｆ″（ｚ）
ｆ′（ｚ）

≤

６
１－｜ｚ｜２

，由于Ｋｏｅｂｅ函数ｋ（ｚ）＝ ｚ
（１－ｚ）２

∈Ｓ，有

ｋ″（ｚ）
ｋ′（ｚ）＝

２ｚ＋４
１－ｚ２

，所以上述不等式是精确的。

定理３　设ｆ是单位圆 Ｂ内局部单叶的解析函
数，且存在Ｂ内满足｜φ（ｚ）｜≤１的解析函数φ，使
ｆ″（ｚ）
ｆ′（ｚ）＝

２φ（ｚ）
１－ｚφ（ｚ）

，则ｆ将单位圆 Ｂ共形映照成一

个凸区域。

证明　由 ｆ″（ｚ）ｆ′（ｚ）＝
２φ（ｚ）
１－ｚφ（ｚ）

，可得 ｚｆ″（ｚ）ｆ′（ｚ）＝

２ｚφ（ｚ）
１－ｚφ（ｚ）

＝１＋ｚφ（ｚ）１－ｚφ（ｚ）
－１，即

１＋ｚｆ″（ｚ）ｆ′（ｚ）＝
１＋ｚφ（ｚ）
１－ｚφ（ｚ）

从而有

２Ｒｅ１＋ｚｆ″（ｚ）ｆ′（ｚ{ }） ＝
１＋ｚφ（ｚ）
１－ｚφ（ｚ）

＋１＋
珋ｚφ（ｚ）

１－珋ｚφ（ｚ）
＝

２（１－｜ｚ｜２）｜φ（ｚ）｜２

｜１－ｚφ（ｚ）｜２
＞０

所以Ｒｅ１＋ｚｆ″（ｚ）ｆ′（ｚ{ }） ＞０，ｆ（Ｂ）是凸区域。
记Ｆ（ｚ）＝ｆ（ｚ）－ｆ（０）ｆ′（０） ，则 Ｆ（０）＝０，Ｆ′（０）

＝１，且

Ｒｅ１＋ｚＦ″（ｚ）Ｆ′（ｚ{ }） ＝Ｒｅ１＋ｚｆ″（ｚ）ｆ′（ｚ{ }） ＞０

仍用ｆ记规范化后的函数Ｆ。设ｆ将圆周｜ｚ｜＝ｒ＜
１映 为 曲 线 Ｃｒ， （见 文 ［８］， Ｐ４３）， 由

Ｒｅ１＋ｚｆ″（ｚ）ｆ′（ｚ{ }） ＞０，｜ｚ｜＝ｒ，可得
ｌｍ 
θ
ｌｏｇ［ｉｒｅｉθｆ′（ｒｅｉθ{ }）］ ＞０

或

θ
ａｒｇ 
θ
ｆ（ｒｅｉθ{ }( )） ＞０

即曲线Ｃｒ上的切方向与正实轴的夹角是严格单调
递增的。当一点ｚ沿Ｃｒ正向绕行一周时，切方向与
正实轴的夹角增量为

∫
２π

０


θ
ａｒｇ 
θ
ｆ（ｒｅｉθ{ }( )） ｄθ＝∫

２π

０
Ｒｅ１＋ｚｆ″（ｚ）ｆ′（ｚ{ }）ｄθ＝

Ｒｅ∫｜ｚ｜＝ｒ１＋ｚｆ″（ｚ）ｆ′（ｚ[ ]）
ｄｚ
ｉ{ }ｚ ＝２π，ｚ＝ｒｅｉθ

因此，Ｃｒ是包围凸区域的一条简单闭曲线。由
｜ｚ｜＝ｒ＜１的任意性，ｆ是单位圆 Ｂ内的共形映
照。

２　正ｎ边形区域
引理２　设Ｄ为边界多于两点的单连通区域，

ｈ：Ｂ→Ｄ是共形映射，则τ（Ｄ）≥１－ Ｔｈ Ｂ。

证明　设 ｆ在区域 Ｄ内局部单叶解析，且
Ｔｆ Ｄ≤１－ Ｔｈ Ｂ，则ｆｈ在单位圆Ｂ内局部单叶
解析，并且 Ｔｆｈ Ｂ ＝ Ｔｆ－Ｔｈ－１ Ｄ ≤ Ｔｆ Ｄ ＋

Ｔｈ－１ Ｄ≤ Ｔｆ Ｄ ＋ Ｔｈ Ｂ≤１，这表明ｆｈ是在单
位圆 Ｂ上的单叶函数，因而 ｆ在 Ｄ内单叶，即
τ（Ｄ）≥１－ Ｔｈ Ｂ。

定理４　设 Ｐｎ为正 ｎ边形区域，则 τ（Ｐｎ）≥
１－４／ｎ。

证明　作单位圆盘 Ｂ到正 ｎ边形区域 Ｐｎ上的
共形映射

ｇｎ：ｚ ｇｎ（ｚ）＝∫
ｚ

０
（１－ζｎ）

－２
ｎｄζ

通过计算得

Ｔｇｎ（ｚ）＝
ｇ″ｎ（ｚ）
ｇ′ｎ（ｚ）

＝２ｚ
ｎ－１

１－ｚｎ

下面估计 Ｔｇｎ Ｂ ＝ｓｕｐｚ∈Ｂ２ｚ
ｎ－１１－ ｚ２

１－ｚｎ
。

首先，

ｌｉｍ
ｒ→１
Ｔｇｎ（ｒ）（１－ｒ

２）＝ｌｉｍ
ｒ→１
２ｒｎ－１ １－ｒ

２

１－ｒｎ
＝４ｎ

其次，由

１
ｚ－ ｚ＝２ｓｉｎｈｌｏｇ

１( )ｚ ≤
２·２ｎｓｉｎｈ

ｎ
２ｌｏｇ

１( )ｚ ≤
２
ｎ

１
ｚ

ｎ
２
－ ｚ

ｎ( )２

５５
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可知

ｚｎ－１
１－ ｚ２

１－ｚｎ
≤ ２ｎ

所以 Ｔｇｎ Ｂ ＝
４
ｎ。由引理２，得τ（Ｐｎ）≥１－

４
ｎ。

注３　当ｎ＝３，４时，结果是平凡的；当 ｎ→
∞时，τ（Ｐｎ）→１。

３　角域Ａｋ
引理３［５］　若Ｄ是凸区域，则τ（Ｄ）≤１。
引理４［５］　若Ｄ为非凸区域，则τ（Ｄ）＜１。
利用复合函数对数导数的范数表达式，通过估

计Ｒｉｅｍａｎｎ映射的对数导数的范数，我们给出单连
通区域的对数导数单叶性内径的下界估计。

对于角域Ａｋ ＝｛ｚ：０＜ａｒｇｚ＜ｋπ｝（０≤ ｋ≤
２），程涛等通过构造拟共形反射的方法给出了 Ａｋ
的对数导数单叶性内径的下界。

引理５［６］　τ（Ａｋ）≥
ｋ， ０≤ｋ≤１；
２－ｋ， １≤ｋ≤{ ２

设Ａｋ ＝｛ｚ：０＜ａｒｇｚ＜ｋπ｝（０＜ｋ＜２）为角

域，则对任何正实数ε，解析函数 ｆ（ｚ）＝ｚ
ｉε
ｋ在 Ａｋ

内都不单叶，（例如，对于０＜ｋ＜２，ｉｋ取主值，

则有ｉｋ≠ｉｋｅｘｐ２ｋπ( )ε ∈Ａｋ，ｆｉ
ｋ）＝ｆ（ｉｋｅｘｐ２ｋπ( )( )ε

）由此我们可以得到τ（Ａｋ）的一个上界。
引理６　τ（Ａｋ）≤２ｋ。
证明　对于角域Ａｋ＝｛ｚ：０＜ａｒｇｚ＜ｋπ｝（０＜

ｋ＜２）内局部单叶的解析函数ｆ（ｚ）＝ｚ
ｉε
ｋ，有

Ｔｆ（ｚ）＝ ｉεｋ－( )１１ｚ
令ｚ＝ｒｅｉθ，则容易算得 （也可由文 ［７］，Ｐ１２３），
有

ρ－１Ａｋ（ｚ）＝２ｋｒｓｉｎ
θ( )ｋ

所以

Ｔｆ Ａｋ ＝ｓｕｐｚ∈Ａｋ
Ｔｆ（ｚ）ρ

－１
Ａｋ（ｚ）＝

２ｓｕｐ
０＜θ＜ｋπ

ｋ２＋ε槡
２ｓｉｎθｋ＝２ ｋ２＋ε槡

２

因为对任何正实数ε，解析函数 ｆ（ｚ）＝ｚ
ｉε
ｋ在 Ａｋ内

都不单叶，所以有τ（Ａｋ）≤２ｋ。
由引理３－６，我们得到角域 Ａｋ的对数导数单

叶性内径的一个估值。

定理５　当０≤ｋ≤ １２时，ｋ≤τ（Ａｋ）≤２ｋ；当

１
２≤ｋ≤１时，ｋ≤ τ（Ａｋ）≤１；当１＜ｋ≤２时，

τ（Ａｋ）＜１。
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