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摘　要：如果有限群Ｇ的每个非超可解群极大子群的指数均为素数幂，那么Ｇ的合成因子为素数阶群或同构于
下列单群：Ａ５，ＰＳＬ（２，８），ＰＳＬ（２，１１），ＰＳＬ（２，ｐ），其中ｐ为奇素数且ｐ≡±１（８）。
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　　有限群的子群性质对群的结构有重要的影响，
很多文献对此都有研究［１－４］。其中极大子群的群论

或数论性质对群的结构也有重要的影响，如有限群

超可解当且仅当它的所有极大子群指数为素数

（Ｈｕｐｐｅｒｔ定理）；黎先华［１］研究了极大子群指数型

为 ［ｍ，ｎ，ｐ１，ｐ２，…，ｐｓ］的有限群，推广了
Ｈｕｐｐｅｒｔ定理。众所周知，可解群的每个极大子群
的指数都是素数幂，但是其逆命题不成立。Ｇｕ
ｒａｌｎｉｃｋ［５］证明了：如果有限群Ｇ的每个极大子群的
指数均为素数幂，则 Ｇ／Ｓ（Ｇ）≌ＰＳＬ（２，７）或
１，其中Ｓ（Ｇ）为 Ｇ的最大可解正规子群。进一
步，郭秀云［６］对极大子群进行了限制，得到：

如果有限群Ｇ的每个非幂零的极大子群的指数
均为素数幂，则 Ｇ／Ｓ（Ｇ）≌ ＰＳＬ（２，７）或 １，其中

Ｓ（Ｇ）为Ｇ的最大可解正规子群。
在本文我们对极大子群做进一步的限制得到了

结论：

定理１　如果有限群Ｇ的每个非超可解极大子
群的指数均为素数幂，则 Ｇ的合成因子为素数阶群
或同构于单群：Ａ５，ＰＳＬ（２，８），ＰＳＬ（２，１１），ＰＳＬ（２，
ｐ），其中为ｐ奇素数且ｐ≡±１（８）。

下面的例１（相关符号和概念见后面的定义２
和文 ［７，Ａ，第１８节］）说明在定理１的条件下
不能得到类似于文 ［６］的定理１或文 ［５］的推
论３的结果，即Ｇ／Ｓ（Ｇ）可解或者同构于某个几
乎单群。

例１　设Ｇ＝ＰＧＬ（２，７）ｗｒＳ２，基群Ｂ＝｛（ａ，
ｂ）｜ａ，ｂ∈ＰＧＬ（２，７）｝≌ＰＧＬ（２，７）×ＰＧＬ（２，７），
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Ｎ＝｛（ａ，ｂ）｜ａ，ｂ∈ ＰＳＬ（２，７）｝≌ ＰＳＬ（２，７）×
ＰＳＬ（２，７），Ｍ＜·Ｇ（表示Ｍ是Ｇ的极大子群）。若Ｍ
≥Ｎ，由Ｇ／Ｎ可解得｜Ｇ∶Ｍ｜为素数幂。若Ｍ不包含
Ｎ则Ｇ＝ＭＮ。因此存在α∈Ｍ＼Ｂ对换Ｂ１ ＝｛（ａ，
１）｜ａ∈ＰＧＬ（２，７）｝和Ｂ２＝｛（１，ａ）｜ａ∈ＰＧＬ（２，
７）｝，由下面的引理２可假设α＝（１２），Ｍ≤Ｍ（１）ｗｒ
Ｓ２＝（Ｍ（１）×Ｍ（２）） Ｓ２，显然Ｍ（ｉ）≤ＰＧＬ（２，７），ｉ＝
１，２。若Ｍ（１）不是 ＰＧＬ（２，７）的极大子群，则存在 Ｈ
＜·ＰＧＬ（２，７）使Ｍ（１） ＜Ｈ，从而有Ｍ＜ＨｗｒＳ２超
可解，和Ｍ是极大子群矛盾。因此 Ｍ（１） ＜·ＰＧＬ（２，
７）或Ｍ（１） ＝ＰＧＬ（２，７）。当Ｍ（１） ＜ＰＧＬ（２，７）时Ｍ
≌Ｍ（１）ｗｒＳ２，由 ｜ＰＧＬ（２，７）∶Ｍ（１）｜＝７或２

３［８］得

｜Ｇ∶Ｍ｜为７２或２６。当Ｍ（１） ＝ＰＧＬ（２，７）时，Ｍ≥Ｄ
Ｓ２，其中Ｄ＝｛（ａ，ａ）｜ａ∈ＰＧＬ（２，７）｝≌ＰＧＬ（２，
７）为对角子群。此时Ｎ（Ｄ Ｓ２）≤Ｇ且｜Ｎ（Ｄ Ｓ２）｜＝
｜Ｎ‖Ｄ Ｓ２｜／｜Ｅ｜＝｜Ｎ‖Ｄ‖Ｓ２｜／｜Ｅ｜＝
２｜Ｎ‖Ｓ２｜＜８｜Ｎ｜＝｜Ｇ｜，其中Ｅ＝｛（ａ，ａ）｜ａ
∈ＰＳＬ（２，７）｝，所以 Ｄ Ｓ２不是 Ｇ的极大子群。因
此，存在 ｘ＝（ａ，ｂ）∈ Ｍ＼（Ｄ Ｓ２）或 ｙ＝（ａ，
ｂ）（１２）∈ Ｍ＼（Ｄ Ｓ２）。其中 ａ≠ ｂ且 ａ，ｂ∈
ＰＧＬ（２，７）。后一种情况，由ｘ＝ｙ（１２）∈ Ｍ归结为
前一种情况。前一种情况时，设 ｍ ＝ａｂ－１，由
Ｍ瓡ｘ（ｂ－１，ｂ－１）＝（ａｂ－１，１）得（ｍ，１）∈ Ｍ且 ｍ≠
１。于是，由ＰＳＬ（２，７）为非交换单群得Ｎ１ ＝＜（ｍ，
１）Ｅ ＞≤Ｍ，其中Ｎ１＝｛（ａ，１）｜ａ∈ＰＳＬ（２，７）｝。再
由Ｍ在｛Ｂ１，Ｂ２｝上传递得Ｎ２Ｍ，其中Ｎ２＝｛（１，
ａ）｜ａ∈ＰＳＬ（２，７）｝，因此Ｎ≤Ｍ，Ｍ／Ｎ为Ｇ／Ｎ的极
大子群，由 Ｇ／Ｎ可解得为素数幂。总之，Ｇ的每一个
极大子群的指数均为素数幂。

１　定义与引理

定义１［９］　设Ｈ为Ｇ的子群。若存在Ｋ≤Ｇ满
足ＨＫ＝Ｇ，那么称Ｋ是Ｈ在Ｇ中的广义补。

定义２［９］　圈积：对于群Ｌ，把由所有函数
Σ→Ｌ，Σ＝｛１，…，ｎ｝

所做成的集合 Ｌｎ看作一个群，其乘法按照点来定
义为：

对所有的 ｉ∈Σ及 ａ１，ａ２∈Ｌｎ有，ｉａ１ａ２ ＝ｉａ１ｉａ２

其中ｉａｋ表示ａｋ的第ｉ个位置上的元素，ｋ＝１，２。圈
积ＬｗｒＳｎ表示Ｌ

ｎ关于Ｓｎ的半直积：如果ｓ∈Ｓｎ，ａ∈
Ｌｎ，那么对所有的ｉ∈Σ有ｉａｓ＝（ｉｓ－１）ａ。此外，对Ｕ≤
Ｌ记Ｌｎ的子群Ｕｉ为Ｕｉ＝｛ａ∈Ｕ

ｎ｜ｊｎ＝１，当ｊ≠ｉ｝。
特别，Ｌｎ ＝Ｌ１×… ×Ｌｎ。令 Ｗ ＝ＬｗｒＳｎ，记 πｉ为
ＮＷ（Ｌｉ）＝Ｌｉ×（Ｌ１×… ×Ｌｉ－１×Ｌｉ＋１×… ×Ｌｎ）Ｓｎ－１
到Ｌ１上的投射。对于Ｗ的子群Ｇ，我们记Ｇ（ｉ）为ｉ在

所有这些函数ＮＧ（Ｌｉ）πｉ作用下的像的集合，即

Ｇ（ｉ） ＝｛ｉ
（ＮＧ（Ｌｉ））πｉ ＝ｗ∈ＬＩ｜存在ｇ∈ＮＧ（Ｌｉ）
使ｉｇ ＝ｉｗ｝

因此，Ｇ（ｉ）是Ｌ的一个子群。称Ｓｎ为圈积Ｗ＝Ｌ
ｗｒＳｎ的顶群。

定义３　设Ｎ是一个非交换单群，如果群 Ｇ满
足Ｎ≤Ｇ≤Ａｕｔ（Ｎ），那么称Ｇ为几乎单群。

引理１　设Ｇ＝Ｗ＝ＬｗｒＳｎ，Ｌ是几乎单群。设
Ｋ是 Ｌ的自正规化子群，且 Ｌ＝ＫＴ，这里 Ｔ＝
Ｓｏｃ（Ｌ）。设Ｍ ＝ＮＧ（Ｋ

ｎ）＝ＫｗｒＳｎ。如果Ｍ在Ｇ中
有素数幂指数，那么Ｋ在Ｌ中也有素数幂指数。

证明　若Ｍ在Ｇ中有素数幂指数，设为ｐｋ，则Ｇ
有一个 Ｓｙｌｏｗｐ－子群 Ｐ使 ＭＰ＝Ｇ。由 ｜Ｇ｜＝
｜Ｍ‖Ｐ｜／｜Ｍ∩Ｐ｜得（｜Ｇ∶Ｍ｜，｜Ｇ∶Ｐ｜）＝１。
又Ｌ是Ｇ的次正规子群，所以Ｌ＝（Ｌ∩Ｍ）（Ｌ∩Ｐ）
＝Ｋ（Ｌ∩Ｐ）。因此｜Ｌ∶Ｋ｜为素数幂。
引理２［９］　设Ｇ是圈积Ｗ＝ＬｗｒＳｎ的传递地作

用在｛Ｌ１，…，Ｌｎ｝上的子群。那么存在ｇ∈ Ｌ２×… ×
Ｌｎ使Ｇ

ｇ≤Ｖ＝Ｇ（１）ｗｒＳｎ，其中Ｖ是Ｗ的子群且具
有和Ｗ相同的顶群。

引理３［５］　设Ｇ为非交换有限单群，Ｈ≤ Ｇ且
｜Ｇ∶Ｈ｜＝ｐα，其中ｐ为素数，那么下列断言之一成
立：

（ｉ）Ｇ＝Ａｎ，Ｈ≌Ａｎ－１，其中ｎ＝ｐα；
（ｉｉ）Ｇ＝ＰＳＬ（ｎ，ｑ），Ｈ是直线或超平面的稳定

化子，｜Ｇ∶Ｈ｜＝（ｑｎ－１）／（ｑ－１）＝ｐα，这里ｎ是
素数。

（ｉｉｉ）Ｇ＝ＰＳＬ（２，１１），Ｈ≌Ａ５；
（ｉｖ）Ｇ＝Ｍ２３且Ｈ≌Ｍ２２或Ｇ＝Ｍ１１且Ｈ≌Ｍ１０；

　　（ｖ）Ｇ＝Ｕ４（２）≌Ｓ４（３），Ｈ是指数为２７的抛物
子群。

引理４　设 Ｇ是一个几乎单群，若任意的 Ｇ的
不包含Ｓｏｃ（Ｇ）的极大子群均为超可解的则Ｓｏｃ（Ｇ）
≌ ＰＳＬ（２，ｐ），其中ｐ为满足ｐ≡±１（８）的素数。

证明　若任意的Ｇ的不包含Ｓｏｃ（Ｇ）的极大子
群Ｍ均为超可解，则Ｓｅｃ（Ｍ）超可解，从而由文［１０，
定理］得到结论。

引理５　设群Ｇ满足Ｓｏｃ（Ｇ）＝ＰＳＬ（２，ｐｆ）＜
ＰＧＬ（２，ｐｆ）≤Ｇ，其中ｐ为奇素数，ｆ＝２ｒ。则对任意
的满足Ｓｏｃ（Ｇ）Ｍ的极大子群Ｍ，则有下列情况之
一成立：

（ｉ）Ｍ超可解；
（ｉｉ）Ｍ∩ＰＳＬ（２，ｐｆ）为Ａ４或为ｐ

ｆ阶初等交换群

和（ｐｆ－１）／２阶循环群的半直积。
证明　为了方便起见，用ｐｍ·ｔ表示ｐｍ阶初等

８５
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交换群和ｔ阶循环群的半直积，Ｅｍ表示ｐ
ｍ阶初等交

换群，Ｃｋ表示ｋ阶循环群。
若 ｆ＝２ｒ ＞１，则由文［１１］的 Ⅱ，８２７得

ＰＳＬ（２，ｐｍ）＜ＰＧＬ（２，ｐｍ）＜ＰＳＬ（２，ｐｆ），其中ｍ＝
２ｋ，０≤ ｋ＜ｒ且 ｋ，ｒ均为整数。设 α∈ ＰＧＬ（２，
ｐｆ）＼ＰＳＬ（２，ｐｆ），则α不正规化ＰＳＬ（２，ｐｍ）。设Ｍ是
Ｇ的极大子群且Ｓｏｃ（Ｇ）Ｍ，则Ｍ∩ＰＳＬ（２，ｐｆ）为
于ＰＳＬ（２，ｐｆ）的真子群，且 Ｍ ＝ＮＧ（Ｍ∩ ＰＳＬ（２，
ｐｆ））。于是，由文［１１的 Ⅱ，８２７可得 Ｍ∩ ＰＳＬ（２，
ｐｆ）可能为ｐｍ·ｔ（０＜ｍ≤ｆ）、ｚ阶循环群Ｃｚ、２ｚ阶二
面体群 Ｄ２ｚ、Ａ４、Ｓ４、Ａ５、ＰＳＬ（２，ｐ

ｍ）或 ＰＧＬ（２，ｐｍ）（０
＜ｍ ＜ｆ），其中 ｚ｜（ｐｆ±１）／２，ｔ｜（ｐｍ －１）／２且
ｔ｜ｐｆ－１。

由文 ［１１］的 Ⅱ，８２７可得 ＰＧＬ（２，ｐｆ）≤
ＰＳＬ（２，ｐ２ｆ），所以ＰＧＬ（２，ｐｆ）的子群类型同文［１１，
Ⅱ，８２７］中的。

下面对Ｍ∩ＰＳＬ（２，ｐｆ）分情况讨论：
（ｉ）当 Ｍ ∩ ＰＳＬ（２，ｐｆ）为 ＰＳＬ（２，ｐｍ）或

ＰＧＬ（２，ｐｍ），ｍ ＜ ｆ时，Ｍ ＝ ＮＧ（ＰＳＬ（２，ｐ
ｍ））≥

ＰＧＬ（２，ｐｍ）且包含ＰＧＬ（２，ｐｆ）＼ＰＳＬ（２，ｐｆ）中的一
个元素（这是因为 Ｇ＝ＭＰＳＬ（２，ｐｆ）），设为 α。于
是，ＰＳＬ（２，ｐ２ｆ）≥ （ＰＧＬ（２，ｐｆ）∩ Ｍ）≥ ?ＰＧＬ（２，
ｐｍ），α?，且α正规化ＰＳＬ（２，ｐｍ），但是由文［１１］的
Ⅱ，８２７可知ＰＳＬ（２，ｐ２ｆ）没有同构于?ＰＧＬ（２，ｐｍ），
α?的子群。

（ｉｉ）当Ｍ∩ＰＳＬ（２，ｐｆ）＝Ａ５且ｐ≠５时（情况
ｐ＝５属于情况（ｉ））。设 α∈ ＰＧＬ（２，ｐｆ）＼ＰＳＬ（２，
ｐｆ），由Ｇ＝ＭＰＳＬ（２，ｐｆ）得ＰＧＬ（２，ｐｆ）＝ＰＳＬ（２，
ｐｆ）（ＰＧＬ（２，ｐｆ）∩Ｍ）。因此，存在α∈（ＰＧＬ（２，ｐｆ）
∩ Ｍ）且 α瓟ＰＳＬ（２，ｐｆ）使 ＰＧＬ（２，ｐｆ）＝ＰＳＬ（２，
ｐｆ）?α?。显然有 ＰＧＬ（２，ｐｆ）／ＰＳＬ（２，ｐｆ）＝ＰＳＬ（２，
ｐｆ）（ＰＧＬ（２，ｐｆ）∩Ｍ）／ＰＳＬ（２，ｐｆ）≌（ＰＧＬ（２，ｐｆ）∩
Ｍ）／（ＰＳＬ（２，ｐｆ）∩Ｍ）＝?α?（ＰＳＬ（２，ｐｆ）∩Ｍ）／
（ＰＳＬ（２，ｐｆ）∩ Ｍ）＝?α?Ａ５／Ａ５。由文献［１１］Ⅱ，
８２７（８）可得ＰＳＬ（２，ｐ２ｆ）≥ＰＧＬ（２，ｐｆ）≥?α?Ａ５，
但由ｐ≠５和文［１１］的Ⅱ，８２７可知这是不可能的。
　　（ｉｉｉ）当 Ｍ∩ ＰＳＬ（２，ｐｆ）为 Ｓ４时，同上可得矛
盾。

（ｉｖ）当Ｍ∩ＰＳＬ（２，ｐｆ）＝ｐｍ·ｔ，其中ｔ｜（ｐｍ－
１）／２且ｔ｜ｐｆ－１时，由ｐｍ阶初等交换群是ｐｍ·ｔ的
特征子群得Ｍ≤ＮＧ（Ｅｍ）且ＮＧ（Ｅ）ｍ≥Ｅｆ。结合Ｇ无
可解正规子群得 ｍ ＝ｆ，从而 Ｍ∩ ＰＳＬ（２，ｐｆ）＝
ＮＰＳＬ（２，ｐｆ）（Ｅｆ）＝ｐ

ｆ·（（ｐｆ －１）／２）。此时，Ｅｆ是
ＰＳＬ（２，ｐｆ）的Ｓｙｌｏｗｐ－子群，由Ｆｒａｔｔｉｎｉ论断得Ｇ＝
ＰＳＬ（２，ｐｆ）ＮＧ（Ｅｆ）。设Ｍ为包含ＮＧ（Ｐ）的Ｇ的极大

子群则有Ｍ∩ＰＳＬ（２，ｐｆ）＝ｐｆ·（（ｐｆ－１）／２）。这说
明这样的Ｍ是存在的。

（ｖ）当Ｍ∩ＰＳＬ（２，ｐｆ）为４阶初等交换群时，
由文［１１］的Ⅱ，８１６，８１７可得Ｍ≥ ＮＰＳＬ（２，ｐｆ）（Ｍ∩
ＰＳＬ（２，ｐｆ））≌Ａ４或Ｓ４，这和Ｍ∩ＰＳＬ（２，ｐ

ｆ）为４阶
初等交换群矛盾。

（ｖｉ）当 Ｍ∩ ＰＳＬ（２，ｐｆ） ＝Ｃｚ或二面体群
Ｄ２ｚ瓡（ｚ＞２）时。Ａｕｔ（Ｎ１）＝ＰＧＬ（２，ｐ

ｆ）·Ａｕｔ（ｑ）为
ＰＧＬ（２，ｐｆ）和 ｆ阶循环群的半直积，且有正规列
Ａｕｔ（Ｎ１）—ＰＧＬ（２，ｐ

ｆ）
—
ＰＳＬ（２，ｐｆ）

—
１。ｚ＞２时，Ｃｚ

为二面体群Ｄ２ｚ的特征子群，所以Ｍ有正规列Ｍ—Ｍ

∩ＰＧＬ（２，ｐｆ）
—
Ｄ２ｚ—Ｃｚ—１（Ｍ∩ ＰＳＬ（２，ｐ

ｆ）＝Ｄ２ｚ
时）或Ｍ

—
Ｍ∩ＰＧＬ（２，ｐｆ）

—
Ｃｚ—１（Ｍ∩ＰＳＬ（２，ｐ

ｆ）

＝Ｃｚ时）。又由Ｍ／（Ｍ∩ＰＧＬ（２，ｐ
ｆ））≌ＭＰＧＬ（２，

ｐｆ）／ＰＧＬ（２，ｐｆ）≤ Ａｕｔ（Ｎ１）／ＰＧＬ（２，ｐ
ｆ）≌ Ｃｆ得

Ｍ／（Ｍ∩ ＰＧＬ（２，ｐｆ））为循环群。另有，（Ｍ ∩
ＰＧＬ（２，ｐｆ））／（Ｍ∩ ＰＳＬ（２，ｐｆ））≌ （Ｍ∩ ＰＧＬ（２，
ｐｆ））ＰＳＬ（２，ｐｆ）／ＰＳＬ（２，ｐｆ）≤ ＰＧＬ（２，ｐｆ）／ＰＳＬ（２，
ｐｆ）得（Ｍ∩ＰＧＬ（２，ｐｆ））／（Ｍ∩ＰＳＬ（２，ｐｆ））为２阶
循环群。因此，Ｍ为超可解群。

引理６　设 ｐ（＞２）为奇数，ｎ≥２为偶数，
则４ ｐｎ＋１。

证明　设ｐ＝２ｋ＋１，ｎ＝２ｊ，其中ｋ和ｊ均为不
小于 １的整数。由二项式定理得 （２ｋ＋１）ｎ ＝

∑
ｎ

ｉ＝０
Ｃｎ（２ｋ）ｉ，结合ｉ≥２时，Ｃｉｎ（２ｋ）

ｉ＝２ｉＣｉｎｋ
ｉ和ｉ＝

１时Ｃｉｎ（２ｋ）
ｉ＝２ｎｋ＝４ｊｋ得４除ｐｎ＋１的余数为２，

即４ ｐｎ＋１。
引理７　设３ｋ＝２ｆ＝１，其中ｋ，ｆ为正整数，则ｋ

＝１，ｆ＝１或ｋ＝２，ｆ＝３。
证明　若ｋ为奇数，则由二项式定理知，存在正

整数ｊ使２ｆ＝（２＋１）ｋ－１＝２（２ｊ＋ａ），因此可得２ｊ
＋ａ＝１，从而ａ＝１。
若ｋ为偶数，设ｋ＝２ｄ，则２ｆ＝３２ｄ－１＝（３ｄ－

１）（３ｄ＋１），从而３ｄ－１和３ｄ＋１都是２的方幂。又
３ｄ－１和３ｄ＋１的最大公因子为２，因此３ｄ－１＝２，
从而ｄ＝１，于是ｋ＝２，ｆ＝３。

２　定理１的证明
证明　用反正法证明，假设结论不成立，设Ｇ

为极小阶反例。

（ｉ）Ｇ有唯一的极小正规子群Ｎ且Ｎ≌Ｎ１×Ｎ２
×… ×Ｎｒ，ＣＧ（Ｎ）＝１，其中Ｎ１≌…≌Ｎｒ是非交换
单群。

显然，对Ｇ的每一个正规子群 Ｈ，Ｇ／Ｈ满足定

９５
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理的条件。因此，Ｇ／Ｈ的每一个合成因子都同构于素
数阶群或 Ａ５，ＰＳＬ（２，８），ＰＳＬ（２，１１），ＰＳＬ（２，ｐ），其
中ｐ为奇素数且ｐ≡±１（８）。于是，Ｇ有唯一的极小
正规子群Ｎ，这是因为Ｇ／（Ｌ∪Ｈ）的合成因子同构
于 Ｇ／Ｈ或Ｇ／Ｌ的合成因子，其中Ｋ和Ｈ是Ｇ的正规
子群。因为Ｇ是极小阶反例，所以Ｎ是非可解的。因
此，Ｎ≌ Ｎ１×Ｎ２×… ×Ｎｒ，ＣＧ（Ｎ）＝１，其中Ｎ１≌
…≌Ｎｒ是非交换单群。

（ｉｉ）设Ｖ＝Ｇ（１）ｗｒＳｒ，则Ｎ≤Ｇ≤Ｖ＝Ｇ（１）ｗｒＳｒ。
　　由 （ｉ）得到 Ｇ＝Ｇ／ＣＧ（Ｎ）可看做是 Ａｕｔ（Ｎ）
＝Ｗ＝Ａｕｔ（Ｎ１）ｗｒＳｒ的一个子群。再由Ｎ为Ｇ的
极小正规子群知道 Ｇ传递的作用在 ｛Ａｕｔ（Ｎ１），
Ａｕｔ（Ｎ２），…，Ａｕｔ（Ｎｒ）｝上和引理２可设 Ｇ≤ Ｖ＝
Ｇ（１）ｗｒＳｒ。

（ｉｉｉ）设Ｍ（１）为Ｇ（１）的极大子群且Ｍ（１）Ｎ（１） ＝
Ｇ（１），Ｍ＝（Ｍ（１））

ｒ，Ｋ＝ＮＷ（Ｍ）∩Ｇ，则Ｋ（１） ＝Ｍ（１）
且Ｋ是Ｇ的极大子群。

显然Ｇ＝ＫＮ，ＮＷ（Ｍ）＝Ｍ（１）ｗｒＳｒ。于是Ｋ∩Ｎ
＝（Ｍ（１）×… ×Ｍ（ｒ））∩Ｎ＝（Ｍ（１）∩Ｎ（１））×… ×
Ｍ（ｒ）∩Ｎ（ｒ）。假设Ｋ（１） ＝Ｍ′（１） ＜Ｍ（１）。则Ｋ≤Ｍ′＝
Ｍ′（１）ｗｒＳｒ。于是Ｇ＝ＫＮ≤ Ｍ′Ｎ＝（Ｍ′（１）Ｎ（１））ｗｒ
Ｓｒ，Ｇ（ｉ） ＝Ｍ′（ｉ）／Ｎ（ｉ）（ｉ＝１，２，…，ｒ）。又由Ｋ∩Ｎ≤
Ｍ′∩ Ｎ＝（Ｍ′（１）∩Ｎ（１））×… ×（Ｍ′（ｒ）∩Ｎ（ｒ））得
（Ｍ′（ｉ）∩Ｎ（ｉ））＝（Ｍ（ｉ）∩Ｎ（ｉ）），ｉ＝１，２，…，ｒ。于是
｜Ｇ（ｉ） ｜＝｜Ｍ（ｉ）Ｎ（ｉ） ｜＝｜Ｍ（ｉ） ｜｜Ｎ（ｉ） ｜／｜Ｍ（ｉ）
∩Ｎ（ｉ）｜＞｜Ｍ′（ｉ） ｜Ｎ（ｉ） ｜／｜Ｍ′（ｉ） ∩ Ｎ（ｉ） ｜＝
｜Ｍ′（ｉ）Ｎ（ｉ）｜＝｜Ｇ（ｉ）｜，这是一个矛盾。另外，同文
［９，定理１５］证明，得Ｋ是Ｇ的极大子群。

（ｉｖ）Ｇ（１）的每个非超可解极大子群的指数都是
素数幂的。

设Ｍ（１）为Ｇ（１）的极大子群且Ｍ（１）Ｎ１＝Ｇ（１）。若
Ｍ（１）非超可解，则Ｋ也非超可解。因此｜Ｇ∶Ｋ｜为素
数幂，从而存在Ｇ的Ｓｙｌｏｗ子群，设为Ｐ，使Ｇ＝ＫＰ。
所以 Ｖ＝Ｇ（１）ｗｒＳｒ ＝Ｎｗ（Ｍ）Ｎ ＝Ｎｗ（Ｍ）Ｇ ＝
Ｎｗ（Ｍ）ＫＰ＝Ｎｗ（Ｍ）Ｐ，Ｎｗ（Ｍ）在Ｖ中的指数为素数
幂。因此，由引理１得 Ｍ（１）在 Ｇ（１）中的指数为素数
幂。

（ｖ）假设Ｇ的满足ＭＮ＝Ｇ的极大子群Ｍ均是
超可解的，则Ｇ／Ｎ≌Ｍ／（Ｍ∩Ｎ）可解且Ｓｅｃ（Ｍ）＝
Ｍ∩Ｎ超可解；若极大子群Ｍ包含Ｎ，则由Ｓｅｃ（Ｍ）
的性质和Ｇ／Ｎ可解得Ｓｅｃ（Ｍ）＝１超可解。于是，对
Ｇ的每一个极大子群Ｍ都有Ｓｅｃ（Ｍ）超可解。因此，
由文［１０］的定理可得Ｇ的合成因子同构于ＰＳＬ（２，
ｐ），其中ｐ为满足 ｐ≡±１（８）的素数，定理结论成
立。所以，Ｇ有满足ＭＮ＝Ｇ的极大子群Ｍ是非超可

解的，从而｜Ｎ∶（Ｍ∩Ｎ）｜＝｜Ｇ∶Ｍ｜是素数幂，设
为ｐｋ。设Ｐ为Ｎ的Ｓｙｌｏｗｐ－子群，则（｜Ｎ∶（Ｍ∩Ｎ）
｜，｜Ｎ∶Ｐ｜）＝１。因此，由文［７］的Ａ，１６（ｂ）可得
Ｎ＝Ｐ（Ｍ∩Ｎ）。因为Ｎ１—Ｎ，所以Ｎ１Ｐ≤Ｎ且Ｎ１（Ｍ
∩Ｎ）≤Ｎ。由文［７］的Ａ，１６（ｃ）可得Ｎ１＝（Ｎ１∩
Ｐ）（Ｍ∩Ｎ１）。于是｜Ｎ１∶（Ｍ∩Ｎ１）｜是素数幂，由
引理３得：

（ａ）Ｎ１ ＝Ａｎ，其中ｎ＝ｐα；
（ｂ）Ｎ１＝ＰＳＬ（ｎ，ｑ），（ｑ

ｎ－１）／（ｑ－１）为素数
幂，其中ｎ为素数；

（ｃ）Ｎ１ ＝Ｍ２３，Ｍ１１或Ｎ１ ＝Ｕ４（２）≌Ｓ４（３）。
（ｖｉ）下面对（ｖ）中的情况（ａ），（ｂ），（ｃ）逐条

讨论，其中Ｐｉ表示ＰＳＬ（ｎ，ｑ）的ｉ－型抛物子群。为
了方便起见，我们暂时用符号Ｇ来表示Ｇ（１）：

（ａ）情形Ｎ１ ＝Ａｎ：当ｎ＞１０时，设Ｇ＝Ａｎ或
Ｓｎ。取Ｍ＝Ｓｎ－２×Ｓ２，则由文［１２］第一章，定理Ｄ得
Ｍ∩Ｇ为 Ｇ的极大子群。此时，Ｍ的指数为 ｎ（ｎ－
１）／２，不可能是素数幂。当ｎ＜１０时由文［８］可得。

（ｂ）情形Ｎ１ ＝ＰＳＬ（２，ｑ）：此时对 ｑ分情况讨
论。

（Ａ）当ｑ＝２ｆ且ｆ＞１时，ＰＳＬ（２，ｑ）只有域自
同构，Ａｕｔ（Ｎ１） ＝ＰＳＬ（２，ｑ）Ａｕｔ（ＧＦ（ｑ）），其中
Ａｕｔ（ＧＦ（ｑ））表示ｑ阶域的自同构群。

（Ａ１）若ｆ为合数，则设ｆ＝ｍｔ，其中ｔ为ｆ的最
小素因子。此时 ＮＧ（ＰＳＬ（２，２

ｍ））＝（ＰＳＬ（２，２ｍ）·
Ａｕｔ（ＧＦ（ｑ）））∩ Ｇ是 Ｇ的极大子群，ＮＧ（ＰＳＬ（２，
２ｍ））∩ Ｎ１ ＝ＰＳＬ（２，２

ｍ）。但

｜Ｇ∶ＮＧ（ＰＳＬ（２，２
ｍ））｜＝｜Ｎ１∶ＰＳＬ（２，２

ｍ）｜＝
（（２ｆ＋１）２ｆ（２ｆ－１））／（（２ｍ ＋１）２ｍ（２ｍ －１））

不可能是素数幂。

（Ａ２）若ｆ为奇素数，则由２２ｆ－１≡－２（５）得
５２２ｆ－１，结合文［１１］的Ⅱ，８２７可得ＰＳＬ（２，ｑ）的
真子群为２ｆ（２ｆ－１）的子群或超可解。

因此，当２ｆ＋１为素数幂时群Ｇ才可能满足定
理条件。此时，由２ｆ＋１≡０（３）得２ｆ＋１为３的方幂，
即２ｆ＋１＝３ｋ，其中ｋ为某个正整数。由引理７得ｆ＝
３，ｋ＝２，从而Ｎ１ ＝ＰＳＬ（２，８）。

（Ｂ）当 ｑ＝ｐ５，ｐ是奇素数时，Ａｕｔ（Ｎ１） ＝
ＰＧＬ（２，ｑ）·Ａｕｔ（ＧＦ（ｑ））。由｜ＰＧＬ（２，ｑ）／ＰＳＬ（２，
ｑ）｜＝２得 Ｇ有两种情况 Ｇ≥ ＰＧＬ（２，ｑ）或 Ｇ
ＰＧＬ（２，ｑ）。

（Ｂ１）若ｆ有奇素数因子 ｔ且 ｆ＝ｔｍ，设 Ｍ ＝
（ＰＧＬ（２，ｐｍ）·Ａｕｔ（ＧＦ（ｑ））），则Ｍ１ ＝Ｍ∩Ｇ是Ｇ
的极大子群且Ａｕｔ（Ｎ１）＝Ｎ１Ｍ，Ｎ１∩Ｍ１＝Ｎ１∩Ｍ
＝ＰＳＬ（２，ｐｍ）［１１］。因此，由（ｉｖ）得｜Ｇ∶Ｍ１｜＝｜Ｎ１

０６
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∶ＰＳＬ（２，ｐｍ）｜为素数幂。但是

｜Ｎ１∶ＰＳＬ（２，ｐ
ｍ）｜＝ （ｐ

ｆ＋１）ｐｆ（ｐｆ－１）
（ｐｍ ＋１）ｐｍ（ｐｍ －１）

不可能是素数幂。

（Ｂ２）若ｆ无奇素数因子且ｆ＞１，设ｆ＝２ｒ＞１。
设Ｍ是Ｇ的极大子群且Ｎ１Ｍ。

（Ｂ２１）假设Ｇ≥ＰＧＬ（２，ｑ），则由引理５得 Ｍ
超可解、Ｍ∩ＰＳＬ（２，ｑ）为Ａ４或ｐ

ｆ．（ｐｆ－１）／２。当Ｍ
∩ＰＳＬ（２，ｑ）为Ａ４时，由Ｍ的指数为素数幂得Ｎ１只
有３个素因子。根据文［１３］的引理２３可得Ｎ１同构
于 ＰＳＬ（２，４），ＰＳＬ（２，７），ＰＳＬ（２，８），ＰＳＬ（２，９）或
ＰＳＬ（２，１７），由文［８］可得结果。当 Ｍ∩ ＰＳＬ（２，ｐ）
为ｐｆ．（ｐｆ－１）／２）时，显然Ｍ非超可解，由Ｍ的指数
为素数幂得｜Ｇ∶Ｍ｜＝ｐｆ＋１为素数幂，从而为２的
方幂。此时，可设ｐｆ＋１＝２ｋ，由ｐ＞２和ｆ＞１得ｋ
＞３，从而４ｐｆ＋１，这和引理６矛盾。
（Ｂ２２）假设ＧＰＧＬ（２，ｑ），则Ｇ≤Ａｕｔ（Ｎ１）

＝ＰＳＬ（２，ｑ）·Ａｕｔ（ＧＦ（ｑ））。设 ｍ ＝２ｒ－１，此时
ＰＧＬ（２，ｐｍ）≤ＰＳＬ（２，ｑ），ＰＧＬ（２，ｐｍ）是ＰＳＬ（２，ｑ）的
极大子群［１１］。设Ｍ ＝（ＰＧＬ（２，ｐｍ）·Ａｕｔ（ＧＦ（ｑ））），
则Ｍ∩Ｇ是Ｇ的极大子群且Ｎ１∩Ｍ＝ＰＧＬ（２，ｐ

ｍ）。

因此，由（ｉｖ）得｜Ｇ∶Ｍ｜＝｜Ｎ１∶ＰＧＬ（２，ｐ
ｆ）｜为素数

幂。但是

｜Ｎ１∶ＰＧＬ（２，ｐ
ｍ）｜＝ ｐｆ（ｐｆ＋１）（ｐｆ－１）

２ｐｍ（ｐｍ ＋１）（ｐｍ －１）
不可能是素数幂。

（Ｂ３）若ｆ＝１，则Ａｕｔ（Ｎ１）≌ＰＧＬ（２，ｐ）。
（Ｂ３１）当ｐ２≠１（１６）时，ＰＳＬ（２，ｐ）有（２，２）

型子群Ｋ，且所有的（２，２）型子群在ＰＳＬ（２，ｐ）中共
轭［１１］。于是由Ｆｒａｔｔｉｎｉ论断得Ｇ＝Ｎ１ＮＧ（Ｋ）。设Ｍ是
Ｇ的极大子群且Ｍ≥ＮＧ（Ｋ），则Ｎ１Ｍ。又ＮＮ１（ｋ）

≌Ａ４
［１１］，所以Ｍ非超可解。
若Ｇ＝ＰＧＬ（２，ｐ），则由引理５得Ｍ∩ＰＳＬ（２，

ｐ）≌Ａ４。由Ｍ的指数为素数幂得Ｎ１只有３个素因
子，结合文［１３］引理２３得 Ｎ１同构于 ＰＳＬ（２，４），
ＰＳＬ（２，７），ＰＳＬ（２，８），ＰＳＬ（２，９）或ＰＳＬ（２，１７），由
文［８］可得结果。若 Ｇ＝ＰＳＬ（２，ｐ）则 Ｍ ＝Ａ４或
Ａ５
［１１］。当Ｍ ＝Ａ４时与Ｇ＝ＰＧＬ（２，ｐ）时同理可得。
当Ｍ ＝Ａ５时，设｜Ｇ∶Ｍ｜＝ｒ

ｉ，其中ｒ为素数，则由
Ｓｙｌｏｗ定理得 ＰＳＬ（２，ｐ）的 Ｓｙｌｏｗｒ－子群的个数
ｋｒ＋１为６０的因子。显然ｋ＞０，对３０以下的素数逐
个检验得ｒ可能为３，５，７，１１，１９，２９。于是，由素数 ｐ
为｜ＰＳＬ（２，ｐ）｜的因子得ｐ可能为５，７，１１，１９，２９，
由文［８］可得结果。

（Ｂ３２）当ｐ２≡１（１６）时，设Ｍ是Ｇ的极大子群
且Ｎ１Ｍ，则Ｎ１∩Ｍ超可解

［１０］。所以Ｎ１∩Ｍ为ｐ
阶 群，ｚ阶 循 环 群、２ｚ阶 二 面 体 群， 其 中

ｚ（（ｐ±１）／２）［１１］。另外，若ｚ＝２，则４阶二面体群
Ｄ４在Ｎ１中的正规化子同构于Ｓ４

［１１］，从而Ｎ１∩Ｍ包
含同构于Ｓ４的子群，这是一个矛盾。其他情况，和引
理５证明第（ｖｉ）步类似可得Ｍ超可解。另外，显然ｐ２

≡１（１６） ｐ≡±１（８）。
（ｃ）情形Ｎ１ ＝ＰＳＬ（３，ｑ）：因为 ＰＳＬ（３，２）≌

ＰＳＬ（２，７），所以假定（ｎ，ｑ）≠ （３，２）。设 Ｌ ＝
（Ｚｑ－１）

２／ＺｄＳ３，ｄ＝（３，ｑ－１），则从文［９，引理２１］
证明的步骤（２）的情形ｎ＝３知Ｍ＝ＮＧ（Ｌ）是Ｇ的
一个极大子群。显然 Ｍ非超可解，故 Ｍ有素数幂广
义补。但从文［１２］表１和表３得Ｍ在Ｇ中没有广义
补。

（ｄ）情形Ｎ１ ＝ＰＳＬ（ｎ，ｑ），ｎ≥５且是素数：若
（ｎ，ｑ）＝（５，２），则由文［８］可知：若 Ｇ＝ＰＳＬ（５，
２）则Ｇ有非超可解且指数为１５５的极大子群 Ｍ ＝
２６∶（Ｓ３×ＰＳＬ（３，２））；若Ｇ＝Ａｕｔ（ＰＳＬ（５，２））则Ｇ
有非超可解且指数为 ２４·３１的极大子群 Ｍ ＝
ＰＳＬ（４，２）∶２。因此，（ｎ，ｑ）≠（５，２）。此时分Ｇ是否
包含图自同构这两种情况来讨论。

（Ａ）若Ｇ不包含图自同构，则ＮＧ（Ｐ２）是Ｇ的极
大子群。由文［１２］知Ｐ２为２－维全奇异子空间的稳
定子，所以Ｐ２必有同构于ＰＳＬ（ｎ－２，ｑ）的截断（即
子群的商群），于是 ＮＧ（Ｐ２）非超可解。但由文［１２］
的表１和表３可知ＮＧ（Ｐ２）没有广义补，于是不可能
有素数幂指数。这里抛物子群Ｐ２显然非超可解。

（Ｂ）若Ｇ包含图自同构，则Ｍ＝ＮＧ（Ｐ（ｎ－１）／２∩
Ｐ（ｎ＋１）／２）是Ｇ的极大子群。再由文［１２］第５页可知
Ｐ（ｎ－１）／２∩Ｐ（ｎ＋１）／２必有同构于ＰＳＬ（（ｎ＋１）／２，ｑ）的
截断，于是Ｍ非超可解。故Ｍ有素数幂广义补。但从
文［１２］的表１和表３可得Ｍ在Ｇ没有广义补。

（ｅ）情形 Ｎ１ ＝Ｍ２３，Ｇ ＝Ｍ１１ 或 Ｕ４（２）≌
Ｓ４（３）：此时从文［８］第１８，２６和７１页可知Ｇ有非超
可解极大子群Ｍ使｜Ｇ∶Ｍ｜非素数幂。
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