
　第５６卷　第 １期
２０１７年　１月

中山大学学报 （自然科学版）

ＡＣＴＡ　ＳＣＩＥＮＴＩＡＲＵＭ　ＮＡＴＵＲＡＬＩＵＭ　ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＡＴＩＳ　ＳＵＮＹＡＴＳＥＮＩ
Ｖｏｌ５６　Ｎｏ１
Ｊａｎ　２０１７

　

ＤＯＩ：１０１３４７１／ｊｃｎｋｉａｃｔａｓｎｕｓ２０１７０１０１４

双优无标度网络模型

马飞，姚兵
（西北师范大学数学与统计学院，甘肃 兰州 ７３００７０）

摘　要：基于标准的无标度网络模型，首先扩展了网络增长的 “优先连接机制”原则，从更一般的情形出发，

设立不同约束条件下的点优先连接概率，既而建立了更一般的网络动力系统所符合的偏微分方程，给出无标度

网络的一个拓扑性质。然后，给出了一种更加符合现实的择优概率，接着，建立了一类更一般的网络演化模型，

并讨论了它的无标度特性，得到它的幂率指数γ在１～４之间。
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　　我们生活的世界中充满了无数的网络，如细胞
中的新陈代谢网、大脑中的神经网、生态系统中的

食物链网、社会关系网络、科研合作网络、经贸互

惠网络、互联网、万维网以及电力网和交通运输网

等等。这些网络都能被抽象成网络模型———图，起

初研究者们运用图论的方法做研究，但是图论中研

究的图形大多都是规则的、单一的，但真实网络的

结构不仅很复杂的，而且构成网络的节点数目也是

很庞大的，这样一来，网络研究对传统经典图论的

发展提出了新的要求。上世纪５０年代，Ｅｒｄｓ等基

于经典图论的研究，提出了随机网络模型 （ＥＲ模
型）该模型能很好的体现网络的随机性，但是节

点的度 （与节点相连接的边的数目）之间相差不

大，几乎相等，度分布服从 Ｐｏｉｓｓｏｎ分布，其图像
是一条钟型曲线。显然，真实网络中节点的度并不

是相等的。为了解释蕴含在网络中的规律，Ｗａｔｔｓ
等［１－２］提出了小世界网络模型，该模型在继承了随

机网络模型的随机性后，出现了新的网络拓扑性

质：属于该网络模型中初始节点的度相对要大一

些，它的度分布呈现出指数衰减。１９９９年，基于
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万维网拓扑结构的研究，Ｂａｒａｂáｓｉ等［３］发现钟型曲

线消失了，出现了一条递减的曲线，为了刻画这一

结果，他们首次提出了无标度网络模型 （ＢＡ－模
型），该模型满足幂率分布式

Ｐ（ｋ）≈ ｋ－γ （１）
其中γ叫做无标度指数，它的取值范围是２＜γ＜
３。在他们首创性的研究工作之后，复杂网络的研
究得到了众多科研人员的重视，经过大量研究后发

现：生活中大量的网络都具有无标度特性 （ｓｃａｌｅ
ｆｒｅｅｐｒｏｐｅｒｔｙ），即服从幂率分布 （１），但部分真实
网络的幂律指数 γ的取值范围却超出了２～３，落
在１～４之间［４］。通过计算机仿真模拟后，确实证

明了这一点［５－７］。

近年来，国内外的研究人员对 ＢＡ－模型进行
了不同层次的推广和拓展，得到的成果颇多。但在

这些研究中，人们认同网络中存在 “先到先得，

富者越富，适者更富”现象。针对这种现象，总

结得出具有无标度特性的网络演化 （增长）必须

满足２条性质：均匀增长和择优连接。特别是择优
连接方式对一个演化的网络是否具有无标度特性起

到决定性的作用，已证实运用线性择优连接方式将

会得到无标度网络，非线性的择优连接方式将会影

响到网络的度分布，使其不再服从幂率分布［８］。

１　一般形式的动态微分方程

在Ｂａｒａｂáｓｉ等［３］提出无标度网络模型 （ＢＡ－
模型）之后，研究人员不论是采取理论研究手段，

还是采用计算机仿真模拟，他们对网络动态演化的

描述与刻画都存在着相似之处［４］，都是讨论随着

时间的延续，网络中不断地会有外界新的节点进

入，同时，网络自身内部也发生着变化 （如：网

络中未连边的节点之间由于某种联系而产生新的连

边），随着这种演化方式的进行，网络的规模会变

得越来越庞大，但是这种增长方式不可能无休止地

进行下去，在历经一段时间的增长后，网络的规模

就会趋于稳态或衰退，即网络中出现节点 “湮灭”

和旧边被 “删除”。对一个最初具有 ｍ０个节点的
网络Ｎ（０）而言，假设它的动态演化是连续的，ｔ
时刻后，对网络 Ｎ（ｔ）中一个度为 ｋｉ（ｔ）的节点，
依据事件的独立性给出一个动态方程［９］：

ｋｉ（ｔ）
ｔ

＝ｆ（ｔ）＋ｇ（ｔ）＋

ｈ（ｔ）＋ｚ（ｔ）＋φ（ｔ） （２）
方程 （２）右端有５个功能函数：加点函数 （优先

连接函数）ｆ（ｔ）＝ｆ（ａｐ１（ｔ）ｍ，ｔ，ｋｉ（ｔ），∏１
（ｋｉ））

的含义是：ｔ时刻有ａ个“新”节点进入到网络Ｎ（ｔ－
１）中，每个“新”节点与网络Ｎ（ｔ－１）中已存在的节
点间连接产生ｐ１（ｔｍ条新边（０＜ｐ１（ｔ）＜１），度数
为ｋｉ（ｔ）的顶点获得与“新”节点连边的概率（优先

连接概率）为∏１
（ｋｉ）。删点函数 ｇ（ｔ） ＝

ｇ（ｐ２（ｔ）ｂ，ｔ，ｋｉ（ｔ），∏１
（ｋｉ））的含义是：在网络快速

增长一段时间后，ｔ时刻有ｐ２（ｔ）ｂ（０＜ｐ２（ｔ）＜１）个
“旧”节点从网络Ｎ（ｔ－１）中消失，每一个“旧”节

点被删除的概率（反择优概率）为∏２
（ｋｉ）。加边函

数ｈ（ｔ）＝ｈ（ｐ３（ｔ）ｒ，ｔ，ｋｉ（ｔ），∏３
（ｋｉ））的含义是：

每一时刻都有ｐ３（ｔ）ｒ（０＜ｐ３（ｔ）＜１）条“新”边在
已存于网络中的节点间产生，每条“新”边产生的过

程中，其关联的两个节点的选取符合概率（优先连

接概率）∏３
（ｋｉ）。删边函数 ｚ（ｔ）＝ｚ（ｐ４（ｔ）ｓ，ｔ，

ｋｉ（ｔ），∏４
（ｋｉ））的含义是：每一时刻都有 ｐ４（ｔ）ｓ（０

＜ｐ４（ｔ）＜１）条已存于网络中节点间的“旧”边被
删除，在每条“旧”边被删除的过程中，其关联的两

个节点的选取符合概率（反择优概率）∏４
（ｋｉ）。外

界扰动函数φ（ｔ）的含义是：网络演化过程中可能受
到来自外界其他因素的影响。一般地，网络的演化是

在内部因素（加边，删边，删点）与外部因素（加点，

扰动）共同作用下完成的。

设方程（２）的解为 ｋｉ（ｔ）＝θ（ｔ，ｔｉ，α１，α２，…，
αｒ），其中参数αｉ（ｉ＝１，２，…，ｒ）与时间变量 ｔ和 ｔｉ
无关。进一步，得

Ｐ（ｋｉ（ｔ）＜ｋ）＝Ｐ（ｔｉ＞θ
－１

（ｔ，ｔｉ，β１，β２，…，βｒ）） （３）
方程 （３）中的参数βｉ（ｉ＝１，２，…，ｒ）与时间变量ｔ
和ｔｉ均无关，上述方程（３）中的记号θ

－１（ｔ，ｔｉ，β１，β２，
…，βｒ）表示函数ｋｉ（ｔ）的反函数。解得网络Ｎ（ｔ）中
顶点度数为ｋ的概率

Ｐ（ｋ）＝
Ｐ（ｋｉ（ｔ）＜ｋ）

ｋ
＝


ｋ
Ｐ（ｔｉ＞θ

－１（ｋｉ（ｔ），ｔ，β１，β２，…，βｒ）） （４）

本文以文献 ［６，１０－１２］中的结论来解释由方程
（２）所建立的模型，尝试对复杂网络进行综合性
的研究。包括演化网络所符合的动态微分方程、择

优连接方式、如何进行网络之间比较、如何优化网

络等方面，并建立一种幂律指数γ的取值范围在１
到４之间的无标度网络模型 （双优无标度网络模

型）。
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２　设立反择优连接的标准
通过对大量现实网络的研究，人们认识到几乎

所有的网络都表现出无标度特性，为了更好地模拟

无标度网络，从理论上出发，研究者们建立研究方

法，并通过计算机进行仿真模拟。然而经验告诉我

们：网络的动态演化中包含增长与衰退，许多研究

学者都认为网络以 “择优”方式进行增长，以

“反择优”方式进行衰退。在 Ｂａｒａｂáｓｉ等［３］首次提

出线性择优增长模型之后，研究者们依此为基础，

对 “择优”方式进行了不断地改进、完善，相应

地建立了不同的网络模型，从不同的侧重点进行刻

画、模拟现实生活中已存在的网络，并对网络的动

态演化特征做出一些相关的预测，同时也为建立新

的更加健全的网络模型提供理论支持。

Ｋｒａｐｉｖｉｓｋｙ等［８］证明了线性择优方式能够保证

增长后的网络拥有无标度特性，非线性择优方式将

会破坏网络的无标度特性。本文针对线性择优概率

∏提出线性反择优概率∏的建立必须符合以下几条
标准 （全体事件记为Ｉ，基本事件记为ｉ）：

１）正性：对任意基本事件ｉ∈Ｉ，∏≥０；

２）正则性：∑
ｉ∈Ｉ
∏ｉ

＝１；

３）可列可加性：若 ｉ１，ｉ２，…，ｉｎ，… 互不相容，

则∏∪∞ｊ＝１ｉｊ
＝∪∞

ｊ＝１∏ｉｊ
；

４）反性：对任意的基本事件ｉ，ｊ∈Ｉ，若∏ｉ
≥

∏ｊ
，则∏ｉ

≤∏ｊ
；

５）同阶性：对∏ｉ
与∏ｉ

，有ｌｉｍ
ｔ→∞

∏
∏

＝ｏ（ｃ）。

３　满足方程 （２）的网络模型
在本文中，ｔ时刻的网络模型记为 Ｎ（ｔ），它的

节点集合和边集合分别是 Ｖ（ｔ）和 Ｅ（ｔ），网络模型
Ｎ（ｔ）的节点个数是ｎｖ（ｔ）＝｜Ｖ（ｔ）｜，它的边数目是
ｎｅ（ｔ）＝｜Ｅ（ｔ）｜，ｎｉ（ｔ）表示Ｎ（ｔ）中节点度数为 ｋｉ
的节点数目。

３１　陈庆华等模型
陈庆华等模型的演化算法［１３］：步骤 １、在已

存在的节点中添加ｌ条新边：随机选择一个节点作
为与新边连接的起始点，点ｉ被选择作为新边另一
节点的概率满足

∏（ｋｉ，ｔ）＝ ｋｉ＋α

∑ｊ
（ｋｊ＋α）

（５）

重复操作ｌ次，所有节点具有一个初始的吸引度α≥
０；步骤２、新增一个度为ｍ的节点：新增的节点连接

已存于系统中的节点ｉ的概率是（５）式中的∏（ｋｉ，
ｔ）；步骤３、重新连接系统中已经存在的ｎ条边：随机
的选择一个节点ｉ与连接ｉ的边ｌｉｊ，然后断开节点ｉ，
重新连接节点ｓ与ｊ得到边ｌｓｊ，其中节点ｓ被选择的
概率由（５）式决定。在方程（２）中，取 ｆ（ｔ）＝

ｍ∏（ｋｉ，ｔ），ｇ（ｔ）＝０，ｈ（ｔ）＝（ｌ＋ｎ）∏（ｋｉ，ｔ）
＋ｌ／ｎｖ（ｔ），ｚ（ｔ）＝－ｎ

１
ｎｖ（ｔ）

－（ｌ＋ｎ） １
ｎｖ（ｔ）∏（ｋｉ，

ｔ），φ（ｔ）＝０（解释上述每一项：ｈ（ｔ）中的（ｌ＋

ｎ）∏（ｋｉ，ｔ）表示节点ｉ依择优概率∏（ｋｉ，ｔ）被选
作所加边的另一节点时引起度的变化，ｌ／ｎｖ（ｔ）表示
节点ｉ依随机概率１／ｎｖ（ｔ）被选作所加边的起始节
点时引起度的变化。ｚ（ｔ）中的 －ｎ／ｎｖ（ｔ）表示节点
ｉ依随机概率１／ｎｖ（ｔ）被选作所删边的另一节点时引

起度的变化，－（ｌ＋ｎ） １
ｎｖ（ｔ）∏（ｋｉ，ｔ）表示节点ｉ依

择优概率∏（ｋｉ，ｔ）被选作所删边的另一节点时引
起度的变化）。可得满足上述过程的动态方程

ｋｉ（ｔ）
ｔ

＝（ｌ－ｎ） １
ｎｖ（ｔ）

＋（ｌ＋ｍ＋ｎ）·

ｋｉ＋α

∑ｊ
ｋｊ＋α

－（ｌ＋ｎ） １
ｎｖ（ｔ）

ｋｉ＋α

∑ｊ
ｋｊ＋α

（６）

令ａ＝ ｌ＋ｍ＋ｎ
２ｌ＋２ｍ＋α

，当ｔ→∞时，可知

ｋｉ（ｔ）
ｔ

＝ａ
ｋｉ＋α
ｔ ＋ｌ－ｎｔ

将初值ｋｉ（ｔｉ） ＝ｍ代入上式，解得ｋｉ（ｔ）＝（ｍ＋

α） ｔ
ｔ( )
ｉ

ａ
－α，进而得

Ｐ（ｋｉ（ｔ）＜ｋ）＝Ｐｔｉ＞ｔ
ｋ＋α
ｍ＋( )α

－１( )ａ ＝
１－Ｐｔｉ≤ｔ

ｋ＋α
ｍ＋( )α

－１( )ａ （７）

由 （７）式可得

Ｐ（ｋ）＝
Ｐ（ｋｉ（ｔ）＜ｋ）

ｋ
＝

１
ａ

ｔ
ｔ＋ｍ( )

０

１
ｍ＋( )α（ｋ＋α）－γ

其中幂率指数 γ＝１ａ＋１＝
２ｌ＋２ｍ＋α
ｌ＋ｍ＋ｎ ＋１。对

（６）式求和，得到

∑ｎｉ（ｔ）ｋｉ（ｔ）ｔ ＝

７８



中山大学学报 （自然科学版） 第５６卷　

（ｌ－ｎ）＋（ｌ＋ｍ＋ｎ）－（ｌ＋ｎ） １
ｎｖ（ｔ）

（８）

当ｔ→∞时，１／ｎｖ（ｔ）→０，有∑ｎｉ（ｔ）ｋｉ（ｔ）ｔ ∝２ｌ＋
ｍ，结果是一个常数。
３２　梁洪振等模型

梁洪振等模型的演化算法［１４］：步骤１和步骤２
与ＢＡ－模型相同［３］，步骤３、删除ｃ条旧边：节点ｉ

依反择优概率ｐ－１（ｋｉ）＝
１－∏ｉ

ｎｖ（ｔ）－１
被选择。在方程

（２）中，取ｆ（ｔ）＝ｍ∏（ｋｉ，ｔ），ｇ（ｔ）＝０，ｈ（ｔ）
＝ ｎ∏（ｋｉ）×１＋∑

ｊ≠ｉ
∏（ｋｊ）∏（ｋｉ[ ]），ｚ（ｔ）

＝－ｃｐ－１（ｋｉ）×１＋∑
ｊ≠ｉ
ｐ－１（ｋｊ）∏（ｋｉ[ ]）以及φ（ｔ）

＝０，得到动态方程
ｋｉ（ｔ）
ｔ

＝ｍ∏（ｋｉ）＋
ｎ∏（ｋｉ）×１＋∑

ｊ≠ｉ
∏（ｋｊ）∏（ｋｉ[ ]）－

ｃｐ－１（ｋｉ）×１＋∑
ｊ≠ｉ
ｐ－１（ｋｊ）∏（ｋｉ[ ]） （９）

将初 ｋｉ（ｔｉ） ＝ｍ 代入上式，解得 ｋｉ（ｔ） ＝

ｍ ｔ
ｔ( )
ｉ

ａ
，进而得

Ｐ（ｋｉ（ｔ）＜ｋ）＝Ｐｔｉ＞ｔ
ｋ( )ｍ

－１( )ａ ＝
１－Ｐｔｉ≤ｔ

ｋ( )ｍ
－１( )ａ （１０）

由 （１０）式可得

Ｐ（ｋ）＝
Ｐ（ｋｉ（ｔ）＜ｋ）

ｋ
＝ｍ

γ

ａ
ｔ

ｔ＋ｍ( )
０
ｋ－γ

其中幂率指数γ＝１ａ＋１＝
２（ｍ＋ｎ－ｃ）
ｍ＋２ａ ＋１。对

（９）式求和，得到

∑ｎｉ（ｔ）ｋｉ（ｔ）ｔ ＝

∑ －２ｃｔ＋
ｍ＋２ｎ

２（ｍ＋ｎ－ｃ）ｔｋ[ ]ｉ ＝
ｍ＋２ｎ－２ｃ （１１）

和式 （１１）的结果是一个常数。
３３　贾秀丽等模型

贾秀丽等［１５］模型的演化算法：开始时 （ｔ＝
０）网络内至少有ｍ０＞１个少量孤立点，在此以后的
每一时刻都会发生如下操作：步骤１、生长择优：增
加一个新节点，新节点与网络中原有的ｍ（ｍ＜ｍ０）
个不同节点相连接，新节点与旧节点相连的概率为

∏ｉ
＝ｋｉ／Σｊｋｊ；步骤２、在原网络中随机的删除 ｃ个

旧节点：随机的删除原网络中的ｃ个节点，以及与这
ｃ个节点连接的边；步骤３、在原网络中增加 ｒ条新
边：新边的两个节点均以择优概率被选择；步骤４、
在原网络中删除ｎ条旧边：被删除的旧边的两个节

点均以反择优概率ｐ－１（ｋｉ）＝
１－∏ｉ

ｎｖ（ｔ）－１
来选择。依

据上述条件在方程 （２）中，取

ｆ（ｔ）＝ｍ∏（ｋｉ，ｔ），ｇ（ｔ）＝－ ｃｋｉ
ｎｖ（ｔ）

，

ｈ（ｔ）＝ｒ∏（ｋｉ）×１＋∑
ｊ≠ｉ
∏（ｋｊ）∏（ｋｉ[ ]），

ｚ（ｔ）＝－ｎｐ－１（ｋｉ）×１＋∑
ｊ≠ｉ
ｐ－１（ｋｊ）∏（ｋｉ[ ]）

以及φ（ｔ）＝０，易得网络动态演化满足下面的方
程

ｋｉ（ｔ）
ｔ

＝ｍ∏（ｋｉ）－ｃ ｋｉｎｖ（ｔ）＋
ｒ∏（ｋｉ）×１＋∑

ｊ≠ｉ
∏（ｋｊ）∏（ｋｉ[ ]）－

ｎｐ－１（ｋｉ）×１＋∑
ｊ≠ｉ
ｐ－１（ｋｊ）∏（ｋｉ[ ]） （１２）

（解释上式每一项的含义，第１项新节点加入到网
络中引起ｋｉ的变化，第２项是随机删除节点引起 ｋｉ
的变化，第３项是网络择优加边引起ｋｉ的变化（第一

部分：节点ｉ依择优概率∏（ｋｉ）被选作所加边的起
始节点时引起度发生变化；第二部分：节点ｉ依择优

概率∏（ｋｉ）被选作所加边的另一节点时引起度发
生变化），第４项是网络反择优删除边引起ｋｉ的变化
（第一部分：节点 ｉ依反择优概率 ｐ－１（ｋｉ）被选作所
删边的起始节点时引起度发生变化；第二部分：节点

ｉ依反择优概率ｐ－１（ｋｉ）被选作所删边的另一节点时
引起度发生变化））。在ｔ时刻节点的平均度为

ｋ（ｔ[ ]） ＝
２ｎｅ（ｔ）
ｎｖ（ｔ）

＝
２［ｍ－ｃｋ（ｔ[ ]）＋ｒ－ｎ］

１－ｃ

因此 ｋ（ｔ[ ]） ＝
２ｎｅ（ｔ）
ｎｖ（ｔ）

＝２（ｍ＋ｒ－ｎ）１＋ｃ ，把ｎｖ（ｔ）＝

（１－ｃ）ｔ（ｔ充分的大）和节点的平均度代入上式可
得

ｎｅ（ｔ）＝
２（ｍ＋ｒ－ｎ）（１－ｃ）

１＋ｃ ｔ

将ｎｖ（ｔ）、ｎｅ（ｔ）代入方程 （１２），得到一阶近似
微分方程

ｋｉ（ｔ）
ｔ

＝ ｍ＋２ｒ－ｃｍ＋２ｃｎ
２（ｍ＋ｒ－ｎ）（１－ｃ）

ｋｉ
ｔ－

２ｎ
１－ｃ

１
ｔ
（１３）

８８
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令ａ＝ ｍ＋２ｒ－ｃｍ＋２ｃｎ
２（ｍ＋ｒ－ｎ）（１－ｃ），ｂ＝－

２ｎ
１－ｃ，初始条件

为ｋｉ（ｔｉ） ＝ｍ，则有

ｋｉ（ｔ）＝ ｍ－ｂ( )ａ ｔ
ｔ( )
ｉ

ａ
－ａｂ

因此

Ｐ（ｋｉ（ｔ）＜ｋ）＝Ｐｔｉ＞ｔ
ｍ＋ｂ／ａ( )ｋ＋ｂ／ａ

－１( )ａ ＝
１－Ｐｔｉ≤ｔ

ｍ＋ｂ／ａ( )ｋ＋ｂ／ａ
－１( )ａ （１４）

所以节点的度分布：

Ｐ（ｋ）＝
Ｐ（ｋｉ（ｔ）＜ｋ）

ｋ
＝

１
ａ·

ｔ
ｍ＋ｔ·

（ｍ＋ｂ／ａ）
１
ａ

（ｋ＋ｂ／ａ）
１＋ａ
ａ

其中幂率指数

γ＝１ａ＋１＝
２（ｍ＋ｒ－ｎ）（１－ｃ）
ｍ＋２ｒ－ｃｍ＋２ｃｎ ＋１

对 （１２）式求和，得到

∑ｎｉ（ｔ）ｋｉ（ｔ）ｔ ＝∑ －２ｃｔ＋

∑ ｍ＋２ｒ
２（ｍ＋ｒ－ｎ）ｔｋｉ－ｃ∑

ｋｉ
ｎｖ（ｔ）

（１５）

当ｔ→∞时，

∑ｎｉ（ｔ）ｋｉ（ｔ）ｔ ＝

∑ －２ｃｔ＋∑
ｍ＋２ｒ

２（ｍ＋ｒ－ｎ）ｔｋｉ－ｃ∑
ｋｉ
ｎｖ（ｔ）

＝

ｍ＋２ｒ－２ｎ
我们得到一个结论：在网络动态演化的过程中，对

相应的动态方程 （２）求和后将等于一个常值 Ｍ，
并且Ｍ就等于每一时刻网络的动态变化值。

４　双优无标度网络模型
针对现实生活中确实存在幂律指数γ＞３的无

标度网络 （例如：ＳｅｘｕａｌＣｏｎｔａｃｔｓ网络的幂律指数
γ＝３４［１６］，本文建立一类网络模型，它不仅能很
好的说明该类无标度网络的存在性，而且还可以包

含经典的ＢＡ模型。基于构造ＢＡ模型的均匀增长、
优先连接算法，几乎当前所有的网络模型都认为新

节点的加入、新边的产生都完全地遵循优先连接，

旧节点的删除、旧边的删除都绝对地遵循反择优删

除。但是绝对的事实并非都完全成立，例如：在科

学家合作网络中，刚出道的年轻研究者往往渴望与

著名专家合作，进行科研 （只要有机会），但在随

机的情况下有时会与一位同样年轻的研究者进行合

作。这种现象在网络演化模型中可以解释为：刚进

入网络的新节点，在采用优先连接概率与已存在于

网络中的旧节点连边时，会随机的与节点度数不大

（甚至很小）的节点进行连边运算，但是连边的过

程中优先连接概率起主要的支配作用。同样的道

理，在删除旧边的过程中，并不是所有被删除的边

都采用反择优概率，偶尔也会出现随机删边的现

象，但反择优概率在删边运算中起决定作用［１７－２０］。

鉴于此种现象的确存在，本文提出了优选优先

连接概率与优选反择优删除概率。如下：

①优选优先连接概率

∏１
＝α∏１１

＋（１－α）∏１２

其中∏１１
表示优先连接概率，∏１２

表示随机连接

概率，参数α（１／２≤α≤１）意指“优选”，即在概率

∏１
中，∏１１

起支配作用。

②优选反择优删除概率

∏２
＝（１－β）∏２１

＋β∏２２

其中∏２１
表示反择优概率，∏２２

表示随机删除概

率，参数 β（０≤ β≤１／２）意指“优选”，即在概率

∏２
中，∏２１

起支配作用。

按照上面的优选优先连接概率与优选反择优删

除概率，本文构造了如下的双优无标度网络模型

Ｎ（ｔ）：初始网络Ｎ（０）是具有 ｍ０个节点、ｎ０条边的
简单连通图。从ｔ＞１时刻起，网络模型将执行以下
两个操作进行演化。

１）优选优先连接（１／２≤α≤１）：ｔ时刻有ａ个
节点加入网络Ｎ（ｔ－１）中，每个新节点分别采用优

选优先连接概率∏１
与已存在于网络模型中的ｍ个

不同节点连边。度数为ｋｉ的旧节点获得与新节点连
边的概率满足如下关系：

∏１
＝α∏１１

＋（１－α）∏１２
＝

α
ｋｉ
∑ｊ
ｋｊ
＋ １－α
｜Ｖ（ｔ－１）｜

　　２）优选反择优删除 （０≤β≤１／２）：ｔ时刻有
ｂ条边从网络Ｎ（ｔ－１）中分别采用优选反择优概

率∏２
被删除。每条被删除边的一个节点随机选

取，选择另一个节点时按优选反择优概率

∏２
＝（１－β）∏２１

＋β∏２２
＝

１－β
｜Ｖ（ｔ－１）｜

１－
ｋｉ
∑ｊ
ｋ( )
ｊ

＋
βｋｉ

２｜Ｅ（ｔ－１）｜

经历这样的ｔ次演化后，网络模型Ｎ（ｔ）具有 ｍ０

９８
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＋ａｔ个节点和ｎ０ ＋（ａｍ－ｂ）ｔ条边。显然当参数
ａ＝１，ｂ＝０，α＝１，β＝０时，该网络模型就退化
成ＢＡ－模型。

假设ｋｉ是连续实变量，根据模型的演化机理，
在方程 （２）中，取加点函数

ｆ（ｔ）＝ａｍ∏１
＝ａｍ α

ｋｉ
∑ｊ
ｋｊ
＋１－αｍ０( )＋ａｔ

删边函数

ｚ（ｔ）＝ ｂ
ｎ０＋ａｍｔ－ｂｔ

＋ｂ∏２
＝

ｂ
ｎ０＋ａｍｔ－ｂｔ

＋ｂ （１－β）ｍ０＋ａｔ－１
１－

ｋｉ
∑ｊ
ｋ( )
ｊ

＋

ｂβｋｉ
２（ｎ０＋ａｍｔ－ｂｔ）

删边函数ｚ（ｔ）中的第１项ｂ／｛ｎ０＋ａｍｔ－ｂｔ｝表示
节点ｉ被随机选中作为起始节点时引起度的变化，

第２项ｂ∏２
表示节点ｉ被采用优选反择优删除概率

选中作为另一节点时引起度的变化，ｇ（ｔ） ＝
ｈ（ｔ）＝φ（ｔ）＝０。则有如下动态方程：

ｋｉ（ｔ）
ｔ

＝ａｍα
ｋｉ
∑ｊ
ｋｊ
＋ａｍ（１－α）ｍ０＋ａｔ

－

ｂ
ｎ０＋ａｍｔ－ｂｔ

－
ｂβｋｉ

２（ｎ０＋ａｍｔ－ｂｔ）
－

ｂ１－ １
ｍ０

( )＋ａｔ
１－β

ｍ０＋ａｔ－１
１－

ｋｉ
∑ｊ
ｋ( )
ｊ

（１６）

进一步可得：

ｋｉ（ｔ）
ｔ

＝
（ａｍα－ｂβ）ｋｉ－２ｂ
２（ｎ０＋ａｍｔ－ｂｔ）

＋ａｍ（１－α）ｍ０＋ａｔ
－

ｂ（１－β）
ｍ０＋ａｔ

１－
ｋｉ

２（ｎ０＋ａｍｔ－ｂｔ
[ ]

）
＝

ａｍα－ｂβ
２（ｎ０＋ａｍｔ－ｂｔ）

＋ ｂ（１－β）
２（ｍ０＋ａｔ）（ｎ０＋ａｍｔ－ｂｔ

[ ]）ｋｉ＋
ａｍ（１－α）
ｍ０＋ａｔ

－ ｂ
ｎ０＋ａｍｔ－ｂｔ

－ｂ（１－β）ｍ０
[ ]＋ａｔ

＝

Ｍ（ｔ）ｋｉ＋Ｒ（ｔ）
在初始条件ｋｉ（ｔｉ）＝ｍ下，上述一阶微分方程的通
解为：

ｋｉ（ｔ）＝ｍＡ（ｔ）（
ｔ
ｔｉ
）ｈ／ｌ，

Ａ（ｔ）＝Ｏｅｘｐ－１( )( )ｔ （１７）

其中ｈ＝ａｍα－ｂβ，ｌ＝２（ａｍ－ｂ）。网络中任
选一个节点度数为ｋｉ（ｔ）且不超过 ｋ的概率可以
被写成如下：

Ｐ（ｋｉ（ｔ）＜ｋ）＝Ｐｔｉ＞ｔ
ｍＡ（ｔ）( )ｋ( )ｌ／ｈ

（１８）

假设插入 “新”节点到网络中的时间ｔ服从均匀分
布，即Ｐ（ｔｉ）＝１／（ｍ０＋ｔ），便可得到节点的度分
布函数

Ｐ（ｋ）＝
Ｐ（ｋｉ（ｔ）＜ｋ）

ｋ
＝
ｌｍＡ（ｔ( )）ｌ／ｈｔ
ｈ（ｍ０＋ｔ）

·
１
ｋｌ／ｈ＋１

（１９）
当ｔ充分大时，

Ｐ（ｋ）≈
ｌｍＡ（ｔ( )）ｌ／ｈ

ｈ ·
１
ｋｌ／ｈ＋１

网络度分布服从幂率分布，且幂率指数

γ＝ｌ／ｈ＋１＝１＋２（ａｍ－ｂ）ａｍα－ｂβ
　　现对该双优无标度网络模型的幂律指数 γ＝
ｌ／ｈ＋１进行分析。当α＝１／２，β＝１／２时，γ＝ｌ／ｈ
＋１＝４；当α＝１，β＝０时，γ＝ｌ／ｈ＋１＜３；当α＝
２／３，β＝１／３时，γ＝ｌ／ｈ＋１＝３。所以幂律指数γ的
范围为

１＜１＋２（ａｍ－ｂ）ａｍα－ｂβ
＝γ≤４

对 （１６）式进行求和计算得

∑ｎｉ（ｔ）ｋｉ（ｔ）ｔ ＝∑ （ａｍα－ｂβ）ｋｉ－２ｂ
２（ｎ０＋ａｍｔ－ｂｔ）

[ ＋

ａｍ（１－α）
ｍ０＋ａｔ

－
ｂ１－β１－

ｋｉ
２（ｎ０＋ａｍｔ－ｂｔ

( )( )）
ｍ０＋ａｔ－



１

（２０）
当ｔ充分大时，（２０）式的左端趋近于常数

ｍ［ａα＋（１－α）］－ｂβ＋ １
ａｍ－ｂ＋（１－β[ ]）

５　总结及问题
本文提出了一种新的择优连接规则，开始尝试

用纯数学方法 （动力系统 ＋偏微分方程）来解释
网络演化的动态特征，通过对几类特殊动态网络演

化模型的理论分析，进一步的说明用偏微分方程去

刻画这一动力系统的必要性和重要性。然后依据本

文中的分析建立了一类新的网络模型，不仅讨论了

它的无标度特性，同时也验证了新发现———对动态

方程 （２）求和后值将是一个常数。作为今后的研
究，提出下面的问题：

问题１　如何优化网络？前期对择优率 （增

长）的大量研究都局限于线性结构，是否生活中

的网络都是线性择优增长的？为此，本文分析了一

类简单的非线性择优增长率

０９



　第 １期 马飞等：双优无标度网络模型

∏ｉ
＝
ｋαｉ
∑ｊ
ｋαｊ

（２１）

很显然，当 （２１）式中的参数α＝１时，便是“经典
的线性择优增长率”；当（２１）式中的参数α＜１时，
网络中“小”节点（度数相对小）获得新边的概率就

会有增加，特殊情形下，有ｌｉｍ
α→０
∏ｉ

＝１Ｎ，网络中所有

节点获得新边的概率是均等的，这便是“绝对的公

平”；当（２１）式中的参数α＞１时，网络中“大”节点
（度数相对大）获得新边的概率就会有增加，特殊情

形下，当参数 α→ ∞ 时，网络中仅有度特别大的节
点获得所有的新边，度小的节点基本上不可能获得

新边。那么，参数α应该在０到１之间，但ε＜α＜１
中下确界ε是多少？不妨称它为“社会贫富稳态系
数”，它可能会成为优化社会系统的一个重要参数。

问题 ２　从不同的考察角度和侧重点，研究者
们建立的各种模型都是基于方程（２）中概率参数
ｐｉ（ｔ）＝１（ｉ＝１，２，３，４），在这种极为特殊的情形
下，问题的讨论将变得具体、可操作，但现实生活中

网络的演化是相当复杂的，每一时刻进入网络的节

点数目、从网络中“湮没”的节点数目、网络中删除

“旧”边的数目、网络中重新连接边的数目等都是变

化的，所以有必要研究方程（２）中诸概率参数ｐｉ（ｔ）
＝１（ｉ＝１，２，３，４）不是定值的网络演化情形。
问题３　“任何两个陌生人至多通过６个人便可

以相识”，这便是社会学研究中的六度分离定理（ｔｈｅ
ｓｉｘｄｅｇｒｅｅｓｏｆｓｅｐａｒａｔｉｏｎ）。网络是由若干个节点及
他们之间的相互关系织成的一张“大网”，节点越

多、关系越复杂形成的网络结构就越庞杂，节点的

“复杂性”影响网络的结构，反过来，整个网络的高

效运行也会通过反馈作用影响节点。基于这样的事

实，我们可以设立一个函数 Ψ（ｋｉ）来表示节点 ｉ对
网络的影响作用。简单地说，在一个运行良好的网络

中，如果删除节点ｉ给网络中其他节点ｊ产生了某种
程度的“障碍”作用，那我们就说节点ｊ被节点ｉ影响
了，反过来，节点ｊ也可以影响节点ｉ。一个显然的事
实就是，节点ｊ与节点ｉ之间的相互影响程度并不是
等价的，比如：一个大公司和与之有贸易往来的一个

小企业，如果这个大公司的经济政策发生了改变，将

会在很大程度上影响到这家小企业的切身利益（商

业运行模式），但是如果这家小企业发生了经济紧

缩，对该大公司的利益影响相对要小。在一个网络

中，一般而言距离越近的节点间的相互作用明显要

高于距离远的之间的相互作用，鉴于此，我们把节点

ｉ对节点ｊ的影响定义为ωｒｉ→ｊ（ｒ表示节点ｉ与节点ｊ间

的距离），也称节点 ｉ对节点 ｊ的影响系数，ωｒｉ→ｊ＝
ｋｉ－ｋｊ
ｋｒｊ

（ｋｒｊ表示节点ｊ度数的ｒ次方）。那么，就可以

定义节点 ｉ对整个网络的影响力为节点 ｉ对所有节
点产生影响的影响系数之和

Ψ（ｋｉ）＝∑
０＜ｒ≤６
ωｒｉ→ｊ＝∑

０＜ｒ≤６

｜ｋｉ－ｋｊ｜
ｋｒｊ

　　注意根据六度分离定理，忽略与节点ｉ距离超
过６的节点的影响系数，那么就可以定义关于节点
ｉ的择优概率为

∏ｉ
＝
Ψ（ｋｉ）

∑ｊ
Ψ（ｋｊ）

（２２）

特殊情形下∏ｉ
＝
ω１ｉ→ｊ
∑ｓ
ω１ｓ→ｔ
。在网络演化过程中往

往产生加边与删边，目前的研究者往往采用 “同

一”的标准，为了更符合人们的惯性思维，根据

本文对一个节点影响度的定义，便可以定义 ｒ距离
中的最强影响引子与最弱影响引子。我们称节点 ｊ
为节点ｉ的ｒ距离最强影响引子，如果ωｒｉ→ｊ≥ω

ｒ
ｉ→ｌγ

ｌ，ｄｉｊ＝ｄｉｌ＝ｒ，ｄｉｊ表示节点ｉ与ｊ之间的距离）；
节点ｕ为节点ｉ的ｒ距离最弱影响引子，如果 ωｒｉ→ｕ
≤ωｒｉ→ｌγｌ，ｄｉｕ＝ｄｉｌ＝ｒ，ｄｉｊ表示节点ｉ与ｊ之间的
距离）。当网络中旧的边要被删除时，旧边的一个

节点可以随机选择，完美的情形下另一个节点应该

是１距离中的最弱影响引子，一般情形下另一个节
点可按１距离中的反择优概率

Ｐ（ｊ）＝
ω１ｉ→ｊ

∑ｕ∈ｉ
ω１ｉ→ｕ

选取，式中ｉ表示与节点ｉ之间距离为１的节点构
成的集合（也称节点ｉ的１－邻居集）。如果网络中已
存节点间要有新边产生时，新边的一个节点可以随

机选择，完美的情形下另一个节点应该是ｒ（１＜ｒ≤
６）距离中的最强影响引子，一般情形下另一个节点
可按ｒ（１＜ｒ≤６）距离中的择优概率

Ｐ（ｊ）＝
ωｒｉ→ｊ

∑ｕ∈６ｉ
ωｒｉ→ｕ

选取，式中６ｉ表示与节点ｉ之间距离为ｄ（１＜ｄ≤
６）的节点构成的集合（也称节点ｉ的ｄ－邻居集）。
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