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一类 ＳＤ振子的周期函数的单调性问题

曾求海，吴奎霖
（贵州大学数学系，贵州 贵阳 ５５００２５）

摘　要：ＳＤ振子是一类既含有光滑又含有非连续的非线性模型，这类模型在物理学上有广泛的应用。研究一
类ＳＤ振子的周期轨道的周期的单调性问题。证明了该类ＳＤ振子的周期都是单调的。
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　　平面微分系统的一个奇点 Ｅ称为一个中心，
如果 Ｅ的一个邻域全由围绕 Ｅ的周期轨道组成。
这样最大的邻域称为中心 Ｅ的周期环域，通常记
为Ｐ。对一般的可积微分系统

ｘ′＝Ｘ（ｘ．ｙ），
ｙ′＝Ｙ（ｘ，ｙ{

）
（１）

不妨设原点 Ｏ（０，０）是系统 （１）的一个中心，设
Ｈ（ｘ，ｙ）是其首次积分。围绕 Ｏ（０，０）的周期环域

记为Ｐ：＝｛γｈ：Ｈ（ｘ，ｙ）＝ｈ，ｈ∈∑｝，其中∑ 为

ｈ的极大值区间，使得轨道γｈ：Ｈ（ｘ，ｙ）＝ｈ是系统
（１）的周期轨道。则周期轨道γｈ的周期为

Ｔ（ｈ）：＝∮
γｈ

ｄｔ＝∮
γｈ

ｄｘ
Ｘ（ｘ，ｙ）＝∮

γｈ

ｄｙ
Ｙ（ｘ，ｙ） （２）

称函数Ｔ（ｈ）为系统 （１）的周期函数。周期函数
Ｔ（ｈ）的极值点称为系统 （１）的临界周期。称中
心Ｏ（０，０）是等时中心如果周期函数 Ｔ（ｈ）是一个
常数，ｉｅＴ′（ｈ）≡０。周期函数的单调性问题在庞

加莱分支理论［１］、Ｎｅｕｍａｎｎ问题［２］、同异宿分支

理论有重要的应用［３］。文献 ［４－５］研究了二次

多项式系统周期函数的单调性。另外文献 ［６－８］

分别研究了多项式系统周期函数的临界周期的个数

问题。

１　ＳＤ振子
ＳＤ振子 （ＳｍｏｏｔｈａｎｄＤｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ）

是物理上一种比较常见的现象。该文讨论下面这个

ＳＤ振子周期轨道的周期单调性问题

ｍＸ″＋２ｋＸ１－ Ｌ
Ｘ２＋Ｙ槡

( )２ ＝０ （３）

其中Ｌ表示均势长度，Ｘ表示位移，２ｌ表示刚性支

撑见的长度，详情请参考文献 ［９］。令
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ｌ
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则系统 （３）可变为

ｘ″＋ｘ１－ １
ｘ２＋ａ槡

( )２ ＝０ （４）

这个系统是一个非多项式系统。当ａ＞０时，系统
（４）是一个光滑微分系统。当 ａ＝０时，系统
（４）变为下面这个非连续微分系统：

ｘ″＋（ｘ－ｓｇｎ（ｘ））＝０ （５）
令ｙ＝－ｘ′，则系统 （４）可化为下面的微分方程组

ｘ′＝－ｙ，

ｙ′＝ｘ－ ｘ
ｘ２＋ａ槡

{
２

（６）

当ａ＝０时，系统 （６）有两个奇点：中心 Ｐ１ ＝
（－１，０）和中心Ｐ２＝（１，０）；当０＜ａ＜１时，系
统 （６）有三个奇点：鞍点 Ｏ（０，０），中心 Ｐ１（－

１－ａ槡
２，０），中心Ｐ２（ １－ａ槡

２，０）；当 ａ≥１时，
系统 （６）只有唯一的奇点：中心Ｏ（０，０）．田等人
［１０］研究了系统 （６）当ａ＝１时的余维二分岔。
这里研究了系统 （６）的周期环域所对应的周期函
数单调性问题，主要结论是下面的定理。

定理１　系统 （６）的所有周期环域所对应的
周期函数都是单调的。

２　主要结论的证明
根据ａ的取值，定理１的证明分三种情形给予

证明：ａ＝０，０＜ａ＜１，ａ≥１。
引理１　当 ａ＝０时，系统 （６）的的中心都

是等时中心。

证明　当ａ＝０时，系统 （６）的首次积分为
Ｈ（ｘ，ｙ）＝ｘ２＋ｙ２－２ｘ

系统 （６）围绕中心Ｐｉ＝（０，０）的周期环域记为
Ρｉ：＝｛γｈ：Ｈ（ｘ，ｙ）＝ｈ，ｈ∈（－１，０）｝，ｉ＝１，２
这两个周期环域关于ｙ－轴对称，因此它们对应的
周期函数有相同的性质。只需考虑当ｘ＜０时，中
心Ｐ１ ＝（－１，０）对应的周期函数为：

Ｔ（ｈ）：＝∮
γｈ

ｄｔ＝－ ∮
Ｈ（ｘ，ｙ）＝ｈ

ｄｘ
ｙ＝２π （７）

因此系统 （６）的中心Ｐｉ＝（±１，０），（ｉ＝１，２）是
等时中心。

基于文献 ［１１］的思想，文献 ［１２］研究了
下面可逆微分系统周期函数的单调性问题并给出了

一个周期函数的判别方法。

ｘ′＝－Ｕ（ｘ）ｙ，
ｙ′＝ｆ（ｘ，ｙ２{

）
（８）

系统 （８）有如此形式的首次积分
Ｈ（ｘ，ｙ）＝Ｂ（ｘ）ｙ２＋Ｃ（ｘ）

我们将借助文献 ［１２］的判别方法来研究系统
（６）的周期函数的单调性问题。为了方便，我们
给出文献 ［１２］的判别方法。

引理２　假设原点是系统 （８）的非退化中心，
Ｃ（０）＝０，Ｕ（０）＞０，Ｂ（ｘ）＞０。记（ｘＩ，ｘＳ）为原点
所对应周期环域Ｐ在ｘ－轴上的投影，即
（ｘＩ，ｘＳ）＝｛ｘ∈Ｒ ｙ∈Ｒ，ｓ．ｔ．（ｘ，ｙ）∈Ｐ｝

定义函数

μ（ｘ）＝ １
１Ｂ（ｘ槡 ）（Ｕ（ｘ）Ｃ′（ｘ））２

·

［（Ｂ（ｘ）Ｃ（ｘ））′Ｕ（ｘ）Ｃ′（ｘ）－
２Ｂ（ｘ）Ｃ（ｘ）（Ｕ（ｘ）Ｃ′（ｘ））］

和

Ｓσ（μ）（ｘ）＝
μ（ｘ）
Ｃ′（ｘ）－

μ（σ（ｘ））
Ｃ′σ（σ（ｘ））

其中σ（ｘ）是一个解析对何函数满足
Ｃ（ｘ）＝Ｃ（σ（ｘ））， ｘ∈（ｘＩ，ｘＳ）

如果Ｓσ（μ）（ｘ）＞０（或 ＜０）对任意ｘ∈（０，ｘＳ）或
ｘ∈（ｘＩ，０），则原点所对应的周期函数是单调的。

下面借助引理２来研究０＜ａ＜１，ａ≥１这两
种情形。

引理３　当０＜ａ＜１时，系统 （６）的中心所
对应的周期函数都是单调的。

证明　当０＜ａ＜１时，系统 （６）有两个中
心Ｐ１和Ｐ２，且首次积分为

Ｈ（ｘ，ｙ）＝ｙ２＋（ ａ２＋ｘ槡
２－１）２

同上情形一样，只需考虑ｘ＜０的情况。为了把系

统 （６）的中心Ｐ１（－ １－ａ槡
２，０）平移到原点，作

变换Ｘ＝ｘ＋ １－ａ槡
２。中心Ｐ１（－ １－ａ槡

２，０）对应
的周期函数为

Ｔ（ｈ）：＝∮
γｈ

ｄｔ＝－ ∮
Ｈ（ｘ，ｙ）＝ｈ

ｄｘ
ｙ＝－ ∮

Ｈ（Ｘ，ｙ）＝ｈ

ｄＸ
ｙ（９）

其中Ｈ（Ｘ，ｙ）＝ｙ２＋Ｃ（Ｘ），ｈ∈（０，（１－ａ）２），且

Ｃ（Ｘ）＝（ ａ２＋（Ｘ－ １－ａ槡
２）槡
２－１）２

显然Ｃ（０）＝０。原点所对应周期环域Ｐ在Ｘ－轴上
的投影为

（ＸＩ，ＸＳ）＝（－∞， １－ａ槡
２）

根据引理２，用Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ直接计算得到
μ（ｘ）
Ｃ′（Ｘ）＝

ａ２

２（Ｘ－ １－ａ槡
２）３

４９
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进而有

μ（Ｘ）
Ｃ′（Ｘ( )）′Ｘ ＝

３ａ２

２（Ｘ－ １－ａ槡
２）４
＞０

因此
μ（Ｘ）
Ｃ′（Ｘ）在区间（ＸＩ，ＸＳ）＝（－∞， １－ａ槡

２）是

单调的。从而可知：对任意

Ｘ∈（０， １－ａ槡
２）， （σ（Ｘ）∈（－∞，０））

有

Ｓσ（μ）（Ｘ）＝
μ（Ｘ）
Ｃ′（Ｘ）－

μ（σ（Ｘ））
Ｃ′σ（σ（Ｘ））

＞０

由引理２可知，周期函数 （９）是单调的。
引理４　当ａ≥１时，系统 （６）的中心Ｏ（０，

０）所对应的周期函数是单调的。
证明　当ａ≥１时，系统 （６）只有一个中心

Ｏ（０，０），且首次积分为Ｈ（ｘ，ｙ）＝ｙ２＋Ｃ（ｘ），其中

Ｃ（ｘ）＝ｘ２－２ ｘ２＋ａ槡
２＋２ａ

中心Ｏ（０，０）所对应的周期环域
Ｐ：＝｛γｈ：Ｈ（ｘ，ｙ）＝ｈ，ｈ∈（０，＋∞）｝

周期环域Ｐ在ｘ－轴下的投影为（ｘＩ，ｘＳ）＝（－∞，
＋∞）。中心Ｏ（０，０）对应的周期函数为

Ｔ（ｈ）：＝∮
γｈ

ｄｔ＝－ ∮
Ｈ（ｘ，ｙ）＝ｈ

ｄｘ
ｙ （１０）

根据引理２，用Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ直接计算得到
μ（ｘ）
Ｃ′（ｘ）＝

１
２ｘ３（－１＋ ｘ２＋ａ槡

２）３
［－２ａ３（１＋ａ）－

３ｘ２（ａ２＋ ｘ２＋ａ槡
２）＋２（１＋ａ）（ａ２＋ｘ２）

３
２］

注意当ａ≥１时，系统 （６）关于ｘ－轴、ｙ－轴都
对称。此时对合函数σ（ｘ）＝－ｘ，

Ｓσ（μ）（ｘ）＝
２μ（ｘ）
Ｃ′（ｘ）

　　下面证明 μ（Ｘ）
Ｃ′（Ｘ）在区间 （－∞，０）（或（０，＋

∞））上定号即可。令

ｘ２＋ａ槡
２ ＝ｔ， ｔ∈（ａ，＋∞）

则

μ（ｘ）
Ｃ′（ｘ）＝

（ａ－ｔ）２（－２ａ＋ａ２＋（２ａ－１）ｔ）
２（ｔ－１）３（ｔ２－ａ２）

３
２

＞０

由引理２可知，周期函数 （１０）是单调的。
定理 １的证明 由引理 １、引理 ３、引理 ４可

知，系统 （６）的所有周期环域所对应的周期函数
都是单调的。
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