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一类具有交叉扩散的捕食 －食饵模型的共存性

王晶晶，贾云锋
（陕西师范大学数学与信息科学学院，陕西 西安 ７１００６２）

摘　要：讨论了一类新型的具有交叉扩散项的捕食－食饵模型非常数正解的存在性。首先，给出了正解的先验
估计；其次，利用度理论得到非常数正解的存在性。结果表明：对于给定的交叉扩散系数，当捕食者与食饵的

增长率控制在一定范围内时，两物种可以共存。
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　　在经典的反应扩散系统中，种群的扩散行为仅
与种群自身的随机移动有关，即扩散行为仅依赖于

种群的自我扩散。事实上，在实际的生态系统中，

种群的扩散过程还依赖于种群间的相互渗透，也就

是依赖于种群间的交叉扩散行为。带有交叉扩散项

的捕食模型能更加准确地反映捕食者和食饵之间的

相互关系［１－３］。近年来，带有交叉扩散项的捕食模

型受到了人们的关注。例如，文献 ［４］研究了三
种群的交叉扩散捕食模型，证明了交叉扩散能够导

致系统产生空间斑图；文献 ［５－７］研究了带有
交叉扩散项的捕食模型正常数解的稳定性；文献

［８－１１］研究了带有交叉扩散项的捕食模型非常
数正解的不存在与存在性。

在一些带有 Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件的捕食模型中，
如果只考虑含一个交叉扩散项的情形，那么模型在

一定条件下不会产生非常数正解。例如，文献

［９］中讨论了含一个交叉扩散项的捕食模型，证明
了在一定条件下模型没有非常数正解。但是，如果

考虑两个交叉扩散项，那么情形就不同了，在同样

的条件下模型可能产生非常数正解。同时，从生态

学实际来看，当捕食者进行捕食时，食饵会向着远

离捕食者的方向移动以免被捕食，这就需要再引入

一个交叉扩散项来模拟更加符合实际现象的捕食－
食饵关系。基于这些考虑，本文引入如下含两个交

叉扩散项的捕食模型

 收稿日期：２０１７－０４－０２
基金项目：国家自然科学基金 （６１６７２０２１）；陕西师范大学中央高校基本科研业务费专项基金 （ＧＫ２０１７０１００１）
作者简介：王晶晶 （１９９３年生），女；研究方向：偏微分方程理论及应用；Ｅｍａｉｌ：ｗ７８５４１３＠ｓｎｎｕｅｄｕｃｎ
通信作者：贾云锋 （１９７２年生），男；研究方向：偏微分方程理论及应用；Ｅｍａｉｌ：ｊｉａｙｆ＠ｓｎｎｕｅｄｕｃｎ



中山大学学报 （自然科学版） 第５６卷　

－ｄ１Δ［（１＋ｄ３ｖ）ｕ］＝ａｕ－ｕ
２－
ｍ１ｕｖ
ｕ＋ｖ，　ｘ∈Ω，

－ｄ２Δ［（１＋ｄ４ｕ）ｖ］＝ｂｖ－ｖ
２＋
ｍ２ｕｖ
ｕ＋ｖ，　ｘ∈Ω，

　ｄｕｄν
＝ｄｖｄν

＝０，　ｘ∈











 Ω

（１）
其中Ω为Ｒｎ（ｎ≥１）中具有光滑边界Ω的有界开
区域，ν为边界Ω上的单位外法向量；ｕ，ｖ分别表
示食饵和捕食者的种群密度；ａ，ｂ分别为 ｕ，ｖ的
固有增长率；ｍ１为 ｖ的捕食率，ｍ２为 ｖ的转化率；
边界条件表示 ｕ和 ｖ生活在同一个封闭的环境内；
ｄｉ＞０（ｉ＝１，２）表示ｕ和ｖ的自我扩散系数；ｄ１ｄ３
和ｄ２ｄ４为交叉扩散系数，其中ｄ３，ｄ４ ＞０，
－ｄ１Δ［（１＋ｄ３ｖ）ｕ］＝－ｄｉｖ｛（ｄ１ｕ＋ｄ１ｄ３ｕｖ）｝，
－ｄ２Δ［（１＋ｄ４ｕ）ｖ］＝－ｄｉｖ｛（ｄ２ｖ＋ｄ２ｄ４ｕｖ）｝，
－（ｄ１ｕ＋ｄ１ｄ３ｕｖ）＝－ｄ１ｄ３ｕｖ－（ｄ１＋ｄ１ｄ３ｖ）ｕ，
－（ｄ２ｖ＋ｄ２ｄ４ｕｖ）＝－ｄ２ｄ４ｖｕ－（ｄ２＋ｄ２ｄ４ｕ）ｖ
当ｄ３ ＞０时，－ｄ１ｄ３ｕｖ反应了食饵逃离捕食者，
即食饵向着捕食者密度小的方向移动。当 ｄ４ ＞０
时，－ｄ２ｄ４ｖｕ反应了食饵形成一个团结互助、共
同抵御捕食者的群体。在现实生态环境中，捕食与

自我防御行为是经常发生的。

本文主要研究模型 （１）的共存性。首先，给
出正解的先验估计；其次，利用拓扑度理论得到非

常数正解的存在性。需要说明的是，本文中给出的

非常数正解的存在性条件 （见定理３）恰好为文献
［９］中给出的非常数正解的不存在性条件。之所
以会出现这样的情形，正是因为我们在文献 ［９］
模型的基础上引入了一个新的交叉扩散项。

文献 ［９］中研究了相应于模型 （１）中
ｄ３ ＝０情形。由文献 ［９］知，当ａ＞ｍ１时，模型
（１）有唯一正常数解 珘ｗ＝（珘ｕ，珓ｖ），其中

珘ｕ＝
ｍ１ａ＋２ｍ２ａ－ｍ１ｂ－２ｍ１ｍ２＋ｍ１ Δ槡 １

２（ｍ１＋ｍ２）
，

珓ｖ＝
２ｍ１ｂ＋ｍ２ｂ－ｍ２ａ＋２ｍ１ｍ２＋ｍ２ Δ槡 １

２（ｍ１＋ｍ２）
，

Δ１（ａ＋ｂ）
２＋４ａｍ２－４ｍ１ｂ－４ｍ１ｍ２

在本文中，将沿用文献 ［９］中的记号：

ａ２（ｂ）－ｂ＋
　
　
－ｍ２（７ｍ１＋ｍ２）＋（３ｍ１＋ｍ２[ ）

８ｍ１ｂ＋８ｍ１ｍ２＋ｍ槡
２
２ ]　　 ／４ｍ１

１　解的先验估计
本节主要给出模型 （１）的非常数正解的上界

和下界。为了方便，记Λ＝Λ（ａ，ｂ，ｍ１，ｍ２）。
定理１　存在正常数Ｃ＝Ｃ（Λ，Ｄ１，Ｄ２，ｄ３，ｄ４），

珔Ｃ＝珔Ｃ（Λ，ｄ３，ｄ４），使得当ｄ１≥Ｄ１，ｄ２≥Ｄ２时，问
题 （１）的解 （ｕ，ｖ）满足 ｍａｘ

珚Ω
｛ｕ（ｘ），ｖ（ｘ）｝＜珔Ｃ，

ｍｉｎ
珚Ω
ｖ（ｘ）＞Ｃ，且当ａ≠ｍ１时，ｍｉｎ珚Ω ｕ（ｘ）＞Ｃ，

其中Ｄ１，Ｄ２为给定的正常数。
证明　先证存在正常数 珔Ｃ（Λ，ｄ３，ｄ４），使得

ｍａｘ
珚Ω
｛ｕ（ｘ），ｖ（ｘ）｝＜珔Ｃ。令φ＝（１＋ｄ３ｖ）ｕ，ψ＝（１

＋ｄ４ｕ）ｖ，则模型 （１）化为

－ｄ１Δφ＝ａｕ－ｕ
２－
ｍ１ｕｖ
ｕ＋ｖ，ｘ∈Ω，

－ｄ２Δψ＝ｂｖ－ｖ
２＋
ｍ２ｕｖ
ｕ＋ｖ，ｘ∈Ω，

ｄφ
ｄν
＝ｄψｄν

＝０，ｘ∈











 Ω

（２）

假设ｘ０∈珚Ω满足φ（ｘ０）＝ｍａｘ珚Ω φ（ｘ），则由最大值原

理［１２］及模型 （２）的第一个方程可得

ｕ（ｘ０）≤ａ，ｖ（ｘ０）≤
ａ２

（ｍ１－ａ）
Ｍ

因此，

ｍａｘ
珚Ω
ｕ（ｘ）≤ｍａｘ

珚Ω
φ（ｘ）＝

［１＋ｄ３ｖ（ｘ０）］ｕ（ｘ０）≤（１＋ｄ３Ｍ）ａＣ１
类似地，存在正常数 Ｃ２ ＝Ｃ２（Λ，ｄ３，ｄ４），使得
ｍａｘ
珚Ω
ｖ（ｘ）≤Ｃ２。取 珔Ｃ（Λ，ｄ３，ｄ４）＝ｍａｘ｛Ｃ１，Ｃ２｝，则

有ｍａｘ
珚Ω
｛ｕ（ｘ），ｖ（ｘ）｝＜珔Ｃ。

下证存在正常数 Ｃ（Λ，Ｄ１，Ｄ２，ｄ３，ｄ４），使得
ｍｉｎ
珚Ω
ｖ（ｘ）＞Ｃ，且当ａ≠ｍ１时，ｍｉｎ珚Ω ｕ（ｘ）＞Ｃ。

首先证存在Ｃ ＝Ｃ（ｎ，Ω，Λ，Ｄ１，Ｄ２，ｄ３，ｄ４），
使得

ｍａｘ
珚Ω
ｕ（ｘ）≤Ｃ ｍｉｎ

珚Ω
ｕ（ｘ），

ｍａｘ
珚Ω
ｖ（ｘ）≤Ｃ ｍｉｎ

珚Ω
ｖ（ｘ） （３）

由模型 （２）和 φ＝（１＋ｄ３ｖ）ｕ，ψ＝（１＋ｄ４ｕ）ｖ
知，问题 （１）也可化为

－Δφ＝
ａ－ｕ－

ｍ１ｖ
（ｕ＋ｖ）

ｄ１（１＋ｄ３ｖ）
φ，　ｘ∈Ω，

－Δψ＝
ｂ－ｖ＋

ｍ２ｕ
（ｕ＋ｖ）

ｄ２（１＋ｄ４ｕ）
ψ，　ｘ∈Ω，

　ｄφｄν
＝ｄψｄν

＝０，　　ｘ∈













 Ω

（４）

由上面讨论知 ｕ∞≤珔Ｃ， ｖ∞≤珔Ｃ，则ｄ１≥Ｄ１时，
有

６５
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ａ－ｕ－
ｍ１ｖ
（ｕ＋ｖ）

ｄ１（１＋ｄ３ｖ） ∞

≤
（ａ＋珔Ｃ＋ｍ１）

Ｄ１

那么对问题 （４）的第一个方程由 Ｈａｒｎａｃｋ不等
式［１３］得，存在正常数 Ｃ１ ＝Ｃ１（ｎ，Ω，Λ，Ｄ１，ｄ３，
ｄ４），使得ｍａｘ珚Ω φ（ｘ）≤Ｃ


１ ｍｉｎ珚Ω φ（ｘ），从而存在正常

数Ｃ２ ＝Ｃ２（ｎ，Ω，Λ，Ｄ１，ｄ３，ｄ４），使得
ｍａｘ
珚Ω
ｕ

ｍｉｎ
珚Ω
ｕ≤

ｍａｘ
珚Ω
φ

ｍｉｎ
珚Ω
φ
·ｍａｘ

珚Ω
（１＋ｄ３ｖ）≤

Ｃ１（１＋ｄ３ｍａｘ珚Ω ｖ）≤Ｃ

１（１＋ｄ３珔Ｃ）Ｃ２

类似可得，当 ｄ２≥ Ｄ２时，存在正常数 Ｃ３ ＝
Ｃ３（ｎ，Ω，Λ，Ｄ２，ｄ３，ｄ４），有ｍａｘ珚Ω ｖ（ｘ）≤Ｃ


３ｍｉｎ珚Ω ｖ（ｘ）。

取 Ｃ ＝Ｃ（ｎ，Ω，Λ，Ｄ１，Ｄ２，ｄ３，ｄ４） ＝ｍａｘ｛Ｃ２，
Ｃ３｝，则式 （３）成立。

将模型 （１）的第二个方程在 Ω上积分可得

∫Ωｖｂ－ｖ＋ｍ２ｕ( )ｕ＋ｖ
ｄｘ＝０。因此存在ｘ１∈Ω，使得ｂ

－ｖ（ｘ１）＋
ｍ２ｕ（ｘ１）

ｕ（ｘ１）＋ｖ（ｘ１）
＝０，这意味着ｖ（ｘ１）≥ｂ。

结合式 （３）得

ｍｉｎ
珚Ω
ｖ≥
ｍａｘ
珚Ω
ｖ

Ｃ
≥
ｖ（ｘ１）
Ｃ

≥ ｂ
Ｃ

下面证如果ａ≠ｍ１，则ｍｉｎ珚Ω ｕ（ｘ）＞Ｃ。

假设该结论不成立，那么存在序列 ｛（ｄ１ｉ，ｄ２ｉ，
ｄ３ｉ，ｄ４ｉ）｝，满足ｄ１ｉ≥Ｄ１，ｄ２ｉ≥Ｄ２，ｄ３ｉ＞０，ｄ４ｉ＞０，
使得问题 （１）对应的正解列｛（ｕｉ，ｖｉ）｝满足ｍｉｎ珚Ω ｕｉ

→０（ｉ→∞）。令ｗｉ＝
ｕｉ

‖ｕｉ‖∞
，则（ｗｉ，ｕｉ，ｖｉ）满足

∫Ωｗｉ ａ－ｕｉ－ ｍ１ｖｉｕｉ＋ｖ
( )

ｉ

　ｄｘ＝０，　ｘ∈Ω，

　∫Ωｖｉ ｂ－ｖｉ＋ ｍ２ｕｉｕｉ＋ｖ
( )

ｉ

　ｄｘ＝０，　ｘ∈{ Ω

（５）
由Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定理和椭圆方型程的正则性理论［１４］

知，存在 ｛（ｕｉ，ｖｉ）｝∞ｉ＝１的收敛子列，不妨仍记作
｛（ｕｉ，ｖｉ）｝∞ｉ＝１，使得当ｉ→∞时，存在非负函数ｕ，
ｖ∈Ｃ２（Ω）和（ｄ１，ｄ２，ｄ３，ｄ４），使得（ｕｉ，ｖｉ）→ （ｕ，
ｖ），（ｄ１ｉ，ｄ２ｉ，ｄ３ｉ，ｄ４ｉ）→（ｄ１，ｄ２，ｄ３，ｄ４）且ｍｉｎ珚Ω ｕ＝０。

由Ｈａｒｎａｃｋ不等式可得ｕ≡０。对方程组 （５）的第
二个式子取极限可得ｖ＝ｂ，又‖ｗｉ‖∞ ＝１，结合
方程组 （５）的第一个式子可得，当ｉ→∞时，有
ａ＝ｍ１，与假设矛盾。因此，如果ａ≠ｍ１，那么存
在正常数 珘Ｃ（Λ，Ｄ１，Ｄ２，ｄ３，ｄ４），使得ｍｉｎ珚Ω ｕ（ｘ）＞

珘Ｃ。

取 Ｃ（Λ，Ｄ１，Ｄ２，ｄ３，ｄ４） ＝ ｍｉｎ ｂ
Ｃ
，珘{ }Ｃ， 则 有

ｍｉｎ
珚Ω
ｖ（ｘ）＞Ｃ，且当ａ≠ｍ１时，ｍｉｎ珚Ω ｕ（ｘ）＞Ｃ。

２　非常数正解的存在性
先给出模型 （１）非常数正解不存在的充分条

件。

定理２　设 Ｄ１，Ｄ２，Ｄ３为给定的正常数，则
存在依赖于Ｄ１，Ｄ２，Ｄ３的正常数Ｄ

０
１，Ｄ

０
２，Ｄ

０
４，使

得当ｄ１ ＞Ｄ
０
１，ｄ２ ＞Ｄ

０
２，ｄ３≤Ｄ３及ｄ４ ＜Ｄ

０
４时，模

型 （１）没有非常数正解。
该定理的证明完全类似于文献 ［１５］中的定

理４１的证明，在这里我们从略。
下面运用拓扑度理论证明模型 （１）非常数正

解的存在性。

设０＝μ０＜μ１＜…是 －Δ在齐次Ｎｅｕｍａｎｎ边
界条件下的特征值，记

Ｘ＋＝｛（ｕ，ｖ）∈（Ｃ１（珚Ω））２ｕ＞０，
ｖ＞０，ｘ∈Ω；νｕ＝νｖ＝０，ｘ∈Ω｝

将Ｘ＋分解为Ｘ＋＝
!

∞

ｉ＝０
Ｘｉ，其中Ｘｉ为μｉ对应的特征子

空间。令

Φ（ｗ）＝（ｄ１（１＋ｄ３ｖ）ｕ，ｄ２（１＋ｄ４ｕ）ｖ），
Ｓ＝｛（ｕ，ｖ）∈Ｘ＋ Ｃ＜ｕ，ｖ＜珔Ｃ，ｘ∈ 珚Ω｝，

Ｇ（ｗ）＝ ａｕ－ｕ２－
ｍ１ｕｖ
ｕ＋ｖ，ｂｖ－ｖ

２＋
ｍ２ｕｖ( )ｕ＋ｖ

，

ｗ＝（ｕ，ｖ）
则系统 （１）化为

－ΔΦ（ｗ）＝Ｇ（ｗ），ｘ∈Ω，
νｗ＝０，ｘ∈{ Ω

易知， 问 题 （１） 的 任 意 非 负 解 ｗ 满 足
ｄｅｔ（Φｗ（ｗ））＞０，于是 Φ

－１
ｗ（ｗ）存在。因而 ｗ为

（１）的正解的充分必要条件是 ｗ∈ Ｘ＋，且 ｗ为问
题

Ｆ（ｗ）ｗ－（Ｉ－Δ）－１·
｛Φ－１ｗ（ｗ）［Ｇ（ｗ）＋ｗΦｗｗ（ｗ）ｗ］＋ｗ｝＝０

的正解，其中（Ｉ－Δ）－１是Ｉ－Δ在Ｘ＋上的逆。由
于Ｆ（·）是单位算子Ｉ的紧扰动，那么对于Ｓ，如果
对任意ｗ∈Ｓ，Ｆ（ｗ）≠０，则拓扑度ｄｅｇ（Ｆ（·），Ｓ，
０）有意义。计算可得
ＤｗＦ（珘ｗ）＝Ｉ－（Ｉ－Δ）

－１［Φ－１ｗ（珘ｗ）Ｇｗ（珘ｗ）＋Ｉ］
如果ＤｗＦ（珘ｗ）可逆，那么 Ｆ在点 珘ｗ的指数定义为
ｉｎｄｅｘ（Ｆ（·），珘ｗ）＝（－１）ｒ，其中ｒ是ＤｗＦ（珘ｗ）的负
特征值的代数重数之和。容易验证，μ为 ＤｗＦ（珘ｗ）
在Ｘｉ上的特征值的充分必要条件是μ为

Ｉ－ １
１＋μｉ

［Φ－１ｗ（珘ｗ）Ｇｗ（珘ｗ）＋Ｉ］＝

１
１＋μｉ

［μｉＩ－Φ
－１
ｗ（珘ｗ）Ｇｗ（珘ｗ）］

７５
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的特征值。因此，ＤｗＦ（珘ｗ）可逆当且仅当算子 Ｉ－
１

１＋μｉ
［Φ－１ｗ（珘ｗ）Ｇｗ（珘ｗ）＋Ｉ］非奇异。记

Ｈ（μ）＝ｄｅｔ［μＩ－Φ－１ｗ（珘ｗ）Ｇｗ（珘ｗ）］
对任意的整数 ｉ≥ ０，如果 Ｈ（μｉ）≠ ０，那么
ＤｗＦ（珘ｗ）在Ｘｉ上的负特征值的代数重数是奇数的充
分必要条件是Ｈ（μｉ）＜０，于是有下面的引理成立。

引理１［１６］　如果对所有的 ｉ≥ ０，算子 μｉＩ－
Φ－１ｗ（珘ｗ）Ｇｗ（珘ｗ）非奇异，那么ｉｎｄｅｘ（Ｆ（·），珘ｗ）＝

（－１）ｒ，其中ｒ＝ ∑
ｉ≥０，Ｈ（μｉ）＜０

ｍ（μｉ），ｍ（μｉ）为算

子ＤｗＦ（珘ｗ）的负特征值的代数重数。
为了计算ｉｎｄｅｘ（Ｆ（·），珘ｗ），下面考虑Ｈ（μｉ）的

符号。注意到，Ｈ（μ）＝ｄｅｔ［Φ－１ｗ（珘ｗ）］·ｄｅｔ［μΦｗ（珘ｗ）
－Ｇｗ（珘ｗ）］。由于ｄｅｔ［Φ

－１
ｗ（珘ｗ）］＞０，因此只需考虑

ｄｅｔ［μΦｗ（珘ｗ）－Ｇｗ（珘ｗ）］的符号。
下面通过分析 ｄｅｔ［μΦｗ（珘ｗ）－Ｇｗ（珘ｗ）］＝０的

两个根确定ｄｅｔ［μΦｗ（珘ｗ）－Ｇｗ（珘ｗ）］的符号，进而
确定Ｈ（μ）的符号。计算可得

Φｗ（珘ｗ）＝
ｄ１（１＋ｄ３珓ｖ） ｄ１ｄ３珘ｕ
ｄ２ｄ４珓ｖ ｄ２（１＋ｄ４珘ｕ[ ]），

Ｇｗ（珘ｗ）＝
－珘ｕ＋

ｍ１珘ｕ珓ｖ
（珘ｕ＋珓ｖ）２

－
ｍ１珘ｕ

２

（珘ｕ＋珓ｖ）２

ｍ２珓ｖ
２

（珘ｕ＋珓ｖ）２
－珓ｖ－

ｍ２珘ｕ珓ｖ
（珘ｕ＋珓ｖ）











２

不妨记ｄｅｔ［μΦｗ（珘ｗ）－Ｇｗ（珘ｗ）］＝Ａμ
２＋Ｂμ＋Ｃ，其

中

Ａ＝ｄ１ｄ２（１＋ｄ３珓ｖ＋ｄ４珘ｕ），

Ｃ＝ 珘ｕ－
ｍ１珘ｕ珓ｖ
（珘ｕ＋珓ｖ）[ ]２ 珓ｖ＋

ｍ２珘ｕ珓ｖ
（珘ｕ＋珓ｖ）[ ]２ ＋

ｍ１ｍ２珘ｕ
２珓ｖ２

（珘ｕ珓ｖ）４
，

Ｂ＝ｄ１（１＋ｄ３珓ｖ）珘ｕ＋
ｍ２珘ｕ珓ｖ
（珘ｕ＋珓ｖ）[ ]２ ＋ｄ３ ｍ２珘ｕ珓ｖ

２

（珘ｕ＋珓ｖ）２
＋

ｄ２珘ｕ１－
ｍ１珓ｖ

（珘ｕ＋珓ｖ）２
＋ｄ４珘ｕ１－

２ｍ１珓ｖ
（珘ｕ＋珓ｖ）( )[ ]２

当 Ｂ２－４ＡＣ＞０时，ｄｅｔ［μΦｗ（珘ｗ）－Ｇｗ（珘ｗ）］＝０有
两个根，分别为

μ１（ｄ）＝
－Ｂ－ Ｂ２－４槡 ＡＣ

２Ａ ，

μ２（ｄ）＝
－Ｂ＋ Ｂ２－４槡 ＡＣ

２Ａ
注意到，当Ｂ＞０时，对应的μ１（ｄ）和μ２（ｄ）为负
根。因此，如果 μ１（ｄ）和 μ２（ｄ）非负且不相等，
则Ａ，Ｂ，Ｃ应满足：Ｂ２－４ＡＣ＞０且Ｂ＜０，从而有
下面引理成立。

引理２　假设Ｂ２－４ＡＣ＞０且Ｂ＜０。对于给定
的μｉ，ｉ≥０，如果μ１（ｄ）＜μｉ＜μ２（ｄ），那么Ｈ（μｉ）
＜０，而当μｉ＜μ１（ｄ）或μｉ＞μ２（ｄ）时，Ｈ（μｉ）＞
０。

下面讨论问题 （１）非常数正解的存在性，并
假设Ｂ＜０。

定理３　假设ｍ１≤ｂ＜２ｍ１，ｍ１＜ａ＜ａ２( )ｂ。
对于给定的ｄ１，ｄ３，ｄ４，如果存在正整数ｎ，使得０
＜ μ１（ｄ） ＜ μ１，μ２（ｄ）∈ （μｎ，μｎ＋１）且 ｒ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｍ（μｉ）为奇数，那么存在正数 Ｄ２ ＝Ｄ２（ｄ１，ｄ３，

ｄ４），使得当 ｄ２ ＞Ｄ２（ｄ１，ｄ３，ｄ４）时，问题 （１）有
非常数正解。

证明　因为Ｂ＜０，所以μ２（ｄ）＞μ１（ｄ）＞０，
且当ｄ２充分大时，

ｌｉｍ
ｄ２→∞
μ１（ｄ）＝０，

ｌｉｍ
ｄ２→∞
μ２（ｄ）＝

珘ｕ１－
ｍ１珓ｖ

（珘ｕ＋珓ｖ）２
＋ｄ４珘ｕ１－

２ｍ１珓ｖ
（珘ｕ＋珓ｖ）( )[ ]２

ｄ１（１＋ｄ３珓ｖ＋ｄ４珘ｕ）
因此存在Ｄ２（ｄ１，ｄ３，ｄ４），当ｄ２＞Ｄ２（ｄ１，ｄ３，ｄ４）时，
有０＜μ１（ｄ）＜μ１，μ２（ｄ）∈（μｎ，μｎ＋１）。

假设存在ｄ２，当ｄ２ ＞Ｄ２（ｄ１，ｄ３，ｄ４）时，问题
（１）没有非常数正解。固定 ｄ２ ＝ｄ２，取正常数
Ｄ１，Ｄ３，Ｄ４和Ｄ２ ＝Ｄ２（ｄ１，ｄ３，ｄ４），且满足Ｄ１≤ｄ１
＜Ｄ０１，Ｄ２≤ｄ２＜Ｄ

０
２，ｄ３＞Ｄ３，Ｄ

０
４＜ｄ４≤Ｄ４，其中

Ｄ０１，Ｄ
０
２和Ｄ

０
４如定理２所定义。对０≤ｔ≤１，令
ｄ１（ｔ）＝２Ｄ

０
１＋ｔ（ｄ１－２Ｄ

０
１），

ｄ２（ｔ）＝２Ｄ
０
２＋ｔ（ｄ２－２Ｄ

０
２），

ｄ３（ｔ）≡ｄ３，ｄ４（ｔ）＝
Ｄ０４
２＋ｔｄ４－

Ｄ０４( )２ ，
Φ（ｔ；ｗ）＝（ｄ１（ｔ）（１＋ｄ３（ｔ）ｖ）ｕ，

ｄ２（ｔ）（１＋ｄ４（ｔ）ｕ）ｖ）
　　考虑问题

－ΔΦ（ｔ；ｗ）＝Ｇ（ｗ），　ｘ∈Ω，
　νΦ（ｔ；ｗ）＝０，　ｘ∈{ Ω

（６）

显然，ｗ是问题 （１）的非常数正解等价于 ｗ是问
题 （６）当ｔ＝１时的非常数正解。同时，对任意
的ｔ∈［０，１］，问题 （６）的非常数正解又等价于下
面问题的非常数正解

Ｆ（ｔ；ｗ）ｗ－（Ｉ－Δ）－１｛Φ－１ｗ（ｔ；ｗ）
［Ｇ（ｗ）＋ｗΦｗｗ（ｔ；ｗ）ｗ］＋ｗ｝＝０，ｗ∈Ｘ

＋

（７）
由假设知，当ｄ２＝ｄ２时，问题 （７）在ｔ＝１时没
有非常数正解。显然，

Ｆ（１；ｗ）＝Ｆ（ｗ），ＤｗＦ（ｔ；珘ｗ）＝

８５
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Ｉ－（Ｉ－Δ）－１［Φ－１ｗ（ｔ；珘ｗ）Ｇｗ（珘ｗ）＋Ｉ］
由定理３的条件和引理２可得Ｈ（０）＞０；当１≤ｉ
≤ｎ时，Ｈ（μｉ）＜０；当ｉ＞ｎ时，Ｈ（μｉ）＞０，于是

∑
Ｈ（μｉ）＜０

ｍ（μｉ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｍ（μｉ）＝ｒ为奇数。由引理１得

ｉｎｄｅｘ（Ｆ（１；·），珘ｗ）＝（－１）ｒ＝－１ （８）
由定理２知，当 ｔ＝０时，问题 （７）没有非常数
正解，且对任意的ｉ≥０，Ｈ（μｉ）＞０，因此

ｉｎｄｅｘ（Ｆ（０；·），珘ｗ）＝（－１）０ ＝１ （９）
另一方面，对任意的０≤ｔ≤１，由定理１的证明过
程知，存在正常数 Ｄ和 珚Ｄ，使得问题 （７）的正常
数解ｗ＝（ｕ，ｖ）满足Ｄ＜ｕ（ｘ），ｖ（ｘ）＜珚Ｄ，ｘ∈珚Ω。
　　令
Σ＝｛（ｕ，ｖ）∈Ｘ＋ Ｄ＜ｕ（ｘ），ｖ（ｘ）＜珚Ｄ，ｘ∈ 珚Ω｝
则对任意的ｗ＝（ｕ，ｖ）∈Σ且ｔ∈［０，１］，Ｆ（ｔ；ｗ）
≠０。由度的同伦不变性知，
ｄｅｇ（Ｆ（１；·），Σ，０）＝ｄｅｇ（Ｆ（０；·），Σ，０）

（１０）
因为Ｆ（０；ｗ）＝０且Ｆ（１；ｗ）＝０在Σ中仅有唯一
正常数解 珘ｗ，所以由式 （８）和式 （９）有
ｄｅｇ（Ｆ（０；·），Σ，０）＝ｉｎｄｅｘ（Ｆ（０；·），珘ｗ）＝１，
ｄｅｇ（Ｆ（１；·），Σ，０）＝ｉｎｄｅｘ（Ｆ（１；·），珘ｗ）＝－１
与式 （１０）矛盾，因此问题 （１）存在非常数正
解。

３　结　语
本文主要运用拓扑度理论研究了一类新型的具

有交叉扩散项的捕食－食饵模型，分析了模型非常
数正解的存在性。研究结果表明，当捕食者与食饵

的增长率控制在一定范围内时，两物种可以共存。

文中所采用的相关研究方法是偏微分方程理论及工

具在种群生态学中的具体应用，所得结论对研究具

体的生物种群动力学具有一定的现实意义。
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