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摘　要：将多个具有集有序 Ｆｅｌｉｃｉｔｏｕｓ性质的树上的点与一棵集有序优美树上的点重合，构造出一棵较大的复
合树，经研究计算，该复合树具有集有序 Ｆｅｌｉｃｉｔｏｕｓ性质。
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　　图的标号广泛应用于编码理论、通讯网络、物
流、同步机码设计、无线电频道分配和读取 ＤＮＡ
序列等领域。优美图是图的标号研究中十分重要的

课题之一。１９６６年，Ｒｏｓａ［１］提出了一个猜想：每
一棵树都是优美树。后来，Ｂｅｒｍｏｎｄ［２］又提出了猜
想：所有龙虾树都是优美树。关于这两个猜想已经

有了很多结果，但是一直没有彻底的解决。Ｌｅｅ
等［３］于 １９９１年提出了猜想：每一棵树都是 Ｆｅｌｉｃｉ
ｔｏｕｓ树。该猜想与优美树猜想具有同等的理论价
值，而且具有相同的难度，都是 ＮＰｈａｒｄ问
题［４－１３］。对于数学猜想的进攻，导致图的标号迅速

发展成为当今图论学科中十分活跃的分支。

１　预备知识
本文涉及的图均为有限、无向简单图。文中没

有定义的术语和符号均来自文献 ［１４］。为叙述简
便，我们把一个有 ｐ个顶点 ｑ条边的连通图记为
（ｐ，ｑ）－图。记号［ｍ，ｎ］表示非负整数集合｛ｍ，ｍ
＋１，ｍ＋２，…，ｎ｝，其中ｍ和ｎ均为整数，且满足０
≤ｍ＜ｎ；［ｋ，ｌ］ｅ表示偶数集 ｛ｋ，ｋ＋２，ｋ＋４，…，
ｌ｝，其中其中ｋ和 ｌ均为整数，且满足０≤ ｋ＜ｌ；
［ｓ，ｔ］°表示奇数集｛ｓ，ｓ＋２，ｓ＋４，…，ｔ｝，其中其中
ｓ和ｔ均为整数，且满足０≤ｓ＜ｔ。

定义１　设Ｇ是（ｐ，ｑ）－图，若存在一个单射
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ｆ：Ｖ（Ｇ）→ ［０，ｑ］，使得边标号集合 ｛ｆ（ｕｖ）ｕｖ∈
Ｅ（Ｇ）｝＝［０，ｑ－１］，其中边标号为ｆ（ｕｖ）＝ｆ（ｕ）＋
ｆ（ｖ）（ｍｏｄｑ），那么称Ｇ是Ｆｅｌｉｃｉｔｏｕｓ图，并称ｆ是Ｇ
的一个Ｆｅｌｉｃｉｔｏｕｓ标号。进一步，设 （Ｘ，Ｙ）是二部
图Ｇ的顶点集的一个二部划分，如果Ｇ有一个Ｆｅ
ｌｉｃｉｔｏｕｓ标号ｆ，使得

ｍａｘ｛ｆ（ｘ）ｘ∈Ｘ｝＜ｍｉｎ｛ｆ（ｙ）ｙ∈Ｙ｝
（以下简记为ｆ（Ｘ）＜ｆ（Ｙ））

则称Ｇ是集有序 Ｆｅｌｉｃｉｔｏｕｓ图，也称 ｆ是 Ｇ的一个
集有序 Ｆｅｌｉｃｉｔｏｕｓ标号。

对于定义１中的图 Ｇ和 Ｆｅｌｉｃｉｔｏｕｓ标号 ｆ，以下
简 记 顶 点 标 号 集 合 为 ｆ（Ｖ（Ｇ）） ＝
｛ｆ（ｕ）ｕ∈Ｖ（Ｇ）｝，边标号集合为 ｆ（Ｅ（Ｇ）） ＝

｛ｆ（ｕ）＋ｆ（ｖ）ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）｝，以及ｆ（Ｅ（Ｇ））（ｍｏｄｑ）

＝｛ｆ（ｕｖ）ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）｝。
定义２　设Ｇ是（ｐ，ｑ）－图，若存在一个单射

ｆ：Ｖ（Ｇ） → ［０，ｑ］， 使 得 边 标 号 集 合

｛ｆ（ｕｖ）ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）｝ ＝ ［１，ｑ］，其中边标号为

ｆ（ｕｖ）＝ ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ），那么称Ｇ是优美图，并称
ｆ是Ｇ的一个优美标号。进一步，设（Ｘ，Ｙ）是二部
图Ｇ的顶点集的一个二部划分，若 Ｇ有一个优美
标号 ｆ，使得 ｆ（Ｘ）＜ｆ（Ｙ），则称 Ｇ是集有序优美
图，也称ｆ是Ｇ的一个集有序优美标号。

定义３　设Ｔ，Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈｐ是树， Ｖ（Ｔ） ＝ｐ，

Ｖ（Ｔ） ＝ ｛ｗｉ ｉ∈［１，ｐ］｝， Ｖ（Ｈｉ） ＝ ｎ，

Ｖ（Ｈｉ） ＝｛ｕｉ，ｊ ｉ∈［１，ｐ］，ｊ∈［１，ｎ］｝，将Ｔ的顶
点ｗｉ（ｉ∈ ［１，ｐ］）与树 Ｈｉ中的一个 ｕｉ，ｊ０（ｊ０∈ ［１，
ｎ］）重合，得到的图 Ｇ叫做复合树，特记为 Ｇ＝
［Ｔ；Ｈ１，Ｈ２，…Ｈｐ］。

２　主要结论及其证明
定理１　设树 Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈ Ｖ（Ｔ） 有集有序 Ｆｅ

ｌｉｃｉｔｏｕｓ标号，树 Ｔ是集有序优美树，且其顶点集
二部划分（Ｘ，Ｙ）满足 Ｘ－ Ｙ ≤１，则复合树

［Ｔ；Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈ Ｖ（Ｔ）］具有集有序 Ｆｅｌｉｃｉｔｏｕｓ标号。
证明　根据定理假设，树Ｔ是有ｐ个顶点的集

有序优美树，其顶点集二部划分为 （Ｘ，Ｙ），其中

Ｘ－ Ｙ ≤１，Ｘ＝｛ｗ１，ｗ２，…ｗｌ｝，Ｙ＝｛ｗｌ＋１，

ｗｌ＋２，…ｗｐ｝。树 Ｔ有一个集有序优美标号 ｆ，使得
ｆ（ｗｉ）＝ｉ－１，ｉ∈［１，ｐ］，并且ｆ（Ｘ）＜ｆ（Ｙ）。

树Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈｐ有集有序 Ｆｅｌｉｃｉｔｏｕｓ标号 ｈ
ｋ
０（ｋ

∈［１，ｐ］），且（Ｘｋ，Ｙｋ）是Ｖ（Ｈｋ）（ｋ∈［１，ｐ］）的二
部划分，其中 Ｘｋ ＝｛ｕｋ，ｉ ｉ∈［１，ｓ］｝和 Ｙｋ ＝

｛ｖｋ，ｊ ｊ∈［１，ｔ］｝。对于某个固定的ｋ，有

ｈｋ０（ｕｋ，１）＜ｈ
ｋ
０（ｕｋ，２）＜…

＜ｈｋ０（ｕｋ，ｓ）＜ｈ
ｋ
０（ｖｋ，１）＜ｈ

ｋ
０（ｖｋ，２）＜… ＜ｈｋ０（ｖｋ，ｔ）

令 Ｖ（Ｈｋ） ＝ｎ，则有ｓ＋ｔ＝ｎ，且有ｈ
ｋ
０（ｕｋ，ｉ）＝

ｉ－１，ｉ∈［１，ｓ］；ｈｋ０（ｖｋ，ｊ）＝ｓ＋ｊ－１，ｊ∈ ［１，ｔ］。
显然，ｈｋ０（Ｖ（Ｈｋ））＝［０，ｎ－１］，以及 ｈ

ｋ
０（Ｅ（Ｈｋ））

（ｍｏｄｎ－１）＝［０，ｎ－２］。
利用 ｆ定义 Ｔ的一个标号 ｆ′如下：ｆ′（ｗｉ）＝

ｆ（ｗｉ）＋１＝ｉ，ｉ∈［１，ｐ］。由ｐ的奇偶性来定义复合
树［Ｔ；Ｈ１，Ｈ２，…Ｈｐ］的一个标号ｈ。

情形 Ⅰ 　 当 ｐ ＝ ２β ＋１时，从 而 有

Ｘ－ Ｙ ＝１。令 Ｘ ＝ Ｙ＋１。我们定义复合
树［Ｔ；Ｈ１，Ｈ２，…Ｈｐ］的标号ｈ如下：

（ｉ）当ｋ∈［１，β＋１］时，令
ｈ（ｕｋ，ｉ）＝ｎ（ｋ－１）＋ｈ

ｋ
０（ｕｋ，ｉ）＝

ｎ（ｋ－１）＋ｉ－１，ｉ∈［１，ｓ］；
ｈ（ｖｋ，ｊ）＝ｎ（β＋ｋ－１）＋ｈ

ｋ
０（ｖｋ，ｊ）＝

ｎ（β＋ｋ－１）＋ｓ＋ｊ－１，ｊ∈［１，ｔ］
（ｉｉ）当ｌ∈［β＋２，２β＋１］时，令

ｈ（ｕｌ，ｉ）＝ｎ（３β＋２－ｌ）＋ｈ
ｌ
０（ｖｌ，１）－ｈ

ｌ
０（ｖｌ，ｉ）－１＝

ｎ（３β＋２－ｌ）＋ｓ－ｉ，ｉ∈［１，ｓ］；
ｈ（ｖｌ，ｊ）＝ｎ（２β＋２－ｌ）－ｈ

ｌ
０（ｖｌ，ｊ）＋ｈ

ｌ
０（ｖｌ，１）－１＝

ｎ（２β＋２－ｌ）－ｊ，ｊ∈［１，ｔ］
经过计算得ｈ（Ｖ（［Ｔ；Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈ２β＋１］））＝
［０，ｎ（２β＋１）－１］，且有
｛ｈ（ｕｋ，ｉ）：ｋ∈［１，β＋１］，ｉ∈［１，ｓ］｝∪｛ｈ（ｖｌ，ｊ）：

ｌ∈［β＋２，２β＋１］，ｊ∈［１，ｔ］｝＝
［０，ｎβ＋ｓ－１］＝Ｘ；
｛ｈ（ｖｋ，ｊ）：ｋ∈［１，β＋１］，

ｊ∈［１，ｔ］｝∪｛ｈ（ｕｌ，ｉ）：ｌ∈［β＋２，２β＋１］，
ｉ∈［１，ｔ］｝＝［ｎβ＋ｓ，ｎ（２β＋１）－１］＝Ｙ

注意到，若 （Ｘ，Ｙ）是复合树 ［Ｔ；Ｈ１，Ｈ２，…Ｈｐ］
的顶点集二部划分，则有 ｈ（Ｘ）＜ｈ（Ｙ），由复
合树的构造易知｜Ｅ（［Ｔ；Ｈ１，Ｈ２，…Ｈ２β＋１］）｜＝ｎ（２β
＋１）－１。
下面，证明标号 ｈ是复合树 ［Ｔ；Ｈ１，Ｈ２，…Ｈｐ］

的集有序Ｆｅｌｉｃｉｔｏｕｓ标号。
当ｋ∈［１，β＋１］，ｉ∈［１，ｓ］和ｊ∈［１，ｔ］时，

Ｈｋ的每一条边ｕｋ，ｉｖｋ，ｊ满足
ｈ（ｕｋ，ｉｖｋ，ｊ）＝ｈ（ｕｋ，ｉ）＋ｈ（ｖｋ，ｊ）＝

ｎ（ｋ－１）＋ｈｋ０（ｕｋ，ｉ）＋
ｎ（β＋ｋ－１）＋ｈｋ０（ｖｋ，ｊ）＝
ｎ（β＋２ｋ－２）＋ｓ＋ｉ＋ｊ－２，

ｈ（ｕｋ，ｉｖｋ，ｊ）∈∪
β＋１

ｋ＝１
［ｎ（β＋２ｋ－２）＋ｓ，

１６
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ｎ（β＋２ｋ－１）＋ｓ－２］
当ｌ∈［β＋２，２β＋１］，ｉ∈［１，ｓ］和ｊ∈［１，ｔ］时，
Ｈｌ的每一条边ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ满足

ｈ（ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ）＝ｈ（ｕｌ，ｉ）＋ｈ（ｖｖ，ｊ）＝
ｎ（２β＋２－ｌ）－ｈｌ０（ｖｌ，ｊ）＋

２ｈｌ０（ｖｌ，１）＋ｎ（３β＋２－ｌ）－ｈ
ｌ
０（ｕｌ，ｉ）－２＝

ｎ（５β－２ｌ＋４）＋ｓ－ｉ－ｊ，

ｈ（ｕｌ，ｉｖｌ，ｊ）∈ ∪
２β＋１

ｌ＝β＋２
［ｎ（５β－２ｌ＋３）＋ｓ，

ｎ（５β－２ｌ＋４）＋ｓ－２］，
ｈ（Ｅ（Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈ２β＋１））＝

［ｎβ＋ｓ，ｎ（３β＋１）＋ｓ－２］＼Ｎ

此处

Ｎ ＝［ｎ（β＋１）＋ｓ－１，
ｎ（β＋２）＋ｓ－１，ｎ（β＋３）＋ｓ－１，…，
ｎ（３β－１）＋ｓ－１，３ｎβ＋ｓ－１］

　　１）对固定的ｉ０∈［１，ｓ］，将Ｈｍ（ｍ∈［１，２β＋
１］）的顶点ｕｍ，ｉ０与树Ｔ的顶点ｗｍ重合。对ｋ∈［１，
β＋１］，ｌ∈［β＋２，２β＋１］，关于复合树［Ｔ；Ｈ１，Ｈ２，
…Ｈ２β＋１］的边ｗｋｗｌ有

ｆ′（ｗｋｗｌ）＝ｆ′（ｗｋ）＋ｆ′（ｗｌ）＝ｈ（ｕｋ，ｉ０）＋
ｈ（ｕｌ，ｉ０）＝ｎ（３β＋ｋ－ｌ＋１）＋ｓ－１

　　经过计算得
ｆ′（ｗｋｗｌ）∈［ｎ（β＋１）＋ｓ－１，ｎ（β＋２）＋ｓ－１，
ｎ（β＋３）＋ｓ－１，…，ｎ（３β－１）＋ｓ－１，

３ｎβ＋ｓ－１］＝Ｎ

　　２）对固定的ｊ０∈［１，ｔ］，将Ｈｍ（ｍ∈［１，２β＋
１］）的顶点ｖｍ，ｊ０与树Ｔ的顶点ｗｍ重合。对ｋ∈［１，
β＋１］，ｌ∈［β＋２，２β＋１］，计算复合树［Ｔ；Ｈ１，Ｈ２，
…Ｈ２β＋１］的边ｗｋｗｌ，得到

ｆ′（ｗｋｗｌ）＝ｆ′（ｗｋ）＋ｆ′（ｗｌ）＝

ｈ（ｖｋ，ｊ０）＋ｈ（ｖｌ，ｊ０）＝
ｎ（３β＋ｋ－ｌ＋１）＋ｓ－１

经过计算得

ｆ′（ｗｋｗｌ）∈
［ｎ（β＋１）＋ｓ－１，ｎ（β＋２）＋ｓ－１，
ｎ（β＋３）＋ｓ－１，…，ｎ（３β－１）＋ｓ－１，

３ｎβ＋ｓ－１］＝Ｎ

综上得，边标号集合 ｈ（Ｅ（［Ｔ；Ｈ１，Ｈ２，…Ｈｐ］））＝
［ｎβ＋ｓ，ｎ（３β＋１）＋ｓ－２］。因此，

ｈ（Ｅ（［Ｔ；Ｈ１，Ｈ２，…Ｈｐ］））·
（ｍｏｄｎ（２β＋１）－１）＝［０，ｎ（２β＋１）－２］，

ｈ（Ｖ（［Ｔ；Ｈ１，Ｈ２，…Ｈ２β＋１］））＝［０，ｎ（２β＋１）－１］

以及

ｈ（Ｘ）＜ｈ（Ｙ）
故当 ｐ是奇数时，标号 ｈ是复合树 ［Ｔ；Ｈ１，Ｈ２，
…Ｈｐ］的集有序 Ｆｅｌｉｃｉｔｏｕｓ标号。

情形Ⅱ　当 ｐ＝２β时，则有 ｜Ｘ｜－｜Ｙ｜ ＝
０。定义标号ｈ如下：

（ｉ）当ｋ∈［１，β］时，令
ｈ（ｕｋ，ｉ）＝ｎ（ｋ－１）＋ｉ－１，ｉ∈［１，ｓ］；
ｈ（ｖｋ，ｊ）＝ｎ（β＋ｋ－１）＋ｊ－１，ｊ∈［１，ｔ］
（ｉｉ）当ｌ∈［β＋１，２β］时，令
ｈ（ｕｌ，ｉ）＝ｎ（３β＋１－ｌ）－ｉ，ｉ∈［１，ｓ］；
ｈ（ｖｌ，ｊ）＝ｎ（２β＋１－ｌ）－ｊ，ｊ∈［１，ｔ］

用与奇数情形相同的方法，可得到边标号集合

ｈ（Ｅ（［Ｔ；Ｈ１，Ｈ２，…Ｈｐ］））（ｍｏｄ２ｎβ－１）＝
［０，２ｎβ－２］

综合情形 １和情形 ２的讨论，本定理得证。（图１
与图２是解释定理１的两个例子）

图１　解释定理１的一个例子
Ｆｉｇ１　ＡｎｅｘａｍｐｌｅｆｏｒｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｎｇＴｈｅｏｒｅｍ１
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图２　解释定理１的另一个例子
Ｆｉｇ２　ＡｎｏｔｈｅｒｅｘａｍｐｌｅｆｏｒｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｎｇＴｈｅｏｒｅｍ１
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