
　第５６卷　第 ６期
２０１７年　１１月

中山大学学报 （自然科学版）

ＡＣＴＡ　ＳＣＩＥＮＴＩＡＲＵＭ　ＮＡＴＵＲＡＬＩＵＭ　ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＡＴＩＳ　ＳＵＮＹＡＴＳＥＮＩ
Ｖｏｌ５６　Ｎｏ６
Ｎｏｖ　２０１７

　

ＤＯＩ：１０１３４７１／ｊｃｎｋｉａｃｔａｓｎｕｓ２０１７０６０１０

Ｂａｎａｃｈ空间混合型泛函方程的稳定性问题

成立花
（西安工程大学理学院，陕西 西安 ７１００４８）

摘　要：首先整合资源，给出Ｂａｎａｃｈ空间一类混合型泛函方程的等价性证明，其次利用不动点的择一性逐步
分类地研究了Ｂａｎａｃｈ空间中混合型泛函方程的稳定性问题，得到较为精确的上界。
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　　泛函方程的稳定性起源于 Ｕｌａｍ：在什么条件
下，一个从群到度量群的近似加法映射附近存在唯

一的加法映射？即：设Ｇ１是一个群，且设Ｇ２是一
个具有度量ｄ( )·，· 的度量群，对于任意的ε＞０，
是否存在δ＞０，使得对于任意的ｘ，ｙ∈Ｇ１，当映射
ｆ：Ｇ１→ Ｇ２满足如下条件 ｄ（ｆ（ｘｙ），ｆ（ｘ）ｆ（ｙ））≤ δ
时，是否存在一个满足ｄ（ｆ（ｘ），ｇ（ｘ））≤ε的群同
态ｇ：Ｇ１→Ｇ２？紧接着，Ｈｙｅｒｓ关于可加函数在Ｂａ
ｎａｃｈ空间的稳定性问题给出肯定性的答案。随之，
一大批数学家开始在各种特殊空间提出特定的泛函

方程的存在性问题［１－８］。也有学者专注研究特定空

间中单次或混合型泛函方程的稳定性问题或广义稳

定性 （ＨｙｅｒｓＵｌａｍＲａｓｓｉａｓ） （简 称 ＨＵＲ） 问
题［３－５］。更多更新的不同空间中泛函方程稳定性问

题，读者请参阅文 ［９－１０］。基于前人的贡献和
理论基础，本文旨在关注 ＲＡＳＳＩＡＳ等［５］研究的混

合型泛函方程

ｆ（ｘ＋２ｙ）－ｆ（ｘ－２ｙ）＝

２［ｆ（ｘ＋ｙ）－ｆ（ｘ－ｙ）］＋
２ｆ（３ｙ）－６ｆ（２ｙ）＋６ｆ（ｙ） （１）

和ＥＳＫＡＮＤＡＮＩ［６］的混合型泛函方程
ｆ（ｘ＋２ｙ）＋ｆ（ｘ－２ｙ）＝

２［ｆ（ｘ＋ｙ）－ｆ（－ｘ－ｙ）＋ｆ（ｘ－ｙ）－ｆ（ｙ－ｘ）］＋
ｆ（２ｙ）＋ｆ（－２ｙ）＋４ｆ（－ｘ）－２ｆ（ｘ） （２）

两篇文章研究的均为 Ｂａｎａｃｈ空间中混合型泛函方
程，但方程表达形式不同，侧重点不同，前者重在

研究泛函方程的存在性问题，而后者则致力于分析

泛函方程的稳定性问题。本文立意整合方程 （１）
和方程 （２），首先给出这两类方程的等价性问题，
然后利用不动点的择一性给出 Ｂａｎａｃｈ空间混合型
泛函方程的稳定性问题。

１　方程的等价性
在本节中，总是假设 Ｘ，Ｙ是 Ｂａｎａｃｈ空间。首

先给出方程 （１）和 （２）的等价性问题。
定理１　设Ｘ，Ｙ是Ｂａｎａｃｈ空间，且设映射ｆ：Ｘ
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→Ｙ满足泛函方程 （１）或 （２），则如下结论等
价：

（ｉ）ｆ满足泛函方程 （１）。
（ｉｉ）ｆ满足泛函方程 （２）。
（ｉｉｉ）对于任意ｘ∈Ｘ，存在唯一的一次映射Ａ：

Ｘ→Ｙ、二次映射Ｑ：Ｘ×Ｘ→Ｙ和三次映射Ｃ：Ｘ×
Ｘ×Ｘ→Ｙ满足ｆ（ｘ）＝Ａ（ｘ）＋Ｑ（ｘ，ｘ）＋Ｃ（ｘ，ｘ，ｘ）。
　　证明　 （ｉ） （ｉｉｉ）。证明参见文 ［３］。

（ｉｉ） （ｉｉｉ）。为方便起见，首先将 ｆ分成偶
部和奇部，即对于ｘ∈Ｘ，有

ｆｅ（ｘ）＝
１
２（ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ）），

ｆｏ（ｘ）＝
１
２（ｆ（ｘ）－ｆ（－ｘ））

易知ｆ（ｘ）＝１２（ｆｅ（ｘ）＋ｆｏ（ｘ））。

如果ｆ满足方程 （２），则可以验证以下结果：
ｆｅ（ｘ＋２ｙ）＋ｆｅ（ｘ－２ｙ）＝
１
２［ｆ（ｘ＋２ｙ）＋ｆ（－ｘ－２ｙ）＋

ｆ（ｘ－２ｙ）＋ｆ（－ｘ＋２ｙ）］＝
１
２［ｆ（ｘ＋２ｙ）＋ｆ（ｘ－２ｙ）］＋

１
２［ｆ（－ｘ－２ｙ）＋ｆ（－ｘ＋２ｙ）］＝

２ １
２［ｆ（ｘ＋ｙ）＋ｆ（－ｘ－ｙ{ }）］－

２ １
２［ｆ（－ｘ－ｙ）＋ｆ（ｘ＋ｙ{ }）］＋
２ １
２［ｆ（２ｙ）＋ｆ（－２ｙ{ }）］＋
４ １
２［ｆ（－ｘ）＋ｆ（ｘ{ }）］－

２ １
２［ｆ（ｘ）＋ｆ（－ｘ{ }）］ ＝

２［ｆｅ（ｘ＋ｙ）－ｆｅ（－ｘ－ｙ）＋ｆｅ（ｘ－ｙ）－
ｆｅ（ｙ－ｘ）－ｆｅ（ｘ）］＋

ｆｅ（２ｙ）＋ｆｅ（－２ｙ）＋４ｆｅ（－ｘ）＝
２ｆｅ（２ｙ）＋２ｆｅ（ｘ） （３）

在式 （３）中用 ｙ
２替代ｙ可以看到，

ｆｅ（ｘ＋ｙ）＋ｆｅ（ｘ－ｙ）＝２ｆｅ（ｙ）＋２ｆｅ（ｘ）
由文 ［６］知，满足上面泛函方程的ｆｅ当且仅当为
二次泛函。因此对于所有的 ｘ∈ Ｘ，存在唯一的二
次映射Ｑ：Ｘ×Ｘ→Ｙ使得ｆｅ＝Ｑ（ｘ，ｘ）。

另一方面，如果ｆ满足方程 （２），同样的道理
可以验证ｆｏ满足

ｆｏ（ｘ＋２ｙ）＋ｆｏ（ｘ－２ｙ）＝
２［ｆｏ（ｘ＋ｙ）－ｆｏ（－ｘ－ｙ）＋ｆｏ（ｘ－ｙ）－

ｆｏ（ｙ－ｘ）－ｆｏ（ｘ）］＋
ｆｏ（２ｙ）＋ｆｏ（－２ｙ）＋４ｆｏ（－ｘ）＝
４［ｆｏ（ｘ＋ｙ）＋ｆｏ（ｘ－ｙ）］－６ｆｏ（ｘ）

由文 ［５］，满足上面泛函方程的 ｆｏ当且仅当为一
个立方 －可加映射。也就是说，对于所有的 ｘ∈
Ｘ，存在唯一的可加映射 Ａ：Ｘ→ Ｙ和三次映射 Ｃ：Ｘ
×Ｘ×Ｘ→Ｙ满足ｆｏ ＝Ａ（ｘ）＋Ｃ（ｘ，ｘ，ｘ）。因此，

ｆ（ｘ）＝ｆｅ（ｘ）＋ｆｏ（ｘ）＝
Ａ（ｘ）＋Ｑ（ｘ，ｘ）＋Ｃ（ｘ，ｘ，ｘ）

（ｉｉｉ） （ｉｉ）。易证。
证明完毕。

推论１　设Ｘ，Ｙ是向量空间，且ｆ：Ｘ→Ｙ满足
泛函方程 （１），则以下结论成立：

（ｉ）若ｆ为偶映射，则ｆ是二次的。
（ｉｉ）若ｆ奇映射，则ｆ是立方－可加的。

２　稳定性
设Ｘ是一个向量空间，Ｙ是一个 Ｂａｎａｃｈ空间。

对于映射ｆ：Ｘ→Ｙ，对于ｘ，ｙ∈Ｘ定义
Ｄｆ（ｘ，ｙ）＝ｆ（ｘ＋２ｙ）－ｆ（ｘ－２ｙ）－２ｆ（ｘ＋ｙ）＋

２ｆ（ｘ－ｙ）－２ｆ（３ｙ）＋６ｆ（２ｙ）－６ｆ（ｙ）
接下来讨论混合泛函方程的ＨＵＲ稳定性。

引理１　设ｓ∈｛１，－１｝，对于映射φ：Ｘ×Ｘ→
［０，∞］存在Ｌ＜１，使得对于任意的ｘ，ｙ∈Ｘ，φ（ｘ，
ｙ）≤２２ｓＬφ（２－ｓｘ，２－ｓｙ）。已知ｆ是一个偶映射，且满
足ｆ（０）＝０和

‖Ｄｆ（ｘ，ｙ）‖≤φ（ｘ，ｙ），ｘ，ｙ∈Ｘ （４）
则对于所有的ｘ∈Ｘ，存在唯一的二次映射Ｑ：Ｘ×Ｘ
→Ｙ使得

Ｑ（ｘ）：＝ｌｉｍ
ｎ→∞
２－２ｓｎｆ（２ｓｎｘ）

且满足

‖ｆ（ｘ）－Ｑ（ｘ）‖≤
１

２２（｜１－Ｌｓ｜）
１
２φ（０，ｘ）＋φ（ｘ，ｘ[ ]） （５）

　　证明　在式 （４）中令ｘ＝０，得到

‖ｆ（３ｙ）－３ｆ（２ｙ）＋３ｆ（ｙ）‖≤ １２φ（０，ｙ）

　　另一方面，在式 （４）中用 ｙ替代 ｘ有，
‖ｆ（３ｙ）－４ｆ（２ｙ）＋７ｆ（ｙ）‖≤φ（ｙ，ｙ）。

于是，由三角不等式得到

ｆ（２ｙ）
４ －ｆ（ｙ）≤ １４

１
２φ（０，ｙ）＋φ（ｙ，ｙ[ ]）

（６）

９６
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不妨设ｓ＝－１。

考虑在式 （６）中令ｙ：＝ｙ２，有

ｆ（ｙ）－４ｆｙ( )２ ≤ １２φ０，
ｙ( )２ ＋φ ｙ２，ｙ( )２

定义Ｓ：＝｛ｇ：Ｘ→Ｙ｝上的广义度量：
ｄ（ｇ，ｈ）＝ｉｎｆ｛μ∈Ｒ＋：‖ｇ（ｘ）－ｈ（ｘ）‖≤

μ １
２φ（０，ｘ）＋φ（ｘ，ｘ( )），ｘ∈Ｘ｝

再定义映射 Ｊ：Ｓ→ Ｓ，使得对于任意的 ｘ∈ Ｘ，有

Ｊｆ（ｘ）：＝４ｆ（ｘ２）。设ｃ∈［０，∞］，则存在ｇ，ｈ∈Ｓ，

使得ｄ（ｇ，ｈ）＝ｃ，因此，对于ｘ∈Ｘ，ｇ，ｈ∈Ｓ，有
‖Ｊｇ（ｘ）－Ｊｈ（ｘ）‖ ＝

４ｇ ｘ( )２ －４ｈ ｘ( )２ ≤

４ｃ１
２φ０，

ｘ( )２ ＋φ ｘ２，ｘ( )( )２
≤

Ｌｃ１
２φ（０，ｘ）＋φ（ｘ，ｘ( )）

此即

ｄ（Ｊｇ，Ｊｈ）≤Ｌｄ（ｇ，ｈ），ｘ∈Ｘ，ｇ，ｈ∈Ｓ
于是由式 （４）知，对于任意的 ｘ∈ Ｘ，ｄ（ｆ，Ｊｆ）≤
Ｌ
４。借助文 ［６］定理２得到，存在一个二次映射

Ｑ：Ｘ×Ｘ→Ｙ，满足：

（ｉ）Ｑ是 Ｊ的唯一不动点，满足 Ｑ（ｘ２） ＝

１
４Ｑ（ｘ），ｘ∈ Ｘ。且 有 ‖ｆ（ｘ） －Ｑ（ｘ）‖ ≤

ｃ１
２φ（０，ｘ）＋φ（ｘ，ｘ[ ]），ｘ∈ Ｘ，其中 ｃ∈ （０，

∞）。
（ｉｉ）当ｎ→ ∞ 时，有 ｄ（Ｊｎｆ，Ｑ）→０。即对于

ｘ∈Ｘ，有

Ｑ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞
（Ｊｎｆ）（ｘ）＝ｌｉｍ

ｎ→∞
２２ｎｆ ｘ

２( )ｎ
（ｉｉｉ）ｄ（ｆ，Ｑ）≤ １

（１－Ｌ）ｄ（Ｊｆ，ｆ），这意味着

ｄ（ｇ，Ｑ）≤ Ｌ
（１－Ｌ），ｘ∈Ｘ。因此有

‖ｆ（ｘ）－Ｑ（ｘ）‖≤
Ｌ

４（１－Ｌ）
１
２φ（０，ｘ）＋φ（ｘ，ｘ[ ]）

与此同时，ｘ，ｙ∈Ｘ，ｎ∈Ｎ，有

２２ｎ（Ｄｆ）
ｘ
２ｎ
，
ｙ
２( )ｎ ≤２２ｎφ ｘ

２ｎ
，
ｙ
２( )ｎ ≤Ｌｎφ（ｘ，ｙ）

于是，‖ＤＱ（ｘ，ｙ）‖ ＝０，ｘ，ｙ∈Ｘ。因此Ｑ：Ｘ×Ｘ

→Ｙ是唯一的二次映射。
ｓ＝１的证明类似。证明完毕。
以下的两个引理讨论ｆ为奇映射时，在相似的

条件下会有完全不同的结论。

引理２　设ｓ∈｛１，－１｝，Ｌ＜１，且对于任意的
ｘ，ｙ∈Ｘ，映射φ：Ｘ×Ｘ→ ［０，∞］满足 φ（ｘ，ｙ）≤
２ｓＬφ（２－ｓｘ，２－ｓｙ）。设ｆ是一个奇映射且满足ｆ（０）＝
０和‖Ｄｆ（ｘ，ｙ）‖≤φ（ｘ，ｙ），ｘ，ｙ∈Ｘ，则存在唯
一的可加映射Ａ：Ｘ→Ｙ使得

Ａ（ｘ）：＝ｌｉｍ
ｎ→∞
２－ｓｎｆ（２ｓｎｘ）

且有

‖ｆ（２ｘ）－８ｆ（ｘ）－Ａ（ｘ）‖≤
１

２｜１－Ｌｓ｜
１
２φ（０，ｘ）＋φ（２ｘ，ｘ[ ]），ｘ∈Ｘ

　　引理３　设ｓ∈｛１，－１｝，Ｌ＜１，且对于任意的
ｘ，ｙ∈Ｘ，映射φ：Ｘ×Ｘ→ ［０，∞］满足 φ（ｘ，ｙ）≤
２３ｓＬφ（２－ｓｘ，２－ｓｙ）。设ｆ是一个奇映射且满足ｆ（０）＝
０和‖Ｄｆ（ｘ，ｙ）‖≤φ（ｘ，ｙ），ｘ，ｙ∈Ｘ，则存在唯
一的立方映射Ｃ：Ｘ×Ｘ×Ｘ→Ｙ使得

Ｃ（ｘ）：＝ｌｉｍ
ｎ→∞
２－２ｓｎｆ（２ｓｎｘ）

且有

‖ｆ（２ｘ）－２ｆ（ｘ）－Ｃ（ｘ）‖≤
１

２３｜１－Ｌｓ｜
１
２φ（０，

ｘ
２）＋φ（ｘ，

ｘ
２[ ]）

综合引理１－３，可以得到本文的推论和主要定理。
定理２　设ｓ∈｛１，－１｝，Ｌ＜１，且对于任意的

ｘ，ｙ∈Ｘ，映射φ：Ｘ×Ｘ→ ［０，∞］满足 φ（ｘ，ｙ）≤
２３ｓＬφ（２－ｓｘ，２－ｓｙ）。设ｆ是一个奇映射且满足ｆ（０）＝
０和‖Ｄｆ（ｘ，ｙ）‖≤φ（ｘ，ｙ），ｘ，ｙ∈Ｘ，则存在唯
一的可加映射Ａ：Ｘ→Ｙ和立方映射Ｃ：Ｘ×Ｘ×Ｘ→
Ｙ，使得Ａ（ｘ）：＝ｌｉｍ

ｎ→∞
２－ｓｎｆ（２ｓｎｘ）和Ｃ（ｘ）：＝ｌｉｍ

ｎ→∞
２－３ｓｎｆ（２ｓｎｘ）

且有

‖ｆ（ｘ）－Ａ（ｘ）－Ｃ（ｘ）‖≤
５

４８｜１－Ｌｓ｜
１
２φ（０，ｘ）＋φ（２ｘ，ｘ[ ]）

　　定理３　设ｓ∈｛１，－１｝，Ｌ＜１，且对于任意的
ｘ，ｙ∈Ｘ，映射φ：Ｘ×Ｘ→ ［０，∞］满足 φ（ｘ，ｙ）≤
２ｊｓＬφ（２－ｓｘ，２－ｓｙ），ｊ＝１，２，３。设 ｆ是一个映射且满
足ｆ（０）＝０和‖Ｄｆ（ｘ，ｙ）‖≤φ（ｘ，ｙ），ｘ，ｙ∈Ｘ，
则存在唯一的可加映射Ａ：Ｘ→Ｙ，二次映射 Ｑ：Ｘ×
Ｘ→Ｙ和立方映射Ｃ：Ｘ×Ｘ×Ｘ→Ｙ使得

Ａ（ｘ）：＝ｌｉｍ
ｎ→∞
２－ｓｎｆ（２ｓｎｘ），

Ｑ（ｘ）：＝ｌｉｍ
ｎ→∞
２－２ｓｎｆ（２ｓｎｘ）

和

０７
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Ｃ（ｘ）：＝ｌｉｍ
ｎ→∞
２－３ｓｎｆ（２ｓｎｘ）

且有

‖ｆ（ｘ）－Ａ（ｘ）－Ｑ（ｘ）－Ｃ（ｘ）‖≤
１

２２｜１－Ｌｓ｜
１
２φ（０，ｘ）＋φ（ｘ，ｘ[ ]）＋

５
４８｜１－Ｌｓ｜

１
２φ（０，ｘ）＋φ（２ｘ，ｘ[ ]）

参考文献：

［１］　ＲＡＳＳＩＡＳＴＭ．Ｏｎｔｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅｌｉｎｅａｒｍａｐｐｉｎｇｉｎ
Ｂａｎａｃｈｓｐａｃｅｓ［Ｊ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆｔｈｅＡｍｅｒｉｃａｎＭａｔｈｅ
ｍａｔｉｃａｌＳｏｃｉｅｔｙ，１９７８，７２（２）：２９７－３００．

［２］　ＢＡＤＯＲＡＲ．Ｏｎａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｒｉｎｇｈｏｍｏｍｏｒｐｈｉｓｍｓ［Ｊ］．
ＪＭａｔｈＡｎａｌＡｐｐｌ，２００２，２７６（２）：５８９－５９７．

［３］　ＪＵＮＫＷ，ＫＩＭＨＭ．ＴｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＨｙｅｒｓＵｌａｍＲａｓ
ｓｉａｓｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆａｃｕｂｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪＭａｔｈ
ＡｎａｌＡｐｐｌ，２００２，２７４（２）：８６７－８７８．

［４］　ＡＢＢＡＳＮ．ＨｙｅｒｓＵｌａｍＲａｓｓｉａｓｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆａｃｕｂｉｃｆｕｎｃ
ｔｉｏｎａｌｅｑｕａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＢｕｌｌＫｏｒｅａｎＭａｔｈＳｏｃ，２００７，４４
（４）：８２５－８４０．

［５］　ＲＡＳＳＩＡＳＪＭ，ＫＩＭＨＭ．ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＨｙｅｒｓＵｌａｍＳｔａ
ｂｉｌｉｔｙｆｏｒａｄｄｉｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｉｎｑｕａｓｉβｎｏｒｍｅｄ
ｓｐａｃｅｓ［Ｊ］．ＪＭａｔｈＡｎａｌＡｐｐｌ，２００９，３５６（１）：３０２－
３０９．

［６］　ＥＳＫＡＮＤＡＮＩＧＺ，ＧＡＶＲＵＴＡＰ．ＨｙｅｒｓＵｌａｍＲａｓｓｉａｓ
ｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆＰｅｘｉｄｅｒｉｚｅｄＣａｕｃｈｙｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｅｑｕａｔｉｏｎｉｎ２－
Ｂａｎａｃｈｓｐａｃｅｓ［Ｊ］．ＪＮｏｎｌｉｎｅａｒＳｃｉＡｐｐｌ，２０１２，５（６）：
４５９－４６５．

［７］　ＰＥＲＫＩＮＳＡＭ，ＳＡＨＯＯＰＫ．Ａｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｅｑｕａｔｉｏｎｗｉｔｈ
ｉｎｖｏｌｕｔｉｏｎｒｅｌａｔｅｄｔｏｔｈｅｃｏｓｉｎｅｆｕｎｃｔｉｏｎ［Ｊ］．Ａｅｑｕａｔ
Ｍａｔｈ，２０１６，９０（１）：１２３－１３１．

［８］　ＨＵＡＮＧＪ，ＬＩＹ．ＨｙｅｒｓＵｌａｍｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｌｉｎｅａｒｆｕｎｃｔｉｏｎ
ａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＪＭａｔｈＡｎａｌＡｐｐｌ，２０１５，
４２６（２）：１１９２－１２００．

［９］　陈建军，王晓峰．单位球 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ空间上的紧 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ
算子［Ｊ］．中山大学学报（自然科学版），２０１６，５５（６）：
７４－７８．
ＣＨＥＮＪＪ，ＷＡＮＧＸＦ．ＣｏｍｐａｃｔＴｏｅｐｌｉｔｚｏｐｅｒａｔｏｒｓｏｎ
ｔｈｅＤｉｒｉｃｈｌｅｔｓｐａｃｅｏｖｅｒｕｎｉｔｂａｌｌ［Ｊ］．ＡｃｔａＳｃｉｅｎｔｉａｒｕｍ
ＮａｔｕｒａｌｉｕｍＵｎｉｖｅｒｓｉｔａｔｉｓＳｕｎｙａｔｓｅｎｉ，２０１６，５５（６）：７４－
７８．

［１０］　马西霞．五维空间 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的正则性［Ｊ］．
中山大学学报（自然科学版），２０１７，５６（１）：９６－
１０１．
ＭＡＸＸ．ＴｈｅｒｅｇｕｌａｒｉｔｙｏｆＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓｅｑｕａｔｉｏｎｓｉｎ
ｆｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｐａｃｅ［Ｊ］．ＡｃｔａＳｃｉｅｎｔｉａｒｕｍＮａｔｕｒａｌｉ
ｕｍＵｎｉｖｅｒｓｉｔａｔｉｓＳｕｎｙａｔｓｅｎｉ，２０１７，５６（１）：９６－１０１．

１７


