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摘　要：在非线性数学期望的公理化框架下，从凸期望和凹期望之间的Ｓａｎｄｗｉｃｈ定理的视角出发，研究了带控
制条件的凸期望集合的极小元问题，建立了一类带单边或双边控制条件的凸期望集合的极小元的论断与 Ｓａｎｄ
ｗｉｃｈ定理之间的等价关系。
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　　期望效用理论是现代数理经济学的基础，但是
诺贝尔经济学奖获得者 Ａｌｌａｉｓ所提出的著名的 Ａｌ
ｌａｉｓ悖论使得期望效用理论受到了很大的挑战。相
关研究表明基于线性数学期望的线性性是导致 Ａｌ
ｌａｉｓ悖论的主要原因，由此学者们致力于研究非线
性数学期望。１９９７年，山东大学彭实戈院士通过
著名的倒向随机微分方程的解引入了一类典型的域

流相容的非线性数学期望———ｇ－期望［１］。ｇ－期
望理论是研究递归效用及金融风险度量的有力工

具，如Ｃｈｅｎ等［２］利用 ｇ－期望研究了递归效用；
ＲｏｓａｚｚａＧｉａｎｉｎ［３］首次研究了ｇ－期望与风险度量之
间的关系；Ｊｉａｎｇ［４］建立了ｇ－期望理论与金融风险
度量之间的一一对应关系。２００２年，Ｃｏｑｕｅｔ等［５］

在研究ｇ－期望的性质时首次提出了非线性数学期
望的公理化假设条件。众所周知，非线性数学期望

与金融风险度量之间有着密切的联系，Ｂｉｏｎ［６］、
Ｄｅｌｂａｅｎ等［７］在研究风险度量的相关性质时，都附

加了惩罚函数的零值假设条件，即某线性数学期望

ＥＱ受控于风险度量。２００９年，Ｊｉａ
［８］在非线性数学

期望的公理化框架下，探索了线性数学期望与非线

性期望之间的控制关系，证明了次线性期望集合的

极小元是线性数学期望，且关于次线性期望和超线

性期望之间的Ｓａｎｄｗｉｃｈ定理成立；２０１１年，Ｈｕａｎｇ
等［９］试图证明凸期望集合的极小元是线性数学期

望且关于凸期望和凹期望之间的 Ｓａｎｄｗｉｃｈ定理成
立；２０１５年，Ｊｉ等［１０］则研究了带限制条件的凸期
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望集合的极小元的存在性及其等价刻画。进一步

地，在 ｇ－期望的框架下，受 Ｈｅ等［１１］的工作启

发，文献 ［１２］获得了凸ｇ－期望的极小元问题及
其等价刻画。

由此，一个自然的问题是：在非线性数学期望

的框架下，凸期望集合的极小元的相关论断与凸期

望和凹期望之间的 Ｓａｎｄｗｉｃｈ定理有着什么样的内
在联系？

受Ｈｕａｎｇ等［９］及Ｊｉ等［１０］工作启发，本文致力

于在非线性数学期望的公理化框架下研究凸期望集

合的极小元的相关论断和 Ｓａｎｄｗｉｃｈ定理之间的内
在联系，证明了一类带单边或双边控制条件的凸期

望集合的极小元的论断与凸期望和凹期望之间的

Ｓａｎｄｗｉｃｈ定理之间的等价关系，完善了 Ｈｕａｎｇ
等［９］及Ｊｉ等［１０］的相关结论。

１　预备知识
设（Ω，Ｆ，Ｐ）是一个概率空间。下面我们通过

公理化假设的方法引入线性数学期望和非线性数学

期望的定义 （参阅文献 ［５］）。
定义１　称实值泛函 Ｅ［·］：Ｌ１（Ω，Ｆ，Ｐ）→ Ｒ

为线性数学期望，若其满足：

（ｉ）保常数性：Ｅ［ｃ］＝ｃ，ｃ∈Ｒ；
（ｉｉ）单调性：Ｅ［Ｘ］≥Ｅ［Ｙ］，若Ｘ≥Ｙ，Ｐ－ａ．

ｓ．；
严格单调性：Ｅ［Ｘ］≥Ｅ［Ｙ］，若Ｘ≥Ｙ，Ｐ－ａ．

ｓ．，且Ｐ（Ｘ＞Ｙ）＞０；
（ｉｉｉ）线性性：Ｅ［αＸ＋βＹ］＝αＥ［Ｘ］＋βＥ［Ｙ］，

α，β∈Ｒ。
定义２　称实值泛函ε［·］：Ｌ１（Ω，Ｆ，Ｐ）→Ｒ为

非线性数学期望，若其满足：

（ｉ）保常数性：ε［ｃ］＝ｃ，ｃ∈Ｒ；
（ｉｉ）单调性：ε［Ｘ］≥ε［Ｙ］，若Ｘ≥Ｙ，Ｐ－ａ．

ｓ．；
严格单调性：ε［Ｘ］≥ε［Ｙ］，若Ｘ≥Ｙ，Ｐ－ａ．

ｓ．，且Ｐ（Ｘ＞Ｙ）＞０。
定义３　称非线性数学期望 ε为次线性期望

（超线性期望），若其满足：

（ｉ）次可加性 （超可加性）：ε［Ｘ＋Ｙ］≤
（≥）ε［Ｘ］＋ε［Ｙ］；

（ｉｉ）正齐次性：ε［λＸ］＝λε［Ｘ］，λ∈Ｒ。
定义４　称非线性期望ε为凸期望 （凹期望），

若其满足：

凸性 （凹 性）：ε［αＸ ＋ （１ － α）Ｙ］ ≤
（≥）αε［Ｘ］＋（１－α）ε［Ｙ］，α∈［０，１］。

定义５　设（Ｓ，）为一偏序集，称ｅ０为 Ｓ的
一个极小元，若ｅ０满足：

（ｉ）ｅ０∈Ｓ；
（ｉｉ）对任意的ｅ∈Ｓ，如果ｅｅ０，则有ｅ＝ｅ０。

　　为方便读者起见，线性数学期望的全体构成的
集合记为 Ｓｌ；次线性期望的全体构成的集合记为
Ｓｓｌ；凸期望的全体构成的集合记为 Ｓｃｖ。显然，Ｓｌ
ＳｓｌＳｃｖ。为书写方便，对非线性数学期望ε１和ε２，
我们用 ε１≥ ε２表示 ε１［Ｘ］≥ ε２［Ｘ］，Ｘ∈
Ｌ１（Ω，Ｆ，Ｐ）；用 ε１ ＝ε２表示 ε１［Ｘ］ ＝ε２［Ｘ］，
Ｘ∈Ｌ１（Ω，Ｆ，Ｐ）。

下述引理１、引理２分别来自文 ［８］定理２．
７和定理３１，其中引理２被称为次线性期望与超
线性期望之间的Ｓａｎｄｗｉｃｈ定理。

引理１　非线性数学期望 ε０为集合 Ｓ
ｓｌ的一个

极小元当且仅当ε０∈Ｓ
ｌ。

引理２　设 ε１为次线性期望，ε２为超线性期
望。若ε１≥ε２，则存在线性数学期望Ｅ使得ε１≥
Ｅ≥ε２。

２　主要结果
定理１　设ε１和 ε２为非线性数学期望，则下

述论断均成立且相互等价：

（ｉ）设ε１为凸期望，ε２为凹期望。若ε１≥ε２，
则存在线性数学期望Ｅ使得ε１≥Ｅ≥ε２；

（ｉｉ）设 ε２为凹期望。则集合 Ｓ
ｃｖ（ε２）： ＝

｛ε：ε≥ε２，ε∈Ｓ
ｃｖ｝至少存在一个极小元，且ε

为Ｓｃｖ（ε２）的极小元当且仅当ε∈Ｓ
ｌ∩Ｓｃｖ（ε２）；

（ｉｉｉ）设ε１为凸期望，ε２为凹期望且ε１≥ε２。
则集合Ｓｃｖ（ε１，ε２）：＝｛ε：ε１≥ε≥ε２，ε∈
Ｓｃｖ｝至少存在一个极小元，且 ε为 Ｓｃｖ（ε１，ε２）
的极小元当且仅当ε∈Ｓｌ∩Ｓｃｖ（ε１，ε２）。

证明　首先，证明 （ｉ）成立。对任意的凸期
望ε１，定义

ε１［Ｘ］：＝ ｌｉｍ
λ→＋∞
λε１

Ｘ[ ]λ ，Ｘ∈Ｌ１（Ω，Ｆ，Ｐ）
（１）

则ε１是次线性期望。事实上，令λ１≥λ２＞０，ｋ：

＝
λ１
λ２
≥１，对每一个Ｘ∈Ｌ１（Ω，Ｆ，Ｐ），由ε１的保常

数性和凸性知

λ１ε１
Ｘ
λ[ ]
１
＝ｋλ２ε１

Ｘ
λ２
１[ ]ｋ≤λ２ε１ Ｘλ[ ]

２

即对每一个Ｘ∈Ｌ１（Ω，Ｆ，Ｐ），λε１
Ｘ[ ]λ 是关于λ在

３７
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（０，＋∞）上递减的。令λ＝１，得
ε１ ≤ε１ （２）

类似地，对每一个 Ｘ∈ Ｌ１（Ω，Ｆ，Ｐ），由 －λε１·

－Ｘ[ ]λ 是关于λ在（０，＋∞）递增的及ε１的凸性，

可得

λε１
Ｘ[ ]λ ≥－λε１ －

Ｘ[ ]λ ，
ε１［Ｘ］＝ ｌｉｍ

λ→＋∞
λε１

Ｘ[ ]λ ≥
ｌｉｍ
λ→＋∞

－λε１ －
Ｘ[ ]λ ≥－ε１［－Ｘ］ （３）

结合式 （２） －（３）知，对任意的 Ｘ∈ Ｌ１（Ω，Ｆ，
Ｐ），ε１［Ｘ］是实值的。

由ε１的定义，立得
ε１［ｃ］＝ｃ，ｃ∈Ｒ （４）

ε１［Ｘ］≥ε１［Ｙ］，　若Ｘ≥Ｙ，Ｐ－ａｓ．（５）
对任意的α∈［０，１］，Ｘ，Ｙ∈Ｌ１（Ω，Ｆ，Ｐ），由ε１的
凸性及ε１的实值性，可知

ε１［αＸ＋（１－α）Ｙ］＝

ｌｉｍ
λ→＋∞
λε１ α

Ｘ
λ
＋（１－α）Ｙ[ ]λ ≤

ｌｉｍ
λ→＋∞
λαε１

Ｘ[ ]λ ＋（１－α）ε１ Ｘ[ ]( )λ
＝

ｌｉｍ
λ→＋∞
αλε１

Ｘ[ ]λ ＋ｌｉｍλ→＋∞（１－α）λε１ Ｙ[ ]λ ＝

αε１［Ｘ］＋（１－α）ε１［Ｙ］ （６）
接下来，证明ε１满足正齐次性，即
ε１［βＸ］＝βε１［Ｘ］，β≥０，Ｘ∈Ｌ

１（Ω，Ｆ，Ｐ）

（７）
事实上，当β＝０时，由 ε１的实值性及式 （４），
立得式 （７）成立。令 β＞０，则对每一个 Ｘ∈
Ｌ１（Ω，Ｆ，Ｐ）

ε１［βＸ］＝ ｌｉｍ
λ→＋∞
λε１ β

Ｘ[ ]λ ＝

ｌｉｍ
λ→＋∞
βλε１

Ｘ[ ]λ ＝βε１［Ｘ］

对任意的 Ｘ，Ｙ∈ Ｌ１（Ω，Ｆ，Ｐ），由式 （６） － （７）
知，

ε１［Ｘ＋Ｙ］≤ε１［Ｘ］＋ε１［Ｙ］ （８）
结合ε１的实值性、式 （４） －（５）及式 （７） －
（８），欲证ε１是次线性期望，只需验证ε１满足严
格单调性条件。事实上，令 Ｘ≥ Ｙ，Ｐ－ａｓ，且
Ｐ（Ｘ＞Ｙ）＞０。由ε１的严格单调性、式 （２）及式
（７），得

ε１［Ｙ］－ε１［Ｘ］≤ε１［Ｙ－Ｘ］≤

ε１［Ｙ－Ｘ］＜ε１［０］＝０
故ε１是次线性期望。

下证 （ｉ）成立，即凸期望与凹期望之间的
Ｓａｎｄｗｉｃｈ定理成立。令

ε２［Ｘ］：＝ ｌｉｍ
λ→＋∞
λε２［

Ｘ
λ
］，Ｘ∈Ｌ１（Ω，Ｆ，Ｐ）

类似于上述步骤，易验证 ε２为超线性期望且 ε２
≥ε２。结合ε１≥ε２，可得ε１≥ε１≥ε２≥ε２。
注意到ε１为次线性期望、ε２为超线性期望且 ε１
≥ε２，应用引理２知，存在线性数学期望 Ｅ使得
ε１ ≥Ｅ≥ε２，由ε１≥ε１≥ε２≥ε２，立得

ε１≥Ｅ≥ε２
其次，证明 （ｉ） （ｉｉ）成立。令
ε２［Ｘ］：＝－ε２［－Ｘ］，Ｘ∈Ｌ

１（Ω，Ｆ，Ｐ）
易验证ε２是凸期望，按式 （１）所定义的ε２为次
线性期望且ε２≥ε２。应用引理１知存在线性数学
期望Ｅ０使得ε２ ≥Ｅ０，从而ε２≥Ｅ０，即

－ε２［－Ｘ］≥Ｅ０［Ｘ］＝
－Ｅ０［－Ｘ］，Ｘ∈Ｌ

１（Ω，Ｆ，Ｐ）
故

Ｅ０［Ｘ］≥ε２［Ｘ］，Ｘ∈Ｌ
１（Ω，Ｆ，Ｐ）

注意到Ｅ０∈Ｓ
ｃｖ，从而Ｅ０∈Ｓ

ｃｖ（ε２）。易验证Ｅ０为
集合 Ｓｃｖ（ε２）的一个极小元。事实上，若存在非
线性数学期望 ε０∈ Ｓ

ｃｖ（ε２）使得 ε０≤ Ｅ０，则由 ε０
的保常数性和凸性知，对任意的 Ｘ∈ Ｌ１（Ω，Ｆ，Ｐ）
有

０＝２ε０［Ｘ－Ｘ］＝

２ε０[ １２Ｘ＋１２（－Ｘ ]）≤ε０［Ｘ］＋ε０［－Ｘ］
结合ε０≤Ｅ０及Ｅ０的线性性得

ε０［－Ｘ］≤Ｅ０［－Ｘ］＝－Ｅ０［Ｘ］≤
－ε０［Ｘ］≤ε０［－Ｘ］，Ｘ∈Ｌ

１（Ω，Ｆ，Ｐ）
即ε０＝Ｅ０。故Ｅ０为集合Ｓ

ｃｖ（ε２）的一个极小元。
下证集合Ｓｃｖ（ε２）的极小元必为线性数学期望。

设ε为集合Ｓｃｖ（ε２）的一个极小元，则由Ｓ
ｃｖ（ε２）的

定义知ε为凸期望且ε≥ε２。由（ｉ）知，存在线性数
学期望Ｅ０使得

ε≥Ｅ０≥ε２
注意到Ｅ０∈Ｓ

ｃｖ且Ｅ０≥ε２，从而Ｅ０∈Ｓ
ｃｖ（ε２）。又ε

为集合 Ｓｃｖ（ε２）的极小元，结合 ε≥ Ｅ０及 Ｅ０∈
Ｓｃｖ（ε２），立得ε＝Ｅ０，即

ε∈Ｓｌ∩Ｓｃｖ（ε２）
　　接下来，证明 （ｉｉ） （ｉｉｉ）成立。由 ε１为
凸期望、ε２为凹期望及ε１≥ε２知，
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ε１∈Ｓ
ｃｖ（ε２）

由 （ｉｉ）知集合 Ｓｃｖ（ε２）的极小元存在且为线性数
学期望，从而存在线性数学期望 Ｅ０∈ Ｓ

ｃｖ（ε２）使得
ε１≥Ｅ０。结合集合Ｓ

ｃｖ（ε２）的定义知
ε１≥Ｅ０≥ε２

故Ｅ０∈Ｓ
ｃｖ（ε１，ε２）。易证Ｅ０为集合Ｓ

ｃｖ（ε１，ε２）的一
个极小元。事实上，若存在非线性数学期望 ε０∈
Ｓｃｖ（ε１，ε２）使得ε０≤Ｅ０，则由ε０的保常数性、凸性
及Ｅ０的线性性知

ε０［Ｘ］≤Ｅ０［Ｘ］＝
－Ｅ０［－Ｘ］≤－ε０［－Ｘ］≤ε０［Ｘ］，

Ｘ∈Ｌ１（Ω，Ｆ，Ｐ）
即ε０＝Ｅ０。故Ｅ０为集合Ｓ

ｃｖ（ε１，ε２）的一个极小元。
下证集合Ｓｃｖ（ε１，ε２）的极小元必为线性数

学期望。设ε为集合Ｓｃｖ（ε１，ε２）的一个极小元，
易知ε为凸期望且ε１≥ε≥ε２，故ε∈Ｓ

ｃｖ（ε２）。
由 （ｉｉ）知集合 Ｓｃｖ（ε２）的极小元存在且为线性
数学期望，从而存在线性数学期望Ｅ０∈Ｓ

ｃｖ（ε２）使
得ε≥Ｅ０。注意到Ｅ０∈Ｓ

ｃｖ（ε２），从而Ｅ０≥ε２，进而
ε１≥ε≥ Ｅ０≥ε２

故Ｅ０∈Ｓ
ｃｖ（ε１，ε２）。由ε为集合Ｓ

ｃｖ（ε１，ε２）的极小
元、ε≥ Ｅ０且Ｅ０∈Ｓ

ｃｖ（ε１，ε２），立得ε＝Ｅ０，即
ε∈Ｓｌ∩Ｓｃｖ（ε１，ε２）

　　最后，证明 （ｉｉｉ） （ｉ）成立。设ε１为凸期
望、ε２为凹期望且 ε１≥ ε２。由 （ｉｉｉ）知，集合
Ｓｃｖ（ε１，ε２）的极小元存在且为线性数学期望。设 Ｅ
为Ｓｃｖ（ε１，ε２）的一个极小元，则由极小元的定义及
集合Ｓｃｖ（ε１，ε２）的定义立得ε１≥Ｅ≥ε２。证毕。
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