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摘　要：探讨了轮与轮的联图的邻点被扩展和可区别全染色，并得到了它的邻点被扩展和可区别全色数，然后
通过删边的方法分别得到了扇与轮的联图，扇与扇的联图的邻点被扩展和可区别全染色及它们的邻点被扩展和

可区别全色数。
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　　Ｋａｒｏｓｋｉ等首先在文 ［１］中介绍和研究了图
的邻和可区别一般边染色，其后，Ｐｒｚｙｂｙｌｏ等在文
［２］中进一步提出邻和可区别一般全染色，且在
文 ［３－６］中得出相关结论与猜想。最后，Ｅｖｅｌｙ
ｎｅＦｌａｎｄｒｉｎ等在此基础上提出邻点被扩展和可区别
全染色，且得出相关结论与猜想。在下文中我们对

两轮之联，扇与轮的联及两扇之联的邻点被扩展和

可区别全染色进行研究与讨论。

图Ｇ的一个全ｋ染色是指ｋ种颜色对图Ｇ的全

体顶点及边的一个分配。

设ｃ是图 Ｇ的一个全 ｋ染色，任意的 ｘ∈

Ｖ（Ｇ），称ｗ（ｘ）＝∑ｅ瓡ｘ
ｃ（ｅ）＋∑ｙ∈Ｎ（ｘ）

ｃ（ｙ）为点

ｘ的扩展和，其中Ｎ（ｘ）＝｛ｙ∈Ｖ（Ｇ）ｘｙ∈Ｅ（Ｇ）｝。

称图Ｇ的全ｋ染色ｃ为邻点被扩展和可区别 （简记

为ＮＥＳＤ），如果ｗ（ｘ）≠ｗ（ｙ），其中ｘｙ∈Ｅ（Ｇ）。

使得图Ｇ存在ＮＥＳＤ全ｋ染色中ｋ的最小值被
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称为图Ｇ的邻点被扩展和可区别全色数 （ｎｅｉｇｈｂｏｒ
ｅｘｐａｎｄｅｄ ｓｕｍ ｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｉｎｇ ｉｎｄｅｘ ），简 记 为
ｅｇｎｄｉΣ（Ｇ）。

文 ［７］中给出轮和扇的概念，对 ｎ＋１阶轮
Ｗｎ，设其顶点集合为 Ｖ（Ｗｎ）＝｛ｖ０，ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝，
其边集合为 Ｅ（Ｗｎ） ＝ ｛ｖ０ｖｉ ｉ＝１，２，…，ｎ｝∪
｛ｖｉｖｉ＋１ ｉ＝１，２，…ｎ－１｝∪｛ｖｎｖ１｝。将ｎ＋１阶轮
Ｗｎ的边ｖｎｖ１删去之后得到的就是ｎ＋１阶的扇Ｆｎ。

文 ［８］中给出不相交的图Ｇ１和Ｇ２的联图Ｇ１
∨Ｇ２是指在Ｇ１＋Ｇ２中，把Ｇ１的每个顶点和Ｇ２的
每个顶点连接起来所得到的图。

文 ［９］中研究了路、圈、完全图和树等图的
邻点被扩展和可区别全染色，确定了它们的邻点被

扩展和可区别全色数。并提出了一个猜想。文

［１０－１２］对图的点可区别全染色、奇优美性及完
美匹配计数给出相关结论。

命 题 １［９］　设Ｐｍ（ｍ≥２）是ｍ阶的路，则

ｅｇｎｄｉ（Ｐｍ）＝
２，
１，
２

{
，

ｍ＝２，
ｍ＝３，
ｍ≥４

　　命题 ２［９］　设 Ｃｍ（ｍ≥ ３）是 ｍ阶的圈，则
ｅｇｎｄｉΣ（Ｃｍ）＝２。

命题３［９］　设Ｋｎ（ｎ≥２）是ｎ阶的完全图，则
ｅｇｎｄｉΣ（Ｋｎ）＝２。

命题 ４［９］　设 Ｔ是 ｎ（ｎ＞２）阶的树，则
ｅｇｎｄｉΣ（Ｔ）≤２。

猜想１［９］　设Ｇ为简单图，则ｅｇｎｄｉΣ（Ｇ）≤２。

１　主要结论及其证明
定理 １　设 ｍ≥ ３，ｎ≥ ３。则 ｅｇｎｄｉΣ（Ｗｍ∨

Ｗｎ）＝２。
证 明 　 设 Ｖ（Ｗｍ） ＝ ｛ｕ０，ｕ１，ｕ２，…，ｕｍ｝，

Ｅ（Ｗｍ）＝｛ｕ０ｕｉ ｉ＝１，２，…，ｍ｝∪ ｛ｕｉｕｉ＋１ ｉ＝１，２，…，
ｍ －１｝∪ ｛ｕｍｕ１｝，Ｖ（Ｗｎ） ＝ ｛ｖ０，ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝，
Ｅ（Ｗｎ）＝｛ｖ０ｖｊｊ＝１，２，…，ｎ｝∪｛ｖｊｖｊ＋１ ｊ＝１，２，
…ｎ－１｝∪｛ｖｎｖ１｝。ｃ是Ｗｍ∨Ｗｎ的一个全ｋ染色。
显然 Ｗｍ ∨ Ｗｎ没有 ＮＥＳＤ全 １染色，下面给出
Ｗｍ∨Ｗｎ的一个ＮＥＳＤ全２染色。

情形１　ｍ，ｎ均为偶数且 ｍ≠ ｎｃ（ｕ０）＝２；
ｃ（ｕ２ｉ－１）＝１，１≤２ｉ－１≤ ｍ－１；ｃ（ｕ２ｉ）＝２，２≤
２ｉ≤ｍ；ｃ（ｖ０）＝１；ｃ（ｖ２ｊ－１）＝１，１≤２ｊ－１≤ｎ－１；
ｃ（ｖ２ｊ）＝２，２≤ ２ｊ≤ ｎ；ｃ（ｕｍｕ１）＝ｃ（ｖｎｖ１）＝
ｃ（ｕ０ｖ０）＝２。除上述边染颜色 ２外 （如图 １所
示），其余边均染颜色１。则每个顶点的扩展和计

算如下：

ｗ（ｕ０）＝
５ｍ
２ ＋

５ｎ
２＋３；ｗ（ｕ１）＝

５ｎ
２＋１２；

ｗ（ｕ２ｉ）＝
５ｎ
２＋９，２≤２ｉ≤ｍ－２；

ｗ（ｕ２ｉ－１）＝
５ｎ
２＋１１，３≤２ｉ－１≤ｍ－１；

ｗ（ｕｍ）＝
５ｎ
２＋１０；

ｗ（ｖ０）＝
５ｍ
２ ＋

５ｎ
２＋４；

ｗ（ｖ１）＝
５ｍ
２ ＋１２；

ｗ（ｖ２ｊ）＝
５ｍ
２ ＋９，２≤２ｊ≤ｎ－２；

ｗ（ｖ２ｊ－１）＝
５ｍ
２ ＋１１，

３≤２ｊ－１≤ｎ－１；

ｗ（ｖｎ）＝
５ｍ
２ ＋１０

显然ｗ（ｕｉ）≠ｗ（ｕｉ＋１），ｉ＝１，２，…，ｍ－１；ｗ（ｕｍ）≠
ｗ（ｕ１）；ｗ（ｖｊ）≠ｗ（ｖｊ＋１），ｊ＝１，２，…，ｎ－１；ｗ（ｖｎ）≠
ｗ（ｖ１）。下面考虑ｗ（ｕ０）≠ｗ（ｕｉ），１≤ｉ≤ｍ。

假设ｗ（ｕ０）＝ｗ（ｕ１），有
５ｍ
２ ＋

５ｎ
２＋３＝

５ｎ
２＋

１２，即ｍ ＝１８５，与 ｍ为整数矛盾；假设 ｗ（ｕ０）＝

ｗ（ｕ２ｉ），２≤２ｉ≤ｍ－２，有
５ｍ
２ ＋

５ｎ
２＋３＝

５ｎ
２＋９，

即ｍ ＝１２５，与 ｍ为整数矛盾；假设 ｗ（ｕ０） ＝

ｗ（ｕ２ｉ－１），３≤２ｉ－１≤ ｍ－１，有
５ｍ
２ ＋

５ｎ
２＋３＝

５ｎ
２＋１１，即 ｍ ＝１６５，与 ｍ为整数矛盾；假设

ｗ（ｕ０）＝ｗ（ｕｍ），有
５ｍ
２＋
５ｎ
２＋３＝

５ｎ
２＋１０，即ｍ＝

１４
５，与ｍ为整数矛盾。因此，ｗ（ｕ０）≠ｗ（ｕｉ），１≤ｉ

≤ｍ。
同理可得ｗ（ｖ０）≠ｗ（ｖｊ），１≤ｊ≤ｎ，ｗ（ｕｉ）≠

ｗ（ｖｊ），０≤ｉ≤ｍ，０≤ｊ≤ｎ。故当ｍ，ｎ均为偶数且
ｍ≠ｎ时，ｃ是Ｗｍ∨Ｗｎ的一个ＮＥＳＤ全２染色。

情形２　ｍ，ｎ均为偶数且ｍ＝ｎ
（ｉ）ｍ＝ｎ＝４时。

ｃ（ｕ１）＝ｃ（ｕ３）＝ｃ（ｖ０）＝ｃ（ｖ１）＝ｃ（ｖ３）＝１，
ｃ（ｕ０）＝ｃ（ｕ２）＝ｃ（ｕ４） ＝ｃ（ｖ２） ＝ｃ（ｖ４） ＝２，
ｃ（ｕ０ｕｉ）＝２，１≤ｉ≤４；ｃ（ｕｉｕｉ＋１）＝２，１≤ｉ≤３；

７８
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图１　 情形１的ＮＥＳＤ全２染色
Ｆｉｇ１　ＮＥＳＤｔｏｔａｌ２ｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆｃａｓｅ１

ｃ（ｕ４ｕ１）＝ｃ（ｖ０ｖ１）＝ｃ（ｖ０ｖ３）＝ｃ（ｖ１ｖ２）＝ｃ（ｖ２ｖ３）＝２。
除上述边染颜色２，其余边均染颜色１。则每个顶
点的扩展和计算如下：

ｗ（ｕ０）＝２６；ｗ（ｕ１）＝２４；ｗ（ｕ２）＝２２；
ｗ（ｕ３）＝２４；ｗ（ｕ４）＝２２；
ｗ（ｖ０）＝２５；ｗ（ｖ１）＝２３；

ｗ（ｖ２）＝２１；ｗ（ｖ３）＝２３；ｗ（ｖ４）＝１９
显然当ｍ，ｎ均为偶数且ｍ＝ｎ＝４时，ｃ是Ｗ４∨Ｗ４
的一个ＮＥＳＤ全２染色。

（ｉｉ）当ｍ＝ｎ≥６时。
ｃ（ｕ０）＝２；ｃ（ｕ２ｉ－１） ＝１，１≤ ２ｉ－１≤ ｍ －１；
ｃ（ｕ２ｉ）＝２，２≤２ｉ≤ｍ；ｃ（ｖ０）＝１；ｃ（ｖ２ｊ－１）＝１，１≤
２ｊ－１≤ｎ－１；ｃ（ｖ２ｊ）＝２，２≤２ｊ≤ｎ；ｃ（ｕ２ｋｕ２ｋ＋１）＝

２，１≤ｋ≤ ｍ２－１；ｃ（ｕｍｕ１）＝ｃ（ｖｎｖ１）＝ｃ（ｕ０ｖ０）＝

２；ｃ（ｖｊｖｊ＋１）＝２，１≤ｊ≤ｎ－１。除上述边染颜色外，
其余边均染颜色。则每个顶点的扩展和计算如下：

ｗ（ｕ０）＝５ｍ＋３；ｗ（ｕ２ｉ）＝
５ｍ
２ ＋１０，２≤２ｉ≤ｍ；

ｗ（ｕ２ｉ－１）＝
５ｍ
２ ＋１２，１≤２ｉ－１≤ｍ－１；

ｗ（ｖ０）＝５ｍ＋４；ｗ（ｖ２ｊ）＝
５ｍ
２ ＋１１，２≤２ｊ≤ｎ；

ｗ（ｖ２ｊ－１）＝
５ｍ
２ ＋１３，１≤２ｊ－１≤ｎ－１

显然当ｍ，ｎ均为偶数且ｍ＝ｎ≥６时，ｃ是Ｗｍ∨Ｗｎ
的一个ＮＥＳＤ全２染色。

情形３　ｍ，ｎ均为奇数且ｍ≠ｎ
（ｉ）当ｍ与ｎ中恰好有一个等于３时。
不妨设ｍ ＝３，ｃ（ｕ０）＝ｃ（ｕ１）＝ｃ（ｕ３）＝２；

ｃ（ｕ２）＝１；ｃ（ｖ０）＝１；ｃ（ｖ２ｊ－１）＝１，１≤２ｊ－１≤ｎ；
ｃ（ｖ２ｊ）＝２，２≤２ｊ≤ｎ－１；ｃ（ｕ０ｕｉ）＝２，１≤ｉ≤３；
ｃ（ｕ１ｕ２） ＝ ｃ（ｕ０ｖ０） ＝ ｃ（ｖ０ｖ１） ＝ ｃ（ｖ０ｖ２） ＝

ｃ（ｖ０ｖｎ）＝ｃ（ｖｎ－１ｖｎ）＝２。除上述边染颜色 ２外，
其余边均染颜色 １。则每个顶点的扩展和计算如
下：

ｗ（ｕ０）＝
５ｎ－３
２ ＋１５；ｗ（ｕ１）＝

５ｎ－３
２ ＋１３；

ｗ（ｕ２）＝
５ｎ－３
２ ＋１４；ｗ（ｕ３）＝

５ｎ－３
２ ＋１２；

ｗ（ｖ０）＝
５ｎ－３
２ ＋１６；ｗ（ｖ１）＝１９；

ｗ（ｖ２）＝１８；ｗ（ｖ２ｊ－１）＝１９，３≤２ｊ－１≤ｎ－２；
ｗ（ｖ２ｊ）＝１７，４≤２ｊ≤ｎ－３；
ｗ（ｖｎ－１）＝１８；ｗ（ｖｎ）＝２０

显然ｗ（ｕｉ）（ｉ＝０，１，２，３）之间互不相同，ｗ（ｖｊ）≠
ｗ（ｖｊ＋１），ｊ＝１，２，…，ｎ－１；ｗ（ｖｎ）≠ｗ（ｖ１）；ｗ（ｖ０）≠
ｗ（ｕｉ），ｉ＝０，１，２，３。下面考虑 ｗ（ｕ０）≠ ｗ（ｖｊ），
１≤ｊ≤ｎ。

假设ｗ（ｕ０）＝ｗ（ｖ１），有
５ｎ－３
２ ＋１５＝１９，即

ｎ＝１１５，与ｎ为整数矛盾；假设ｗ（ｕ０）＝ｗ（ｖ２），有

５ｎ－３
２ ＋１５＝１８，即ｎ＝９５，与ｎ为整数矛盾；假

设ｗ（ｕ０）＝ｗ（ｖ２ｊ－１），３≤２ｊ－１≤ｎ－２，有
５ｎ－３
２ ＋

１５＝１９，即 ｎ＝１１５，与 ｎ为整数矛盾；假设

ｗ（ｕ０）＝ｗ（ｖ２ｊ），４≤２ｊ≤ｎ－３，有
５ｎ－３
２ ＋１５＝

１７，即 ｎ＝ ７５，与 ｎ为整数矛盾；假设 ｗ（ｕ０）＝

ｗ（ｖｎ－１），有
５ｎ－３
２ ＋１５＝１８，即ｎ＝９５，与ｎ为整

数矛盾；假设 ｗ（ｕ０）＝ｗ（ｖｎ），有
５ｎ－３
２ ＋１５＝

８８



　第 ３期 张辉，等：轮和扇三类联图的邻点被扩展和可区别全染色

２０，即 ｎ＝１３５与 ｎ为整数矛盾。因此，ｗ（ｕ０）≠

ｗ（ｖｊ），１≤ｊ≤ｎ。
同理可得ｗ（ｖ０）≠ｗ（ｖｊ），１≤ｊ≤ｎ；ｗ（ｕｉ）≠

ｗ（ｖｊ），１≤ｉ≤ｍ，１≤ｊ≤ｎ。故当ｍ，ｎ均为奇数且
ｍ≠ｎ（ｍ＝３）时，ｃ是Ｗ３∨Ｗｎ的一个ＮＥＳＤ全２
染色。

（ｉｉ）当ｍ与ｎ均大于３时。
ｃ（ｕ０）＝２；ｃ（ｕ２ｉ－１）＝１；１≤２ｉ－１≤ｍ；ｃ（ｕ２ｉ）＝２；
２≤２ｉ≤ ｍ－１；ｃ（ｖ０）＝１；ｃ（ｖ２ｊ－１）＝１，１≤２ｊ－
１≤ｎ；ｃ（ｖ２ｊ） ＝ ２，２≤ ２ｊ≤ ｎ－１；ｃｕ０ｕ( )

ｍ ＝
ｃ（ｖ０ｖｎ）＝２。除上述边染颜色外，其余边均染颜
色。则每个顶点的扩展和计算如下：

ｗ（ｕ０）＝
５ｍ－３
２ ＋５ｎ－３２ ＋５；

ｗ（ｕ１）＝
５ｎ－３
２ ＋１１；

ｗ（ｕ２ｉ）＝
５ｎ－３
２ ＋１０，２≤２ｉ≤ｍ－１；

ｗ（ｕ２ｉ－１）＝
５ｎ－３
２ ＋１２，３≤２ｉ－１≤ｍ；

ｗ（ｖ０）＝
５ｍ－３
２ ＋５ｎ－３２ ＋６；

ｗ（ｖ１）＝
５ｍ－３
２ ＋１１；

ｗ（ｖ２ｊ）＝
５ｍ－３
２ ＋１０，２≤２ｊ≤ｎ－１；

ｗ（ｖ２ｊ－１）＝
５ｍ－３
２ ＋１２，３≤２ｊ－１≤ｎ

显然ｗ（ｕｉ）≠ｗ（ｕｉ＋１），ｉ＝１，２，…，ｍ－１；ｗ（ｕｍ）≠
ｗ（ｕ１）；ｗ（ｖｊ）≠ｗ（ｖｊ＋１），ｊ＝１，２，…，ｎ－１；ｗ（ｖｎ）≠
ｗ（ｖ１）。下面考虑ｗ（ｕ０）≠ｗ（ｕｉ），１≤ｉ≤ｍ。

假设ｗ（ｕ０）＝ｗ（ｕ１），有
５ｍ－３
２ ＋５ｎ－３２ ＋５

＝５ｎ－３２ ＋１１，即 ｍ ＝３，与 ｍ ＞３矛盾；假设

ｗ（ｕ０）＝ｗ（ｕ２ｉ），２≤ ２ｉ≤ ｍ－１，有
５ｍ－３
２ ＋

５ｎ－３
２ ＋５＝５ｎ－３２ ＋１０，即ｍ＝１３５，与ｍ为整数

矛盾；假设ｗ（ｕ０）＝ｗ（ｕ２ｉ－１），３≤２ｉ－１≤ｍ，有
５ｍ－３
２ ＋５ｎ－３２ ＋５＝５ｎ－３２ ＋１２，即ｍ＝１７５，与

ｍ为整数矛盾。因此，ｗ（ｕ０）≠ｗ（ｕｉ），１≤ｉ≤ｍ。
同理可得ｗ（ｖ０）≠ｗ（ｖｊ），１≤ｊ≤ｎ；ｗ（ｕｉ）≠

ｗ（ｖｊ），０≤ｉ≤ｍ，０≤ｊ≤ｎ。故当ｍ，ｎ均为奇数且
ｍ≠ｎ（ｍ ＞３，ｎ＞３）时，ｃ是 Ｗｍ∨ Ｗｎ的一个
ＮＥＳＤ全２染色。

情形４　ｍ，ｎ均为奇数且ｍ＝ｎ
（ｉ）当ｍ＝ｎ＝３时。

ｃ（ｕ２）＝ｃ（ｖ０） ＝ｃ（ｖ１） ＝ｃ（ｖ３） ＝１，ｃ（ｕ０） ＝
ｃ（ｕ１）＝ｃ（ｕ３）＝ｃ（ｖ２）＝２；ｃ（ｕ１ｖ１）＝ｃ（ｕ１ｖ０）＝
ｃ（ｕ１ｖ３）＝ｃ（ｕ０ｖ０）＝ｃ（ｕ２ｖ１）＝ｃ（ｕ２ｖ０）＝ｃ（ｕ２ｖ３）
＝ｃ（ｖ１ｖ２）＝ｃ（ｖ１ｖ３）＝２；ｃ（ｖ０ｖｊ）＝２，１≤ｊ≤３。
除上述边染颜色２外，其余边均染颜色１。则每个
顶点的扩展和计算如下：

ｗ（ｕ０）＝１８；ｗ（ｕ１）＝２０；
ｗ（ｕ２）＝２１；ｗ（ｕ３）＝１７；
ｗ（ｖ０）＝２４；ｗ（ｖ１）＝２３；
ｗ（ｖ２）＝１９；ｗ（ｖ３）＝２２

显然当ｍ，ｎ均为奇数且ｍ＝ｎ＝３时，ｃ是Ｗ３∨Ｗ３
的一个ＮＥＳＤ全２染色。

（ｉｉ）当ｍ＝ｎ≥５时。
ｃ（ｕ０）＝２；ｃ（ｕ２ｉ－１）＝１；１≤２ｉ－１≤ｍ；ｃ（ｕ２ｉ）＝２；
２≤２ｉ≤ ｍ－１；ｃ（ｖ０）＝１；ｃ（ｖ２ｊ－１）＝１，１≤２ｊ－
１≤ｎ；ｃ（ｖ２ｊ）＝２，２≤２ｊ≤ｎ－１；ｃ（ｕ２ｋ－１ｕ２ｋ－１）＝２，
３≤２ｋ－１≤ ｍ；ｃ（ｕ０ｕｍ）＝ｃ（ｖ０ｖ１）＝ｃ（ｖ０ｖｎ）＝
ｃ（ｖｎｖ１）＝２；ｃ（ｖｊｖｊ＋１）＝２，１≤ｊ≤ｎ－１。除上述边
染颜色２外，其余边均染颜色１。则每个顶点的扩
展和计算如下：

ｗ（ｕ０）＝５ｍ＋２；ｗ（ｕ１）＝
５ｍ－３
２ ＋１１；

ｗ（ｕ２ｉ）＝
５ｍ－３
２ ＋１０，２≤２ｉ≤ｍ－１；

ｗ（ｕ２ｉ－１）＝
５ｍ－３
２ ＋１３，３≤２ｉ－１≤ｍ；

ｗ（ｖ０）＝５ｍ＋４；ｗ（ｖ１）＝
５ｍ－３
２ ＋１４；

ｗ（ｖ２ｊ）＝
５ｍ－３
２ ＋１２，２≤２ｊ≤ｎ－１；

ｗ（ｖ２ｊ－１）＝
５ｍ－３
２ ＋１５，３≤２ｊ－１≤ｎ

显然ｗ（ｕｉ）≠ｗ（ｕｉ＋１），ｉ＝１，２，…，ｍ－１；ｗ（ｕｍ）≠
ｗ（ｕ１）；ｗ（ｖｊ）≠ｗ（ｖｊ＋１），ｊ＝１，２，…，ｎ－１；ｗ（ｖｎ）≠
ｗ（ｖ１）；ｗ（ｕ０）≠ｗ（ｖ０）；ｗ（ｕｉ）≠ｗ（ｖｊ），０≤ｉ≤ｍ，
０≤ｊ≤ｎ。下面考虑ｗ（ｕ０）≠ｗ（ｕｉ），１≤ｉ≤ｍ。

假设ｗ（ｕ０）＝ｗ（ｕ１），有５ｍ＋２＝
５ｍ－３
２ ＋

１１，即 ｍ ＝３，与 ｍ≥ ５矛盾；假设 ｗ（ｕ０）＝

ｗ（ｕ２ｉ），２≤２ｉ≤ｍ－１，有５ｍ＋２＝
５ｍ－３
２ ＋１０，

即ｍ ＝１３５，与 ｍ为整数矛盾；假设 ｗ（ｕ０） ＝

ｗ（ｕ２ｉ－１），３≤２ｉ－１≤ｍ，有５ｍ＋２＝
５ｍ－３
２ ＋１３，

９８
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即 ｍ ＝１８５，与 ｍ为整数矛盾。因此，ｗ（ｕ０）≠

ｗ（ｕｉ），１≤ｉ≤ｍ。
同理可得ｗ（ｖ０）≠ｗ（ｖｊ），１≤ｊ≤ｎ。故当ｍ，

ｎ均为奇数且ｍ＝ｎ≥５时，ｃ是Ｗｍ∨Ｗｎ的一个
ＮＥＳＤ全２染色。

情形５　ｍ是奇数，ｎ是偶数且ｍ＞ｎｃ（ｕ０）＝
２，ｃ（ｕ２ｉ－１）＝１，１≤２ｉ－１≤ｍ；ｃ（ｕ２ｉ）＝２，２≤２ｉ≤
ｍ－１；ｃ（ｖ０）＝１，ｃ（ｖ２ｊ－１）＝１，１≤２ｊ－１≤ｎ－１；
ｃ（ｖ２ｊ）＝２，２≤２ｊ≤ ｎ；ｃ（ｕｍ－１ｕｍ）＝ｃ（ｖｎｖ１）＝２；
ｃ（ｖ２ｋｖ２ｋ＋１）＝２，２≤２ｋ≤ｎ－２。除上述边染颜色２
外，其余边均染颜色１。则每个顶点的扩展和计算
如下：

ｗ（ｕ０）＝
５ｍ－３
２ ＋５ｎ２＋３；ｗ（ｕ１）＝

５ｎ
２＋１０；

ｗ（ｕ２ｉ）＝
５ｎ
２＋９，２≤２ｉ≤ｍ－３；

ｗ（ｕ２ｉ－１）＝
５ｎ
２＋１１，３≤２ｉ－１≤ｍ

－２；ｗ（ｕｍ－１）＝
５ｎ
２＋１０；

ｗ（ｕｍ）＝
５ｎ
２＋１１；

ｗ（ｖ０）＝
５ｍ－３
２ ＋５ｎ２＋４；

ｗ（ｖ２ｊ－１）＝
５ｍ－３
２ ＋１３，

１≤２ｊ－１≤ｎ－１；

ｗ（ｖ２ｊ）＝
５ｍ－３
２ ＋１１，２≤２ｊ≤ｎ

显然ｗ（ｕｉ）≠ｗ（ｕｉ＋１），ｉ＝１，２，…，ｍ－１；ｗ（ｕｍ）≠
ｗ（ｕ１）；ｗ（ｖｊ）≠ｗ（ｖｊ＋１），ｊ＝１，２，…，ｎ－１；ｗ（ｖｎ）≠
ｗ（ｖ１）；ｗ（ｕ０）≠ ｗ（ｖ０）。下 面 考 虑 ｗ（ｕ０）≠
ｗ（ｕｉ），１≤ｉ≤ｍ。

假设ｗ（ｕ０）＝ｗ（ｕ１），有
５ｍ－３
２ ＋５ｎ２＋３＝

５ｎ
２＋１０，即ｍ＝

１７
５，与ｍ为整数矛盾；假设ｗ（ｕ０）

＝ｗ（ｕ２ｉ），２≤２ｉ≤ｍ－３，有
５ｍ－３
２ ＋５ｎ２＋３＝

５ｎ
２

＋９，即ｍ＝３与ｍ＞ｎ≥３矛盾；假设ｗ（ｕ０）＝

ｗ（ｕ２ｉ－１），３≤２ｉ－１≤ｍ－２，有
５ｍ－３
２ ＋５ｎ２＋３＝

５ｎ
２＋１１，即ｍ＝

１９
５，与ｍ为整数矛盾；假设ｗ（ｕ０）

＝ｗ（ｕｍ－１），有
５ｍ－３
２ ＋５ｎ２＋３＝

５ｎ
２＋１０，即ｍ＝

１７
５，与 ｍ为整数矛盾；假设 ｗ（ｕ０）＝ｗ（ｕｍ），有

５ｍ－３
２ ＋５ｎ２＋３＝

５ｎ
２＋１１，即ｍ＝

１９
５，与ｍ为整数

矛盾。因此ｗ（ｕ０）≠ｗ（ｕｉ），１≤ｉ≤ｍ。
同理可得ｗ（ｖ０）≠ｗ（ｖｊ），１≤ｊ≤ｎ；ｗ（ｕｉ）≠

ｗ（ｖｊ），１≤ｉ≤ｍ，１≤ｊ≤ｎ。故当ｍ是奇数，ｎ是
偶数且ｍ＞ｎ时，ｃ是Ｗｍ∨Ｗｎ的一个ＮＥＳＤ全２
染色。

情形６　ｍ是奇数，ｎ是偶数且ｍ＜ｎ
（ｉ）当ｍ＝３时。

ｃ（ｕ０）＝ｃ（ｕ１）＝ｃ（ｕ３）＝２；ｃ（ｕ２）＝１；ｃ（ｖ０）＝１；
ｃ（ｖ２ｊ－１）＝１，１≤ ２ｊ－１≤ ｎ－１；ｃ（ｖ２ｊ） ＝２，
２≤２ｉ≤ｎ；ｃ（ｕ０ｕ２） ＝ ｃ（ｕ０ｖ０） ＝ ｃ（ｕ１ｖ０） ＝
ｃ（ｕ２ｖ０）＝２。除上述边染颜色２外，其余边均染
颜色１。则每个顶点的扩展和计算如下：

ｗ（ｕ０）＝
５ｎ
２＋１２；ｗ（ｕ１）＝

５ｎ
２＋１１；

ｗ（ｕ２）＝
５ｎ
２＋１３；ｗ（ｕ３）＝

５ｎ
２＋１０；

ｗ（ｖ０）＝
５ｎ
２＋１４；

ｗ（ｖ２ｊ－１）＝１９，１≤２ｊ－１≤ｎ－１；
ｗ（ｖ２ｊ）＝１７，２≤２ｊ≤ｎ

显然ｗ（ｕｉ）（ｉ＝０，１，２，３）之间互不相同，ｗ（ｖｊ）≠
ｗ（ｖｊ＋１），ｊ＝１，２，…，ｎ－１；ｗ（ｖｎ）≠ｗ（ｖ１）；ｗ（ｖ０）≠
ｗ（ｕｉ），ｉ＝０，１，２，３。下面考虑 ｗ（ｕ０）≠ ｗ（ｖｊ），
１≤ｊ≤ｎ。

假设ｗ（ｕ０）＝ｗ（ｖ２ｊ－１），１≤２ｊ－１≤ｎ－１，有
５ｎ
２＋１２＝１９，即 ｎ＝

１４
５，与 ｎ为整数矛盾；假设

ｗ（ｕ０）＝ｗ（ｖ２ｊ），２≤２ｊ≤ ｎ，有
５ｎ
２＋１２＝１７，即

ｎ＝２，与ｎ≥３矛盾。因此，ｗ（ｕ０）≠ｗ（ｖｊ），１≤ｊ
≤ｎ。

同理可得ｗ（ｖ０）≠ｗ（ｖｊ），１≤ｊ≤ｎ；ｗ（ｕｉ）≠
ｗ（ｖｊ），１≤ｉ≤ｍ，１≤ｊ≤ｎ。故当ｍ是奇数，ｎ是
偶数且 ｍ ＜ｎ（ｍ ＝３）时，ｃ是 Ｗｍ∨ Ｗｎ的一个
ＮＥＳＤ全２染色。

（ｉｉ）当ｍ≥５时。
ｃ（ｕ０）＝２，ｃ（ｕ２ｉ－１）＝１，１≤２ｉ－１≤ｍ；ｃ（ｕ２ｉ）＝２，
２≤２ｉ≤ ｍ－１；ｃ（ｖ０）＝１；ｃ（ｖ２ｊ－１）＝１，１≤２ｊ－
１≤ｎ－１；ｃ（ｖ２ｊ）＝２，２≤ ２ｊ≤ ｎ；ｃ（ｕｍｕ１）＝２；
ｃ（ｕｉｕｉ＋１）＝２，１≤ｉ≤ｍ－２。除上述边染颜色２
外，其余边均染颜色１。则每个顶点的扩展和计算
如下：

０９
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ｗ（ｕ０）＝
５ｍ－３
２ ＋５ｎ２＋３；ｗ（ｕ１）＝

５ｎ
２＋１２；

ｗ（ｕ２ｉ）＝
５ｎ
２＋１１，２≤２ｉ≤ｍ－３；

ｗ（ｕ２ｉ－１）＝
５ｎ
２＋１３，３≤２ｉ－１≤ｍ－２；

ｗ（ｕｍ－１）＝
５ｎ
２＋１０；ｗ（ｕｍ）＝

５ｎ
２＋１１；

ｗ（ｖ０）＝
５ｍ－３
２ ＋５ｎ２＋４；

ｗ（ｖ２ｊ－１）＝
５ｍ－３
２ ＋１２，１≤２ｊ－１≤ｎ－１；

ｗ（ｖ２ｊ）＝
５ｍ－３
２ ＋１０，２≤２ｊ≤ｎ

显然ｗ（ｕｉ）≠ｗ（ｕｉ＋１），ｉ＝１，２，…，ｍ－１；ｗ（ｕｍ）≠
ｗ（ｕ１）；ｗ（ｖｊ）≠ｗ（ｖｊ＋１），ｊ＝１，２，…，ｎ－１；ｗ（ｖｎ）≠
ｗ（ｖ１）；ｗ（ｕ０）≠ ｗ（ｖ０）。下 面 考 虑 ｗ（ｕ０）≠
ｗ（ｕｉ），１≤ｉ≤ｍ。

假设ｗ（ｕ０）＝ｗ（ｕ１），有
５ｍ－３
２ ＋５ｎ２＋３＝

５ｎ
２＋１２，即ｍ＝

２１
５，与ｍ为整数矛盾；假设ｗ（ｕ０）

＝ｗ（ｕ２ｉ），２≤２ｉ≤ｍ－３，有
５ｍ－３
２ ＋５ｎ２＋３＝

５ｎ
２

＋１１，即ｍ＝１９５与ｍ为整数矛盾；假设ｗ（ｕ０）＝

ｗ（ｕ２ｉ－１），３≤２ｉ－１≤ｍ－２，有
５ｍ－３
２ ＋５ｎ２＋３＝

５ｎ
２＋１３，即ｍ＝

２３
５，与ｍ为整数矛盾；假设ｗ（ｕ０）

＝ｗ（ｕｍ－１），有
５ｍ－３
２ ＋５ｎ２＋３＝

５ｎ
２＋１０，即ｍ＝

１７
５，与 ｍ为整数矛盾；假设 ｗ（ｕ０）＝ｗ（ｕｍ），有

５ｍ－３
２ ＋５ｎ２＋３＝

５ｎ
２＋１１，即ｍ＝

１９
５，与ｍ为整数

矛盾。因此ｗ（ｕ０）≠ｗ（ｕｉ），１≤ｉ≤ｍ。
同理可得ｗ（ｖ０）≠ｗ（ｖｊ），１≤ｊ≤ｎ；ｗ（ｕｉ）≠

ｗ（ｖｊ），１≤ｉ≤ｍ，１≤ｊ≤ｎ。故当ｍ是奇数，ｎ是
偶数且 ｍ ＜ｎ（ｍ≥５）时，ｃ是 Ｗｍ∨ Ｗｎ的一个
ＮＥＳＤ全２染色。

注１　当ｍ是偶数，ｎ是奇数且 ｍ＞ｎ时，由
轮与轮联图的对称性可得，它与情形６相同。同
理，当ｍ是偶数，ｎ是奇数且ｍ＜ｎ时，它与情形
５相同。所以在这里我们不再进行讨论。

综上可证ｅｇｎｄｉ∑（Ｗｍ∨Ｗｎ）＝２。
定理２设ｍ≥３，ｎ≥３。则ｅｇｎｄｉΣ（Ｆｍ∨Ｗｎ）

＝２。

证明　设
Ｖ（Ｆｍ）＝｛ｕ０，ｕ１，ｕ２，…，ｕｍ｝，

Ｅ（Ｆｍ）＝｛ｕ０ｕｉ｜ｉ＝１，２，…，ｍ｝∪｛ｕｉｕｉ＋１｜ｉ＝
１，２，…，ｍ－１｝，Ｖ（Ｗｎ）＝｛ｖ０，ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝，

Ｅ（Ｗｎ）＝｛ｖ０ｖｊ｜ｊ＝１，２，…，ｎ｝∪
｛ｖｊｖｊ＋１｜ｊ＝１，２，…，ｎ－１｝∪｛ｖｎｖ１｝

ｃ是Ｆｍ∨Ｗｎ的一个全ｋ染色。显然Ｆｍ∨Ｗｎ没有
ＮＥＳＤ全１染色，下面给出 Ｆｍ∨ Ｗｎ的一个 ＮＥＳＤ
全２染色。

情形１　ｍ，ｎ均为偶数且 ｍ≠ ｎ，在定理１的
情形１中删去边ｕｍｕ１后，就可得 Ｆｍ∨ Ｗｎ在 ｍ，ｎ
均为偶数且ｍ≠ｎ时的一个ＮＥＳＤ全２染色。

情形２　ｍ，ｎ均为偶数且 ｍ＝ｎ，在定理１的
情形２的 （１）中删去边 ｖ３ｖ４后，就可得 Ｆ４∨ Ｗ４
的一个ＮＥＳＤ全２染色。在定理１的情形２的 （２）
中删去边ｕｍｕ１后，就可得Ｆｍ∨Ｗｎ在ｍ，ｎ均为偶
数且ｍ＝ｎ≥６时的一个ＮＥＳＤ全２染色。

情形３　ｍ，ｎ均为奇数且ｍ≠ｎ，在定理 １的
情形３的 （１）中删去边ｕ１ｕ２后，就可得Ｆ３∨Ｗｎ
在ｍ，ｎ均为奇数且ｍ≠ｎ（ｍ＝３）时的一个ＮＥＳＤ
全２染色。在定理 １的情形 ３的 （２）中删去边
ｕ１ｕ２后，就可得Ｆｍ∨Ｗｎ在ｍ，ｎ均为奇数且ｍ≠
ｎ（ｍ＞３，ｎ＞３）时的一个ＮＥＳＤ全２染色。

情形４　ｍ，ｎ均为奇数且ｍ＝ｎ，在定理 １的
情形４的 （１）中删去边ｕ１ｕ３后，就可得Ｆ３∨Ｗ３
的一个ＮＥＳＤ全２染色。在定理１的情形４的 （２）
中删去边ｕｍｕ１后，就可得Ｆｍ∨Ｗｎ在ｍ，ｎ均为奇
数且ｍ＝ｎ≥５时的一个ＮＥＳＤ全２染色。

情形５　ｍ是奇数，ｎ是偶数且ｍ＞ｎ，在定理
１的情形５中删去边ｕ１ｕ２后，就可得Ｆｍ∨Ｗｎ在ｍ
是奇数，ｎ是偶数且ｍ＞ｎ时的一个ＮＥＳＤ全２染
色。

情形６　ｍ是奇数，ｎ是偶数且ｍ＜ｎ，在定理
１的情形６的 （１）中删去边ｕ２ｕ３后，就可得Ｆ３∨
Ｗｎ在ｍ是奇数，ｎ是偶数且ｍ＜ｎ（ｍ＝３）时的一
个ＮＥＳＤ全２染色。在定理 １的情形６的 （２）中
删去边ｕｍｕ１后，就可得Ｆｍ∨Ｗｎ在ｍ是奇数，ｎ是
偶数且ｍ＜ｎ（ｍ≥５）时的一个ＮＥＳＤ全２染色。

情形７　ｍ是偶数，ｎ是奇数且ｍ＞ｎ，在定理
１的情形６的 （１）中删去边ｖｎｖ１后，就可得Ｆｍ∨
Ｗ３在ｍ是偶数，ｎ是奇数且ｍ＞ｎ（ｎ＝３）时一个
ＮＥＳＤ全２染色。在定理１的情形６的 （２）中删去
边ｖｎｖ１后，就可得Ｆｍ∨Ｗｎ在ｍ是偶数，ｎ是奇数
且ｍ＞ｎ≥５时的一个ＮＥＳＤ全２染色。

情形８　ｍ是偶数，ｎ是奇数且ｍ＜ｎ，在定理
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１的情形５中删去边ｖｎｖ１后，就可得Ｆｍ∨Ｗｎ在ｍ
是偶数，ｎ是奇数且ｍ＜ｎ时的一个ＮＥＳＤ全２染
色。

综上可证ｅｇｎｄｉΣ（Ｆｍ∨Ｗｎ）＝２。
定理３　设ｍ≥３，ｎ≥３，则ｅｇｎｄｉΣ（Ｆｍ∨Ｆｎ）

＝２。
证明　设Ｖ（Ｆｍ）＝｛ｕ０，ｕ１，ｕ２，…，ｕｍ｝，Ｅ（Ｆｍ）

＝｛ｕ０ｕｉ｜ｉ＝１，２，…，ｍ｝∪｛ｕｉｕｉ＋１，｜ｉ＝１，２，…，
ｍ－１｝，Ｖ（Ｆｎ）＝｛ｖ０，ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝，Ｅ（Ｆｎ）＝｛ｖ０ｖｊ
｜ｊ＝１，２，…，ｎ｝∪｛ｖｊｖｊ＋１｜ｊ＝１，２，…，ｎ－１｝。ｃ是
Ｆｍ∨Ｆｎ的一个全ｋ染色。显然Ｆｍ∨Ｆｎ没有ＮＥＳＤ
全１染色，下面给出Ｆｍ∨Ｆｎ的一个ＮＥＳＤ全２染
色。

情形１　ｍ，ｎ均为偶数且ｍ≠ｎ，在定理 １的
情形１中删去边ｕｍｕ１与边ｖｎｖ１后，就可得Ｆｍ∨Ｆｎ
在ｍ，ｎ均为偶数且ｍ≠ ｎ时的一个 ＮＥＳＤ全２染
色。

情形２　ｍ，ｎ均为偶数且ｍ＝ｎ
（ｉ）当ｍ＝ｎ＝４时：ｃ（ｕ１）＝ｃ（ｕ３）＝ｃ（ｖ０）

＝ｃ（ｖ１）＝ｃ（ｖ３）＝１，ｃ（ｕ０）＝ｃ（ｕ２）＝ｃ（ｕ４）＝
ｃ（ｖ２）＝ｃ（ｖ４）＝２，ｃ（ｕ０ｕｉ）＝２，１≤ｉ≤４；ｃ（ｕｉｕｉ＋１）
＝２，１≤ ｉ≤３；ｃ（ｕ４ｖ４）＝２。除上述边染颜色２
外，其余边均染颜色１。则每个顶点的扩展和计算
如下：

ｗ（ｕ０）＝２６；ｗ（ｕ１）＝２０；ｗ（ｕ２）＝２２；
ｗ（ｕ３）＝２４；ｗ（ｕ４）＝２０；
ｗ（ｖ０）＝２３；ｗ（ｖ１）＝１８；

ｗ（ｖ２）＝１９；
ｗ（ｖ３）＝２１；ｗ（ｖ４）＝１８

显然当ｍ，ｎ均为偶数且ｍ＝ｎ＝４时，ｃ是Ｆ４∨Ｆ４
的一个ＮＥＳＤ全２染色。

（ｉｉ）当ｍ＝ｎ≥６时：ｃ（ｕ０）＝２，ｃ（ｕ２ｉ－１）＝１，
１≤２ｉ－１≤ｍ－１；ｃ（ｕ２ｉ）＝２，２≤２ｉ≤ｍ；ｃ（ｖ０）＝
１；ｃ（ｖ２ｊ－１）＝１，１≤２ｊ－１≤ｎ－１；ｃ（ｖ２ｊ）＝２，２≤

２ｊ≤ｎ；ｃ（ｕ２ｋｕ２ｋ＋１）＝２，１≤ｋ≤
ｍ
２－１；ｃ（ｖｊｖｊ＋１）＝

２，１≤ｊ≤ｎ－１；ｃ（ｕｔｖｔ）＝２，１≤ｔ≤ｍ－１。除上
述边染颜色２外，其余边均染颜色１。则每个顶点
的扩展和计算如下：

ｗ（ｕ０）＝５ｍ＋２；ｗ（ｕ１）＝
５ｍ
２ ＋９；

ｗ（ｕ２ｉ）＝
５ｍ
２ ＋１１，２≤２ｉ≤ｍ－２；

ｗ（ｕ２ｉ－１）＝
５ｍ
２ ＋１３，３≤２ｉ－１≤ｍ－１；

ｗ（ｕｍ）＝
５ｍ
２ ＋７；

ｗ（ｖ０）＝５ｍ＋３；

ｗ（ｖ１）＝ｗ（ｕｍ－１）＝
５ｎ
２＋１０；

ｗ（ｕｍ）＝
５ｍ
２ ＋１０；

ｗ（ｖ２ｊ）＝
５ｍ
２ ＋１２，２≤２ｊ≤ｎ－２；

ｗ（ｖ２ｊ－１）＝
５ｍ
２ ＋１４，３≤２ｊ－１≤ｎ－１；

ｗ（ｖｎ）＝
５ｍ
２ ＋８

　　显然当 ｍ，ｎ均为偶数且 ｍ ＝ｎ≥ ６时，ｃ是
Ｆｍ∨Ｆｎ的一个ＮＥＳＤ全２染色。

情形３　ｍ，ｎ均为奇数且ｍ≠ｎ，在定理 １的
情形３的 （１）中删去边 ｕ１ｕ２与边 ｖｎ－１ｖｎ后，就可
得Ｆ３∨Ｆｎ在ｍ，ｎ均为奇数且ｍ≠ｎ（ｍ＝３）时的
一个ＮＥＳＤ全２染色。在定理 １的情形３的 （２）
中删去边ｕ１ｕ２与边ｖ１ｖ２后，就可得Ｆｍ∨Ｆｎ在ｍ，ｎ
均为奇数且ｍ≠ｎ（ｍ＞３，ｎ＞３）时的一个 ＮＥＳＤ
全２染色。

情形４　ｍ，ｎ均为奇数且ｍ＝ｎ，在定理 １的
情形４的 （１）中删去边ｕ１ｕ３与边ｖ１ｖ２后，就可得
Ｆ３∨Ｆ３的一个ＮＥＳＤ全２染色。在定理１的情形４
的 （２）中删去边 ｕ１ｕ２ 与边 ｖ２ｖ３ 后，就可得
Ｆｍ∨Ｆｎ在ｍ，ｎ均为奇数且 ｍ ＝ｎ≥５时的一个
ＮＥＳＤ全２染色。

情形５　ｍ是奇数，ｎ是偶数且ｍ＞ｎ，在定理
１的情形 ５中删去边 ｕ１ｕ２与边 ｖ１ｖ２后，就可得
Ｆｍ∨Ｆｎ在ｍ是奇数，ｎ是偶数 ｍ ＞ｎ时的一个
ＮＥＳＤ全２染色。

情形６　ｍ是奇数，ｎ是偶数且ｍ＜ｎ，在定理
１的情形６的 （１）中删去边 ｕ２ｕ３与边 ｖ１ｖ２后，就
可得Ｆ３∨Ｆｎ在ｍ是奇数，ｎ是偶数且ｍ＜ｎ（ｍ＝
３）时的一个ＮＥＳＤ全２染色。在定理１的情形６的
（２）中删去边 ｕｍｕｎ与边 ｖｎｖ１后，就可得 Ｆｍ∨Ｆｎ
在ｍ是奇数，ｎ是偶数且ｍ＜ｎ（ｍ≥５）时的一个
ＮＥＳＤ全２染色。

注２　当ｍ是偶数，ｎ是奇数且 ｍ＞ｎ时，由
扇与扇联图的对称性可得，它与情形６相同。同
理，当ｍ是偶数，ｎ是奇数且ｍ＜ｎ时，它与情形
５相同。所以在这里我们不再进行讨论。

综上可证ｅｇｎｄｉΣ（Ｆｍ∨Ｆｎ）＝２。

２　结　语
在本文中先探讨了两轮之联的邻点被扩展和可
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区别全染色，并得到了它的邻点被扩展和可区别全

色数。另外，通过删边的方法得到了扇与轮的联与

两扇之联的邻点被扩展和可区别全染色，并确定了

它们的邻点被扩展和可区别全色数。那么这种方法

是不是可以运用到其它图的联图上，进而得到某些

联图的邻点被扩展和可区别全染色及其邻点被扩展

和可区别全色数，或者利用加边的方法解决某些联

图的邻点被扩展和可区别全染色及其邻点被扩展和

可区别全色数，这就是今后需要继续研究的课题。
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