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ｄ－
→
２

Ｘ－１
ｄ－
→
１

Ｘ０→０ｉｓｔｈｅｄｅｌｅｔｅｄＸｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＭ．Ｎｏｔｅｔｈａｔｂｙａｖｅｒｓｉｏｎ
ｏｆｃｏｍｐａｒｉｓｏｎＴｈｅｏｒｅｍ，ｔｈｅＸｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓｕｎｉｑｕｅｕｐｔｏｈｏｍｏｔｏｐｙ［２，Ｐ１６９，Ｅｘ２］．Ｄｕａｌｌｙｏｎｅｈａｓｔｈｅｎｏｔｉｏｎ
ｏｆＹｃｏｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆａｎｏｂｊｅｃｔＮｉｎａｃｏｖａｒｉａｎｔｌｙｆｉｎｉｔｅｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙＹＡ．

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ１（［１，Ｄｅｆ．１１］）Ａｐａｉｒ（Ｘ，Ｙ）ｏｆａｄｄｉｔｉｖｅｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｉｅｓｉｎＡｉｓｃａｌｌｅｄａｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒｉｆｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｒｅｓａｔｉｓｆｉｅｄ：

（ＢＰ０）ｔｈｅｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙＸ ｉｓｃｏｎｔｒａｖａｒｉａｎｔｌｙｆｉｎｉｔｅａｎｄＹｉｓｃｏｖａｒｉａｎｔｌｙｆｉｎｉｔｅ；

（ＢＰ１）ｆｏｒｅａｃｈｏｂｊｅｃｔＭ∈Ａ，ｔｈｅｒｅｉｓａｎＸｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎＸ
～

→
ε
ＭｓｕｃｈｔｈａｔｉｔｉｓｌｅｆｔＹａｃｙｃｌｉｃ；

（ＢＰ２）ｆｏｒｅａｃｈｏｂｊｅｃｔＮ∈Ａ ，ｔｈｅｒｅｉｓａＹｃｏｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎＮ →
η
Ｙ
～
ｓｕｃｈｔｈａｔｉｔｉｓｒｉｇｈｔＸａｃｙｃｌｉｃ．

Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ［１，Ｃｏｒ２３］，ｆｏｒａｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒ（Ｘ，Ｙ），ｔｈｅｎＸ ｉｓａｄｍｉｓｓｉｂｌｅｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆＹｉｓｃｏａｄ
ｍｉｓｓｉｂｌｅＩｎｔｈｉｓｃａｓｅ，ｗｅｓａｙｔｈａｔｔｈｅｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒ（Ｘ，Ｙ）ｉｓａｄｍｉｓｓｉｂｌｅ．

Ｗｅｌｉｓｔｓｏｍｅｅｘａｍｐｌｅｓｏｆａｄｍｉｓｓｉｂｌｅｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒｓａｓｆｏｌｌｏｗｓ．
Ｅｘａｍｐｌｅ１（ｉ）Ｉｔｉｓｗｅｌｌｋｎｏｗｎｔｈａｔｔｈｅｐａｉｒ（Ｐ（Ａ），Ｉ（Ａ））ｉｓａｎａｄｍｉｓｓｉｂｌｅｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒ．Ｗｈｉｃｈｗｅｃａｌｌ

ｉｔｃｌａｓｓｉｃａｌｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒ
（ｉｉ）ＬｅｔＲｂｅａｒｉｎｇａｎｄＭｏｄＲｔｈｅｃａｔｅｇｏｒｙｏｆｌｅｆｔＲｍｏｄｕｌｅｓＢｙ［２，Ｅｘａｍｐｌｅ８３２］，（ＰＰ（Ｒ），ＰＩ（Ｒ））

ｉｓａｎａｄｍｉｓｓｉｂｌｅｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒ，ｗｈｅｒｅＰＰ（Ｒ）ａｎｄＰＩ（Ｒ）ａｒｅｔｈｅｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｉｅｓｏｆＭｏｄＲｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇｏｆｐｕｒｅｐｒｏｊｅｃ
ｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓａｎｄｐｕｒｅｉｎｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

（ｉｉｉ）ＬｅｔＲｂｅａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇ（ｔｈａｔｉｓ，ＲｉｓａｌｅｆｔａｎｄｒｉｇｈｔＮｏｅｔｈｅｒｉａｎｒｉｎｇｗｉｔｈｆｉｎｉｔｅｌｅｆｔａｎｄｒｉｇｈｔｓｅｌｆｉｎ
ｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ）Ｔｈｅｎｂｙ［２，Ｔｈｍ１２１４］，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ（ＧＰ（Ｒ），ＧＩ（Ｒ））ｉｓａｎａｄｍｉｓｓｉｂｌｅｂａｌａｎｃｅｄ
ｐａｉｒｉｎＭｏｄＲ，ｗｈｅｒｅＧＰ（Ｒ）ａｎｄＧＩ（Ｒ）ａｒｅｔｈｅｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｉｅｓｏｆＭｏｄＲｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇｏｆＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅａｎｄ
Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ（ｓｅｅ［９－１０］）
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　第 １期 张春霞，等：关于平衡对的相对和广义Ｔａｔｅ上同调

（ｉｖ）ＬｅｔＲｂｅａｎＦＣｒｉｎｇ（ｔｈａｔｉｓ，Ｒｉｓａｌｅｆｔａｎｄｒｉｇｈｔｃｏｈｅｒｅｎｔｒｉｎｇｗｉｔｈｆｉｎｉｔｅｌｅｆｔａｎｄｒｉｇｈｔｓｅｌｆ－ＦＰ－ｉｎｊｅｃ
ｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎｓ）Ｔｈｅｎｂｙ［１１，Ｔｈｍ３６］，ｗｅｈａｖｅｔｈａｔ（ＤＰ（Ｒ），ＤＩ（Ｒ））ｉｓａｎａｄｍｉｓｓｉｂｌｅｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒｉｎ
ＭｏｄＲ，ｗｈｅｒｅＤＰ（Ｒ）ａｎｄＤＩ（Ｒ）ａｒｅｔｈｅｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｉｅｓｏｆＭｏｄＲｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇｏｆＤｉｎｇｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅａｎｄＤｉｎｇｉｎｊｅｃｔｉｖｅ
ｍｏｄｕｌｅｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ（ｓｅｅ［１２－１４］）

２　Ｒｅｌａｔｉｖｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒｓ
Ｂｙ［１，Ｌｅｍ２１］，ｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒｓｅｎｊｏｙｃｅｒｔａｉｎ“ｂａｌａｎｃｅｄ”ｐｒｏｐｅｒｔｙ，ｔｈａｔｉｓ，ｌｅｔ（Ｘ，Ｙ）ｂｅａｂａｌａｎｃｅｄ

ｐａｉｒｉｎＡ ａｎｄＭ，Ｎ∈Ａ ｗｉｔｈａｎＸｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎＸ
～

→
ε
ＭａｎｄａＹｃｏｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎＮ →

η
Ｙ
～
Ｔｈｅｎｆｏｒｅａｃｈｎ∈Ｚ

ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎａｔｕｒａｌｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ

Ｈｎ（ＨｏｍＡ（Ｘ
～
，Ｎ））Ｈｎ（ＨｏｍＡ（Ｍ，Ｙ

～
））

ＴｈｅｙａｒｅｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｔｈｅｃｈｏｉｃｅｓｏｆｔｈｅＸ－ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＭａｎｄｔｈｅＹ－ｃｏｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＮｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙＦｏｒ
ａｎｙｎ∈Ｚ，ｗｅｗｒｉｔｅ

Ｅｘｔｎ（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）：＝Ｈ
ｎ（ＨｏｍＡ（Ｘ

～
，Ｎ））Ｈｎ（ＨｏｍＡ（Ｍ，Ｙ

～
））

ａｎｄｃａｌｌｉｔｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｇｒｏｕｐｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒ（Ｘ，Ｙ）
ＢｙＥｘａｍｐｌｅ１，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
Ｒｅｍａｒｋ１（ｉ）Ｉｆ（Ｘ，Ｙ）＝（Ｐ（Ａ），Ｉ（Ａ）），ｔｈｅｎＥｘｔｎ（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）ｉｓｅｘａｃｔｌｙｔｈｅａｂｓｏｌｕｔｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙ

ｇｒｏｕｐＥｘｔｎＡ（Ｍ，Ｎ）
（ｉｉ）ＬｅｔＲｂｅａｒｉｎｇＩｆ（Ｘ，Ｙ）＝（ＰＰ（Ｒ），ＰＩ（Ｒ）），ｔｈｅｎＥｘｔｎ（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）ｃｏｉｎｃｉｄｅｓｗｉｔｈｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｃｏ

ｈｏｍｏｌｏｇｙｇｒｏｕｐＰｅｘｔｎＲ（Ｍ，Ｎ）ｄｅｆｉｎｅｄｉｎ［１５－１６］
（ｉｉｉ）ＬｅｔＲｂｅａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇＩｆ（Ｘ，Ｙ）＝（ＧＰ（Ｒ），ＧＩ（Ｒ）），ｔｈｅｎＥｘｔｎ（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）ｃｏｉｎｃｉｄｅｓｗｉｔｈｔｈｅ

ｒｅｌａｔｉｖｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｇｒｏｕｐＧｅｘｔｎＲ（Ｍ，Ｎ）ｄｅｆｉｎｅｄｉｎ［２，Ｐ２９６］
（ｉｖ）ＬｅｔＲｂｅａｎＦＣｒｉｎｇＩｆ（Ｘ，Ｙ）＝（ＤＰ（Ｒ），ＤＩ（Ｒ）），ｔｈｅｎＥｘｔｎ（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）ｃｏｉｎｃｉｄｅｓｗｉｔｈｔｈｅｒｅｌａ

ｔｉｖｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｇｒｏｕｐＤｅｘｔｎＲ（Ｍ，Ｎ）ｄｅｆｉｎｅｄｉｎ［１１，Ｒｅｍａｒｋ３７］
ＴｈｅｎｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｃｈｅｃｋｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆＥｘｔ（Ｘ，Ｙ）（－，－）
Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ１　Ｌｅｔ（Ｘ，Ｙ）ｂｅａｎａｄｍｉｓｓｉｂｌｅｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒｉｎＡ ａｎｄＭ，Ｎ∈Ａ
（ｉ）Ｆｏｒａｎｙｎ＜０，Ｅｘｔｎ（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）＝０ａｎｄｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎａｔｕｒａｌｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅＥｘｔ

０
（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）ＨｏｍＡ（Ｍ，

Ｎ）
（ｉｉ）Ｅｘｔｎ（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）＝０ｆｏｒａｎｙｎ∈ＺｉｆｅｉｔｈｅｒＭ∈ＸｏｒＮ∈Ｙ
（ｉｉｉ）ＦｏｒａｎｙｒｉｇｈｔＸａｃｙｃｌｉｃ（ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｌｅｆｔＹａｃｙｃｌｉｃ）ｃｏｍｐｌｅｘ０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０ｉｎＡ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｔｈｅ

ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｌｏｎｇｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅｓ
…→Ｅｘｔｉ（Ｘ，Ｙ）（Ｃ，Ｎ）→Ｅｘｔ

ｉ
（Ｘ，Ｙ）（Ｂ，Ｎ）→Ｅｘｔ

ｉ
（Ｘ，Ｙ）（Ａ，Ｎ）→Ｅｘｔ

ｉ＋１
（Ｘ，Ｙ）（Ｃ，Ｎ）→…

ａｎｄ
…→Ｅｘｔｉ（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ａ）→Ｅｘｔ

ｉ
（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｂ）→Ｅｘｔ

ｉ
（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｃ）→Ｅｘｔ

ｉ＋１
（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ａ）→…

Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ，ｗｅｗａｎｔｔｏｃｏｍｐａｒｅＥｘｔ（Ｘ，Ｙ）ｗｉｔｈｔｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌＥｘｔＡ
Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ２　Ｌｅｔ（Ｘ，Ｙ）ｂｅａｎａｄｍｉｓｓｉｂｌｅｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒｉｎＡａｎｄＭ，Ｎ∈ＡＴｈｅｒｅａｒｅｎａｔｕｒａｌｉｓｏｍｏｒ

ｐｈｉｓｍｓＥｘｔｎ（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）Ｅｘｔ
ｎ
Ａ（Ｍ，Ｎ）ｐｒｏｖｉｄｅｄｐｄＡＭ ＜∞ｏｒｉｄＡＮ＜∞

ＰｒｏｏｆＡｓｓｕｍｅｔｈａｔｐｄＡＭ ＜∞，ａｎｄｐｉｃｋａｎｙｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎＰ
～
→ ＭｏｆＭＳｉｎｃｅＰ

～
ｉｓａｌｓｏａｎＸ－

ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＭ，ａｎｄｔｈｕｓ

Ｅｘｔｎ（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）＝Ｈ
ｎ（ＨｏｍＡ（Ｐ

～
，Ｎ））ＥｘｔｎＡ（Ｍ，Ｎ）

ＩｎｔｈｅｃａｓｅｉｄＡＮ＜∞，ｔｈｅｐｒｏｏｆｉｓｓｉｍｉｌａｒ
ＬｅｔＸ ｂｅａｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆＡＩｔｉｓｋｎｏｗｎｔｈａｔＫ（Ａ）ｉｓａｔｒｉａｎｇｕｌａｔｅｄｃａｔｅｇｏｒｙｆｏｒ∈｛ｂｌａｎｋ，－，＋，ｂ｝

ＤｅｎｏｔｅｂｙＫＲＸａｃ（Ａ）（ｒｅｓｐＫＬＸａｃ（Ａ））ｆｕｌｌｔｒｉａｎｇｕｌａｔｅｄｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｙｏｆＫ（Ａ）ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇｏｆｒｉｇｈｔＸａｃｙｃｌｉｃ
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（ｒｅｓｐｌｅｆｔＸａｃｙｃｌｉｃ）ｃｏｍｐｌｅｘｅｓＢｏｔｈｏｆｔｈｅｍａｒｅｔｈｉｃｋｓｕｂｃａｔｅｇｏｒｉｅｓｂｅｃａｕｓｅｔｈｅｙａｒｅｃｌｏｓｅｄｕｎｄｅｒｄｉｒｅｃｔｓｕｍ

ｍａｎｄｓＤｅｎｏｔｅｂｙ∑

ＲＸａｃ
（ｒｅｓｐ∑

ＬＸａｃ
（Ａ））ｔｈｅｃｌａｓｓｏｆａｌｌｒｉｇｈｔ（ｒｅｓｐｌｅｆｔ）Ｘｑｕａｓｉｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍｓｉｎ

Ｋ（Ａ）Ｔｈｅｎａｃｏｃｈａｉｎｍａｐｉｓａｒｉｇｈｔ（ｒｅｓｐｌｅｆｔ）Ｘｑｕａｓｉｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆｉｔｓｍａｐｐｉｎｇｃｏｎｅｉｓｒｉｇｈｔ

（ｒｅｓｐｌｅｆｔ）ＸａｃｙｃｌｉｃＴｈｕｓ∑

ＲＸａｃ
（Ａ）（ｒｅｓｐ∑

ＬＸａｃ
（Ａ））ｉｓｔｈｅｓａｔｕｒａｔｅｄｃｏｍｐａｔｉｂｌｅｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅｓｙｓ

ｔｅｍｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｅｄｂｙＫＲＸａｃ（Ａ）（ｒｅｓｐＫＬＸａｃ（Ａ））
Ｂｙ［３］，ｔｈｅｖｅｄｉｅｒｑｕｏｔｉｅｎｔｃａｔｅｇｏｒｙＤＲＸ（Ａ）＝Ｋ（Ａ）／ＫＲＸａｃ（Ａ）ｉｓｃａｌｌｅｄｔｈｅｒｉｇｈｔＸｄｅｒｉｖｅｄｃａｔｅｇｏｒｙ

ｏｆＡ，ｗｈｅｒｅ∈｛ｂｌａｎｋ，－，＋，ｂ｝ＴｈｅｌｅｆｔＸｄｅｒｉｖｅｄｃａｔｅｇｏｒｙＤＬＸ（Ａ）ｏｆＡｉｓｄｅｆｉｎｅｄｄｕａｌｌｙ
Ｆｏｒａｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒ（Ｘ，Ｙ）ｉｎＡ，ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ［３，Ｐｒｏｐ４５］，ｗｅｈａｖｅａｔｒｉａｎｇｌｅ－ｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅＤｂＲＸ（Ａ）

＝ＤｂＬＸ（Ａ），ｂｏｔｈｏｆｔｈｅｍｗｅｃａｌｌｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｂｏｕｎｄｅｄｄｅｒｉｖｅｄｃａｔｅｇｏｒｙｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒ（Ｘ，
Ｙ），ａｎｄｄｅｎｏｔｅｔｈｅｍｂｙＤｂ（Ｘ，Ｙ）（Ａ）．

ＴｈｅｎｅｘｔｒｅｓｕｌｔｈａｓｂｅｅｎｐｒｏｖｅｄｂｙＬｉ，ＷａｎｇａｎｄＨｕａｎｇ［３，Ｐｒｏｐ４６］，ｗｈｉｃｈｍｅａｎｓｔｈａｔｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｃｏ
ｈｏｍｏｌｏｇｙｇｒｏｕｐＥｘｔｎ（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）ｍａｙｂｅｃｏｍｐｕｔｅｄｉｎｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｂｏｕｎｄｅｄｄｅｒｉｖｅｄｃａｔｅｇｏｒｙＤ

ｂ
（Ｘ，Ｙ）（Ａ）．

Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ３　Ｌｅｔ（Ｘ，Ｙ）ｂｅａｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒｉｎＡＴｈｅｎｆｏｒａｎｙＭ，Ｎ∈Ａａｎｄｉ≥１，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｉｓｏ
ｍｏｒｐｈｉｓｍｏｆａｂｅｌｉａｎｇｒｏｕｐｓ：

Ｅｘｔｎ（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）ＨｏｍＤ
ｂ
（Ｘ，Ｙ）（Ａ）（Ｍ，Ｎ［ｉ］）

３　ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＴａｔｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｒｅｌａｔｉｖｅｔｏｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒｓ
ＬｅｔＲｂｅａｒｉｎｇＲｅｃａｌｌｔｈａｔｆｏｒａｎｙＲｍｏｄｕｌｅＭｗｉｔｈｆｉｎｉｔｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａ

ｃｏｍｐｌｅｔｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ，ｔｈａｔｉｓ，ａｄｉａｇｒａｍＴ →

Ｐ →

π
ＭｗｈｅｒｅＰ →

π
Ｍｉｓａｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ，Ｔｉｓａｔｏｔａｌｌｙａｃｙ

ｃｌｉｃｃｏｍｐｌｅｘｏｆｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｍｏｄｕｌｅｓ，ａｎｄｉｉｓｂｉｊｅｃｔｉｖｅｆｏｒａｌｌｉ０ＦｏｒａｎｙＲ－ｍｏｄｕｌｅＮａｎｄｅａｃｈｎ∈Ｚ，ｔｈｅｎｔｈ
Ｔａｔｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｇｒｏｕｐｉｓｄｅｆｉｎｅｄａｓ

Ｅｘｔ
∧
ｎ
Ｒ（Ｍ，Ｎ）＝Ｈ

ｎ（ＨｏｍＲ（Ｔ，Ｎ））
ｗｈｉｃｈｉｓｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆｃｈｏｉｃｅｓｏｆｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｎｄｌｉｆｔｉｎｇｓ

Ｔｈｅｃｌｏｓｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎａｂｓｏｌｕｔｅ，ｒｅｌａｔｉｖｅａｎｄＴａｔｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙａｒｅｉｌｌｕｍｉｎａｔｅｄｂｙａｎＡｖｒａｍｏｖ－Ｍａｒｔｓｉｎｋ
ｏｖｓｋｙｔｙｐｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ（ｓｅｅ［６，Ｔｈｍ７１］）ａｓｆｏｌｌｏｗｓ：

　　　　　　　０→Ｅｘｔ１ＧＰ（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ
１
Ｒ（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ

∧
１
Ｒ（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ

２
ＧＰ（Ｍ，Ｎ）→…

→ＥｘｔｉＧＰ（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ
ｉ
Ｒ（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ

∧
ｉ
Ｒ（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ

ｉ＋１
ＧＰ （Ｍ，Ｎ）→…

Ｉｎ［７］，Ｉａｃｏｂｇａｖｅａｎｏｔｈｅｒｗａｙｔｏｐｒｏｖｅｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆａｂｏｖｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ：ＬｅｔＰ
～
→Ｍ→０ａｎｄＧ

～
→

Ｍ→０ｂｅａｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅａｎｄａＧＰｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆＭｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙＴｈｅｎｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｍｏｒｐｈｉｓｍｆ：Ｐ
～
→ Ｇ
～
Ｓｈｅａｒｇｕｅｄ

ｔｈａｔｉｆＭｈａｓｆｉｎｉｔｅＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎ，ｔｈｅｎＥｘｔ
∧
ｎ
Ｒ（Ｍ，Ｎ）ｉｓｅｘａｃｔｌｙＨ

ｎ＋１（ＨｏｍＲ（Ｃｏｎｅ（ｆ），Ｎ））
Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，ＴａｔｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｉｎｔｈｅｓｅｎｓｅｏｆＩａｃｏｂｉｓｍｏｒｅｇｅｎｅｒａｌＩｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎｗｅｃｏｎｓｉｄｅｒＩａｃｏｂｓｇｅｎｅｒａｌ

ｉｚｅｄＴａｔｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｒｅｌａｔｉｖｅｔｏｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒｓ
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ２　Ｌｅｔ（Ｘ，Ｙ）ｂｅａｎａｄｍｉｓｓｉｂｌｅｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒｉｎＡ ａｎｄＭ，Ｎ∈Ａ

（ｉ）ＣｈｏｏｓｉｎｇａｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎＰ
～
→Ｍ→０ａｎｄａｎＸｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎＸ

～
→Ｍ→０ｏｆＭｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙＴｈｅｎ

ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｍｏｒｐｈｉｓｍｆ：Ｐ
～
→ Ｘ
～
ＤｅｆｉｎｅａｒｅｌａｔｉｖｅＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＴａｔｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙａｓ

Ｅｘｔｎ（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）＝Ｈ
ｎ＋１（ＨｏｍＡ（Ｃｏｎｅ（ｆ），Ｎ））

（ｉｉ）Ｃｈｏｏｓｉｎｇａｎｉｎｊｅｃｔｉｖｅｃｏｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ０→Ｎ→ Ｉ
～
ａｎｄａＹ－ｃｏｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ０→Ｎ→ Ｙ

～
ｏｆＮｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙＴｈｅｎ

ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｍｏｒｐｈｉｓｍｇ：Ｙ
～
→ Ｉ
～
ＤｅｆｉｎｅａｒｅｌａｔｉｖｅＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＴａｔｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙａｓ

Ｅｘｔｎ（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）＝Ｈ
ｎ（ＨｏｍＡ（Ｍ，Ｃｏｎｅ（ｇ）））

２１



　第 １期 张春霞，等：关于平衡对的相对和广义Ｔａｔｅ上同调

Ｒｅｍａｒｋ２　Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ［１，Ｐｒｏｐ２６］ａｎｄ［７，Ｔｈｍ１］，ｆｏｒａｎｙｎ∈Ｚ，ｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａｎｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ
ｏｆａｂｅｌｉａｎｇｒｏｕｐｓ

Ｅｘｔｎ（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）Ｅｘｔ
ｎ
（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）

ＷｅｄｅｎｏｔｅｂｏｔｈａｂｅｌｉａｎｇｒｏｕｐｓｂｙＥｘｔ
∧
ｎ
（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ），ａｎｄｃａｌｌｉｔｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＴａｔｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙｗｉｔｈ

ｒｅｓｐｅｃｔｔｏｔｈｅｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒ（Ｘ，Ｙ）
ＡｓｓｏｃｉａｔｅＥｘａｍｐｌｅ１，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ

Ｅｘａｍｐｌｅ２　 （ｉ）ＬｅｔＲｂｅａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇＩｆ（Ｘ，Ｙ）＝（ＧＰ（Ｒ），ＧＩ（Ｒ）），ｔｈｅｎＥｘｔ
∧
ｎ
（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）ｃｏｉｎ

ｃｉｄｅｓｗｉｔｈｔｈｅｕｓｕａｌＴａｔｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙＥｘｔ
∧
ｎ
Ｒ（Ｍ，Ｎ）Ｅｘｔ

ｎ
Ｒ（Ｍ，Ｎ）ｉｎ［１７，Ｔｈｍ２］，ｗｈｉｃｈｗｅｒｅｄｅｆｉｎｅｄｂｙｍｅａｎｓ

ｏｆｃｏｍｐｌｅｔｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ（ｓｅｅ［６］）

（ｉｉ）ＬｅｔＲｂｅａｎＦＣｒｉｎｇＩｆ（Ｘ，Ｙ）＝（ＤＰ（Ｒ），ＤＩ（Ｒ）），ｔｈｅｎＥｘｔ
∧
ｎ
（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）ｃｏｉｎｃｉｄｅｓｗｉｔｈＥｘｔ

∧
ｎ
ＤＰ（Ｍ，

Ｎ）Ｅｘｔ
∧
ｎ
ＤＩ（Ｍ，Ｎ）ｉｎ［１８，Ｐｒｏｐ５５］ＢｏｔｈｏｆｔｈｅｍａｒｅｉｄｅｎｔｉｃａｌｗｉｔｈｔｈｅＴａｔｅｃｏｈｏｍｏｌｏｇｙＤｅｘｔ

∧
ｎ
Ｒ（Ｍ，Ｎ）ｄｅ

ｆｉｎｅｄｉｎ［１９，Ｔｈｍ５２］，ｗｈｉｃｈｗａｓｄｅｆｉｎｅｄｂｙｍｅａｎｓｏｆＴａｔｅＦｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓ（ｓｅｅ［１９，Ｒｅｍａｒｋ４１３］）

Ｉｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍ［７］，ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｌｏｎｇｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅｓａｂｏｕｔＥｘｔ
∧

（Ｘ，Ｙ）（－，－）
Ｐｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ４　Ｌｅｔ（Ｘ，Ｙ）ｂｅａｎａｄｍｉｓｓｉｂｌｅｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒｉｎＡ ａｎｄＭ，Ｎ∈ＡＩｆ０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０ｉｓ

ａｒｉｇｈｔＸａｃｙｃｌｉｃ（ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｌｅｆｔＹａｃｙｃｌｉｃ）ｃｏｍｐｌｅｘｉｎＡ，ｔｈｅｎｔｈｅｒｅａｒｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅｓ

…→Ｅｘｔ
∧
ｉ
（Ｘ，Ｙ）（Ｃ，Ｎ）→Ｅｘｔ

∧
ｉ
（Ｘ，Ｙ）（Ｂ，Ｎ）→Ｅｘｔ

∧
ｉ
（Ｘ，Ｙ）（Ａ，Ｎ）→Ｅｘｔ

∧
ｉ＋１
（Ｘ，Ｙ）（Ｃ，Ｎ）→…

ａｎｄ

…→Ｅｘｔ
∧
ｉ
（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ａ）→Ｅｘｔ

∧
ｉ
（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｂ）→Ｅｘｔ

∧
ｉ
（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｃ）→Ｅｘｔ

∧
ｉ＋１
（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ａ）→…

４　ＡｖｒａｍｏｖＭａｒｔｓｉｎｋｏｖｓｋｙｔｙｐｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ
Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｆｏｒａｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒ（Ｘ，Ｙ）ｉｎＡ，ｗｅｇｉｖｅａｎＡｖｒａｍｏｖＭａｒｔｓｉｎｋｏｖｓｋｙｔｙｐｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

ｗｉｔｈＥｘｔ
∧

（Ｘ，Ｙ），Ｅｘｔ（Ｘ，Ｙ）ａｎｄＥｘｔＡ．Ｏｕｒｐｒｏｏｆｓｕｓｉｎｇｒｅｌａｔｉｖｅｄｅｒｉｖｅｄｃａｔｅｇｏｒｉｅｓａｒｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆｏｒｍ［６］ａｎｄｏｕｒｒｅｓｕｌｔｓ
ｉｍｐｒｏｖｅｔｈａｔ［７，１７－１９］．

Ｔｈｅｏｒｅｍ１　Ｌｅｔ（Ｘ，Ｙ）ｂｅａｎａｄｍｉｓｓｉｂｌｅｂａｌａｎｃｅｄｐａｉｒｉｎＡ ａｎｄＭ，Ｎ∈ Ａ．Ｔｈｅｎｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｘａｃｔｓｅ
ｑｕｅｎｃｅ

０→Ｅｘｔ１（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ
１
Ａ（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ

∧
１
（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ

２
（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）→…

→Ｅｘｔｉ（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ
ｉ
Ａ（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ

∧
ｉ
（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ

ｉ＋１
（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）→…

Ｐｒｏｏｆ．ＴａｋｅａｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎＰ
～
→Ｍ→０ａｎｄａｎＸｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎＸ

～
→Ｍ→０ｏｆＭｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｆｏｒａ

ｍｏｒｐｈｉｓｍｆ：Ｐ
～
→ Ｘ
～
，ｔｈｅｒｅｉｓａｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｅｄｔｒｉａｎｇｌｅ

Ｐ
～

→
ｆ
Ｘ
～
→Ｃｏｎｅ（ｆ）→ Ｐ

～
［１］

ｉｎＫ（Ａ）．ＢｙａｐｐｌｙｉｎｇＨｏｍＫ（Ａ）（－，Ｎ）ｔｏｉｔ，ｗｅｇｅｔａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

　　　　　　…→ＨｏｍＫ（Ａ）（Ｐ
～
［－ｎ＋１］，Ｎ）→ＨｏｍＫ（Ａ）（Ｃｏｎｅ（ｆ）［－ｎ］，Ｎ）

→ＨｏｍＫ（Ａ）（Ｘ
～
［－ｎ］，Ｎ）→ＨｏｍＫ（Ａ）（Ｐ

～
［－ｎ］，Ｎ）

→ＨｏｍＫ（Ａ）（Ｃｏｎｅ（ｆ）［－ｎ－１］，Ｎ）→ＨｏｍＫ（Ａ）（Ｘ
～
［－ｎ－１］，Ｎ）→…

ＩｔｆｏｌｌｏｗｓｆｒｏｍＰｒｏｐｏｓｉｔｉｏｎ３ｔｈａｔ

　　　ＨｏｍＫ（Ａ）（Ｘ
～
［－ｎ］，Ｎ）ＨｏｍＤＲＸ（Ａ）（Ｘ

～
［－ｎ］，Ｎ）

ＨｏｍＤｂ（Ｘ，Ｙ）（Ａ）（Ｍ，Ｎ［ｎ］）
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Ｅｘｔｎ（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）

ＮｏｔｅｔｈａｔＨｏｍＫ（Ａ）（Ｐ
～
［－ｎ］，Ｎ）＝ＥｘｔｎＡ（Ｍ，Ｎ），ａｎｄｉｔｉｓｅａｓｉｌｙｓｅｅｎｔｈａｔｌｅｆｔｅｘａｃｔｎｅｓｓｏｆＨｏｍａｎｄｔｈｅ

ｌｏｎｇｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅｓｈｏｗｓｔｈａｔＥｘｔ
∧
ｎ
（Ｘ，Ｙ）（Ｍ，Ｎ）ｖａｎｉｓｈｅｓｗｈｅｎｅｖｅｒｎ＜１．Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅｔｈｅｄｅｓｉｒｅｄｅｘａｃｔｓｅ

ｑｕｅｎｃｅ．
Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ，ｗｅｇｉｖｅｓｏｍｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｏｆＴｈｅｏｒｅｍ１．
Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ１　ＬｅｔＲｂｅａＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎｒｉｎｇ．ＦｏｒｅａｃｈＲｍｏｄｕｌｅｓＭａｎｄＮ，ｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

　　　　０→Ｇｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ
１
Ｒ（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ

∧
１
Ｒ（Ｍ，Ｎ）→Ｇｅｘｔ

２
Ｒ（Ｍ，Ｎ）→…

→ＧｅｘｔｉＲ（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ
ｉ
Ｒ（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ

∧
ｉ
Ｒ（Ｍ，Ｎ）→Ｇｅｘｔ

ｉ＋１
Ｒ （Ｍ，Ｎ）→…

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ２　ＬｅｔＲｂｅａｎＦＣｒｉｎｇ．ＦｏｒｅａｃｈＲｍｏｄｕｌｅｓＭａｎｄＮ，ｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

０→Ｄｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ
１
Ｒ（Ｍ，Ｎ）→Ｄｅｘｔ

∧
１
Ｒ（Ｍ，Ｎ）→Ｄｅｘｔ

２
Ｒ（Ｍ，Ｎ）→…

→ＤｅｘｔｉＲ（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ
ｉ
Ｒ（Ｍ，Ｎ）→Ｄｅｘｔ

∧
ｉ
Ｒ（Ｍ，Ｎ）→Ｄｅｘｔ

ｉ＋１
Ｒ （Ｍ，Ｎ）→…

ＲｅｃａｌｌｔｈａｔａｌｅｆｔＲｍｏｄｕｌｅＰｉｓｓａｉｄｔｏｂｅｐｕｒｅｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ，ｉｆｆｏｒｅｖｅｒｙｐｕｒｅｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ０→Ｔ→Ｎ→Ｎ／Ｔ
→０，Ｈｏｍ（Ｐ，Ｎ）→Ｈｏｍ（Ｐ，Ｎ／Ｔ）→０ｉｓｅｘａｃｔ．Ｔｈｕｓｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅａｎｄｆｉｎｉｔｅｌｙｐｒｅｓｅｎｔｅｄｍｏｄｕｌｅｓａｒｅｐｕｒｅｐｒｏｊｅｃ
ｔｉｖｅ．

Ｃｏｒｏｌｌａｒｙ３　ＬｅｔＲｂｅａｒｉｎｇ．ＦｏｒｅａｃｈＲｍｏｄｕｌｅｓＭａｎｄＮ，ｔｈｅｒｅｉｓａｎｅｘａｃｔｓｅｑｕｅｎｃｅ

　　　　　　　０→Ｐｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ
１
Ｒ（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ

∧
１
（ＰＰ（Ｒ），ＰＩ（Ｒ））（Ｍ，Ｎ）→…

→ＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｎ）→Ｅｘｔ
∧
ｉ
ＰＰ（Ｒ），ＰＩ（Ｒ））（Ｍ，Ｎ）→Ｐｅｘｔ

ｉ＋１
Ｒ （Ｍ，Ｎ）→…

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ：
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８３８． （责任编辑　冯兆永）
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