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超混沌 Ｔａｎｇ系统的分析

及其线性反馈同步与其电路实现

高智中
（安徽科技学院信息与网络工程学院，安徽 蚌埠 ２３３０３０）

摘　要：为产生复杂的超混沌吸引子，基于Ｔａｎｇ系统构造了一个新的四维超混沌Ｔａｎｇ系统。用数值模拟方法
分析了该系统的相图、分岔图和Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱等基本动力学特性。数值结果表明新系统随着新引入的参数变
化呈现周期、混沌及超混沌动力学行为，与以往的超混沌相比，新系统的参数 ｋ具有更大的变化范围，并且系
统随ｋ与ｐ变化表现出相同的动力学行为且成一定的比例。设计了一种线性控制器实现了该超混沌系统的同步，
结果表明了该方法的正确性和有效性。最后设计了相应的实验电路，并在示波器中观察到电路系统的超混沌动

力学行为和驱动系统与响应系统的同步结果，这些结果与数值仿真结果基本吻合。

关键词：新超混沌系统；相图；分岔图；Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱图；线性反馈同步；实验电路
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　　当非线性动力学系统具有两个或两个以上的正 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数时，系统处于超混沌状态，动力学行为
比一般混沌系统更复杂，更难以预测。构造超混沌系统及其同步的研究引起了广大科研工作者的极大关

注。文献 ［１－３］通过施加外部正余弦激励信号而实现超混沌，文献 ［４－６］通过对三维混沌系统引入
一个控制器，并将其耦合到系统的一个方程或多个方程中而实现超混沌。文献 ［７］设计了一种线性牵制
控制器实现了一个参数范围较小的新超混沌系统的同步，文献 ［８］基于一种新型趋近律研究了分数阶不
确定Ｄｕｆｆｌｉｎｇ系统的自适应滑模同步问题，文献 ［９］研究了分数阶单摆系统的终端滑模控制混沌同步，
文献 ［１０］研究了一类分数阶冠状动脉系统的混沌同步问题，文献 ［１１］研究了主 －从蔡氏电路系统在
线性状态误差反馈控制下存在通道时延时的滞后混沌同步问题。但是这些方法的控制器设计比较复杂，而

且同步收敛速度较慢和对参数敏感。

针对上述问题，本文基于Ｔａｎｇ系统［１２］，构造了一个新的四维超混沌 Ｔａｎｇ系统，用数值模拟方法分

析了该系统的相图，分岔图和Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱等基本动力学特性。与以往的超混沌相比，新系统的参数ｋ
具有更大的变化范围，并且系统随ｋ与ｐ变化表现出相同的动力性行为且成一定的比例。设计了一种线性
牵制控制器实现了该超混沌系统的同步，利用了混沌系统的状态变量的有界性，通过误差系统内部的自组

织作用，整个误差系统渐近稳定从而实现了混沌同步，该方法不需要求系统的最大 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数或建立
Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，从而大大减少了计算量，而且这种方法容易实现、同步速度快、同步结果稳定。最后设
计了相应的实验电路，并在示波器中观察到电路系统的超混沌动力学行为和驱动系统与响应系统的同步结

果，这些结果与数值仿真结果基本吻合。

１　超混沌Ｔａｎｇ系统及其超混沌吸引子

　　文献 ［１２］提出的新的三维自治混沌系统，其状态方程可表示为
ｘ＝－ａｘ＋ｂｙ
ｙ＝ｃｘ－ｘｚ－ｄｙ
ｚ＝ｘｙ－ｅ（ｘ＋ｚ

{
）

当ａ＝２５６，ｂ＝６６８，ｃ＝３９２２，ｄ＝０２，ｅ＝４时，系统存在典型的混沌吸引子。
经过大量尝试，在Ｔａｎｇ系统的第１个方程增加一个非线性状态反馈控制器 ｗ，并增加一个关于 ｗ的

一阶微分方程，可得到如下新的四维超混沌Ｔａｎｇ系统：
ｘ＝－ａｘ＋ｂｙ－ｐｗ
ｙ＝ｃｘ－ｘｚ－ｙ
ｚ＝ｘｙ－ｄ（ｘ＋ｚ）
ｗ＝ｋ（ｘ＋ｙ










）

式中，ｐ和ｋ为新引入的参数。当选取典型参数ａ＝２０，ｂ＝３５，ｐ＝１，ｃ＝３０，ｄ＝５，ｋ＝１０时，用Ｍａｔｌａｂ

计算得到系统有三个不稳定的平衡点，这为新系统产生超混沌创造了可能。利用 Ｗｏｌｆ方法［１３］计算出系统

的四个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数分别为λ１ ＝１４０２６，λ２ ＝０２１，λ３ ＝０，λ４ ＝－２７５１０５，可见系统在上述参数下处

于超混沌运动，对应的超混沌吸引子在各平面上的投影如图１所示。对于新系统有Ｖ＝
ｘ
ｘ
＋
ｙ
ｙ
＋
ｚ
ｚ
＋

ｕ
ｗ
＝－ａ－１－ｄ＝－２６＜０，系统是耗散的，说明当选取上述参数时系统的状态变化时有界的，并以指数

形式
ｄＶ
ｄｔ＝ｅ

－２６收敛。也就是一个初始体积为Ｖ（０）的体积元在时刻ｔ时收缩为体积元Ｖ（０）ｅ－２６ｔ。这意味着，

当ｔ→∞时，包含系统轨线的每个小体积元以指数速率－２６收缩到零，所有系统的轨线最终会被限制在
一个体积为零的极限子集上，其渐近运动将被固定在一个吸引子上，这就从理论上说明了吸引子的存在

性［１４］。
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２　动力学行为演化

情形１：当固定ａ＝２０，ｂ＝３５，ｐ＝１，ｃ＝３０，ｄ＝５，变量ｘ随ｋ在［０，１５００］变化关于ｘ的分岔图和
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱图 （这里略去了第四根Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数曲线）如图２所示。从图２可以观察到，系统具有
丰富的动力学行为，并且随参数ｋ变化范围较大。

为了进一步说明系统中取不同参数的超混沌、混沌、周期各自轨迹的特点，本文分别对 ｋ＝１６，６４，
９２，２３０，４１０，５４８，６４８，１２４４，１４９８这９个ｋ值上的相轨迹进行数值仿真，图３给出了ｘ－ｗ平面上的典型的
相轨迹图，由图可见系统各状态下的相轨迹在不同平面的投影具有不同的形状。表１给出了这９种参数下
的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱和运动形式。

图１　系统的超混沌吸引子

Ｆｉｇ１　Ｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｓｏｆｓｙｓｔｅｍ

图２　系统随ｋ变化的分岔图和Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱图

Ｆｉｇ２　ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍａｎｄＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｖａｒｉｅｓｗｉｔｈｋ
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图３　系统各状态下的典型相轨迹在ｘ－ｗ平面上的投影

Ｆｉｇ３　Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓｏｆｔｙｐｉｃａｌｐｈａｓｅｐａｔｈｓｉｎｔｈｅｘ－ｗｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｙｓｔｅｍｓｔａｔｅ

表１　不同参数ｋ下的Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱和运动形式

Ｔａｂｌｅ１　Ｌｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓｐｅｃｒｕｍａｎｄｄｙｎａｍｉｃｍｏｄａｌｉｔｙｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｋｖａｌｕｅｓ

ｋ λ１ λ２ λ３ λ４ 运动形式

１６ １１１８９ ０３８７０ ０００６４ －２７４０６ 超混沌

６４ ０ －１６０２３ －４２９０９ －２００４５ 一周期

９２ ０３７０４ ０ －１２４１４ －２５０５４ 混沌

２３０ １２８６０ ０ －４７２１５ －２２５３７ 混沌

４１０ １１５２２ ０ －６０９４４ －２１０４９ 混沌

５４８ ０ －０５７４２ －０５９０３ －２４８３３ 二周期

６４８ ０ －０５３３０ －２３１５３ －２３１５２ 四周期

１２４４ ０ －００９５７ －９９１３０ －１５９９９ 二周期

１４９８ ０ －３３８９６ －１０５７８０ －１２０３８ 一周期

情形２：当固定ａ＝２０，ｂ＝３５，ｃ＝３０，ｄ＝５，ｋ＝１０，变量ｘ随ｐ在［０，１５０］变化关于ｘ的分岔图和
Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱图 （这里略去了第四根Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数曲线）如图４所示。由图４见随参数 ｐ变化和随参
数ｋ变化具有相同的动力学行为，只是变化范围大大的缩小。

８１



　第 １期 高智中：超混沌Ｔａｎｇ系统的分析及其线性反馈同步与其电路实现

图４　系统随ｐ变化的分岔图和Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱图

Ｆｉｇ４　ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍａｎｄＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓｐｅｃｔｒｕｍｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｖａｒｉｅｓｗｉｔｈｐ

３　新超混沌系统的线性反馈同步

设驱动系统为

ｘ１ ＝－２０ｘ１＋３５ｘ２－ｘ４
ｘ２ ＝３０ｘ１－ｘ１ｘ３－ｘ２
ｘ３ ＝ｘ１ｘ２－５（ｘ１＋ｘ３）
ｘ４ ＝１０（ｘ１＋ｘ２










）

令驱动变量为ｘ２，构造响应系统为
ｙ１ ＝－２０ｙ１＋３５ｘ２－ｙ４
ｙ２ ＝３０ｙ１－ｙ１ｙ３－ｙ２
ｙ３ ＝ｙ１ｘ２－５（ｙ１＋ｙ３）
ｙ４ ＝１０（ｙ１＋ｘ２）










＋ｕ

其中ｕ为待设计的线性反馈控制器。
令误差变量为ｅｉ＝ｙｉ－ｘｉ，ｉ＝１，２，３，４。则两系统的误差系统可化为

ｅ１ ＝－２０ｅ１－ｅ４
ｅ２ ＝３０ｅ１－ｅ２－ｙ１ｅ３－ｘ３ｅ１
ｅ３ ＝－５（ｅ１＋ｅ３）＋ｘ２ｅ１
ｅ４ ＝１０ｅ１










＋ｕ

选取线性控制器ｕ＝－１０ｅ１－１０ｅ４，则误差系统可进一步化为
ｅ１ ＝－２０ｅ１－ｅ４
ｅ２ ＝３０ｅ１－ｅ２－ｙ１ｅ３－ｘ３ｅ１
ｅ３ ＝－５（ｅ１＋ｅ３）＋ｘ２ｅ１
ｅ４ ＝－１０ｅ










４

显然ｅ４的解将随着时间以指数速率趋向于零，即当ｔ→∞时，ｅ４→０。同理，ｅ１也能渐近稳定于零点，ｅ２，ｅ３
也能渐近稳定于零点，所以整个误差系统就会被牵制到零点，从而驱动系统和响应系统同步。设驱动系统

的初始值仍为（１０，１０，１０，１０），响应系统的初始值为 （１，１，１，１），在线性控制器作用下同步误差曲线模拟
结果如图５所示，由图５可以看出，经过一个暂态过程后误差变量ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４全部快速趋向于零。

９１
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图５　两系统的同步误差曲线

Ｆｉｇ５　Ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆｔｗｏｓｙｓｔｅｍｓ

４　电路实现

为了验证驱动系统和响应系统的特性，笔者设计了硬件电路来实现驱动系统和响应系统。因为电路中

各电容元件的耐压值是有限的，故将驱动系统中各变量变为原来的１／４０，驱动系统表达式变为：
ｘ１ ＝－２０ｘ１＋３５ｘ２－ｘ４
ｘ２ ＝３０ｘ１－４０ｘ１ｘ３－ｘ２
ｘ３ ＝４０ｘ１ｘ２－５（ｘ１＋ｘ３）
ｘ４ ＝１０（ｘ１＋ｘ２










）

驱动系统电路实现如图 ６（ａ）所示，其中参数值为：Ｃ１ ＝Ｃ２ ＝Ｃ３ ＝Ｃ４ ＝１００ｎＦ，Ｒ１ ＝１０ＭΩ，

Ｒ２ ＝３５０ＭΩ，Ｒ３ ＝３５ＭΩ，Ｒ４ ＝１００ＭΩ，Ｒ５ ＝５００ＭΩ，Ｒ６ ＝１０ＭΩ，Ｒ７ ＝７５ＭΩ，Ｒ８ ＝３ＭΩ，

Ｒ９ ＝１００ＭΩ，Ｒ１０ ＝１０ＭΩ，Ｒ１１ ＝２０ＭΩ，Ｒ１２ ＝２５ＭΩ，Ｒ１３ ＝１ＭΩ，Ｒ１４ ＝１００ＭΩ，Ｒ１５ ＝２ＭΩ，

Ｒ１６ ＝１０ＭΩ，Ｒ１７ ＝１０ＭΩ，Ｒ１８ ＝１ＭΩ，Ｒ１９ ＝１００ＭΩ，Ｒ２０ ＝Ｒ２１ ＝１ＭΩ，Ｒ２２ ＝Ｒ２３ ＝１ＭΩ。

图６　超混沌系统的驱动电路 （ａ）和响应电路 （ｂ）

Ｆｉｇ６　Ｄｒｉｖｅｒｃｉｒｃｕｉｔ（ａ）ａｎｄｒｅｓｐｏｎｓｅｃｉｒｃｕｉｔ（ｂ）ｉｎｔｈｅｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍ
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　　利用示波器测量驱动系统的超混沌吸引子如图７所示，与本文的图１对比可见，硬件电路的输出结果
与数值仿真结果是一致的。

图７　示波器测得的驱动系统的超混沌吸引子

Ｆｉｇ７　Ｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆｔｈｅｄｒｉｖｅｒｓｙｓｔｅｍｄｅｔｅｃｔｅｄｂｙｏｓｃｉｌｌｏｓｃｏｐｅ

前文构建了与驱动系统线性反馈同步的响应系统中ｕ＝－１０ｅ１－１０ｅ４，且ｅｉ＝ｙｉ－ｘｉ，ｉ＝１，２，３，４，故
ｕ＝１０ｘ１－１０ｙ１＋１０ｘ４－１０ｙ４，将ｕ的表达式带入响应系统可得：

ｙ１ ＝－２０ｙ１＋３５ｘ２－ｙ４
ｙ２ ＝３０ｙ１－ｙ１ｙ３－ｙ２
ｙ３ ＝ｙ１ｘ２－５（ｙ１＋ｙ３）
ｙ４ ＝１０（ｙ１＋ｘ２）＋１０ｘ１－１０ｙ１＋１０ｘ４－１０ｙ










４

将响应系统中各变量变为原来的１／４０，响应系统表达式变为：
ｙ１ ＝－２０ｙ１＋３５ｘ２－ｙ４
ｙ２ ＝３０ｙ１－４０ｙ１ｙ３－ｙ２
ｙ３ ＝ｙ１ｘ２－５（ｙ１＋ｙ３）
ｙ４ ＝１０ｘ２＋１０ｘ１＋１０ｘ４－１０ｙ










４

响应系统电路实现如图６（ｂ）所示，为了与驱动系统的参数便于对比，响应系统的参数下标前加了０，
各参数分别为：Ｃ０１ ＝Ｃ０２＝Ｃ０３＝Ｃ０４＝１００ｎＦ，Ｒ０１＝１０ＭΩ，Ｒ０２＝３５０ＭΩ，Ｒ０３＝３５ＭΩ，Ｒ０４＝１００ＭΩ，
Ｒ０５ ＝５００ＭΩ，Ｒ０６ ＝１０ＭΩ，Ｒ０７ ＝７５ＭΩ，Ｒ０８ ＝３ＭΩ，Ｒ０９ ＝１００ＭΩ，Ｒ０１０ ＝１０ＭΩ，Ｒ０１１ ＝２０ＭΩ，
Ｒ０１２ ＝１００ＭΩ，Ｒ０１３ ＝１ＭΩ，Ｒ０１４ ＝１００ＭΩ，Ｒ０１５ ＝２ＭΩ，Ｒ０１６ ＝１０ＭΩ，Ｒ０１７ ＝１０ＭΩ，Ｒ０１８ ＝１ＭΩ，
Ｒ０１９ ＝１００ＭΩ，Ｒ０２０ ＝１０ＭΩ，Ｒ０２１ ＝１ＭΩ。

驱动系统和响应系统的同步性测试如图８所示，图８（ａ）所示为ｘ１和ｙ１的时序图，对比ｘ１和ｙ１时
序波形图可见，随着时间的变化，波形是相同的；图８（ｂ）所示为ｘ１和ｙ１的状态同步图，可见 ｘ１和 ｙ１
达到了良好的同步，同理，对ｘ２－ｙ２，ｘ３－ｙ３，ｘ４－ｙ４进行相同测试，结果与ｘ１和ｙ１的同步性是一样的。
可见，驱动系统和响应系统具有良好的同步性。

１２
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图８　超混沌系统的驱动电路和响应电路的ｘ１和ｙ１的时序图和状态同步图

Ｆｉｇ８　Ｔｉｍｅｓｅｒｉａｌｄｉａｇｒａｍａｎｄｓｔａｔｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｘ１ａｎｄｙ１ｉｎｔｈｅ

ｄｒｉｖｅｒｓｙｓｔｅｍａｎｄｒｅｓｐｏｎｓｅｓｙｓｔｅｍｏｆｔｈｅｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃｓｙｓｔｅｍ

５　结　论

本文在Ｔａｎｇ混沌系统基础上构造了一个新的四维超混沌系统，重点研究了新引入的两个参数 ｋ和 ｐ
取不同值时超混沌系统的运动情况，通过分岔图、Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱及相图的数值仿真，刻画了超混沌系统
的运动规律，结果发现新的四维超混沌系统具有丰富的动力学行为。成功构造了一种线性控制器实现了该

超混沌系统的同步，最后设计了相应的实验电路，并在示波器中观察到电路系统的超混沌动力学行为和驱

动系统与响应系统的同步结果，这些结果与数值仿真结果基本吻合。
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·简讯·

本刊开设 “名家风范”栏目

为配合中山大学 “双一流”建设，充分发挥学报的 “学术窗口”作用，本刊决定于２０２０年第１期起
开设 “名家风范”栏目。栏目拟围绕中山大学学科建设布局，向广大读者、作者宣传和介绍本校著名学

者 （包括在中山大学工作或学习过的学者），活跃办刊学术气氛。栏目力求在简明扼要报道学者们的学习

工作经历外，充分展示学者们的主要学术研究内容与成果，着重报道学者们最新的学术研究消息与进展，

展现学术研究的最前沿。

中山大学学报 （自然科学版）
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