
　第５９卷　第 １期
２０２０年　１月

中山大学学报 （自然科学版）

ＡＣＴＡ　ＳＣＩＥＮＴＩＡＲＵＭ　ＮＡＴＵＲＡＬＩＵＭ　ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＡＴＩＳ　ＳＵＮＹＡＴＳＥＮＩ
Ｖｏｌ５９　Ｎｏ１
Ｊａｎ　２０２０

　

ＤＯＩ：１０１３４７１／ｊｃｎｋｉａｃｔａｓｎｕｓ２０２００１００４

１∶３内共振条件下屈曲梁的准周期运动

肖龙江，黄建亮
（中山大学航空航天学院，广东 广州 ５１０２７５）

摘　要：针对前两阶对称模态存在 １∶３内共振的两端固支屈曲梁，研究其在基础简谐激励作用下的非线性振
动。利用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法对屈曲梁的振动方程进行离散，采用传统的单一时间尺度的增量谐波平衡 （ＩＨＢ）法追踪
外激励振幅变化时屈曲梁的周期响应，并用Ｆｌｏｑｕｅｔ理论对解进行稳定性和分岔分析。研究表明，由于存在１∶３
内共振，随着外激励振幅的增加，屈曲梁的反对称模态被激发，继续增加外激励振幅，周期解发生 Ｈｏｐｆ分岔，
演变为频谱图在外激励频率的整数倍附近存在等间距边频带的准周期运动。用两时间尺度的 ＩＨＢ法研究准周期
运动，所得结果与四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法的数值结果吻合。
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　　准周期运动是指系统的振动响应中含有多个不可约频率的运动［１］。当外激励的频率之间不可公度或

系统的多个模态之间存在内共振时将会产生准周期运动。准周期运动的存在会导致响应的振幅、频率和相

位角随着时间连续变化，使得能量在不同模态之间实时迁移，导致结构的破坏［２－４］。Ａｆａｎｅｈ和 Ｉｂｒａｈｉｍ［５］
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利用多尺度法分析了１∶１内共振条件下两端固支屈曲梁的前两阶振动响应，发现在该条件下屈曲梁可能存
在准周期响应。Ｋｒｅｉｄｅｒ和Ｎａｙｆｅｈ［６］通过实验发现，在前两阶模态存在１∶１内共振条件下，两端固支屈曲
梁会产生频谱图中存在等间距边频带的准周期运动，Ｅｍａｍ和Ｎａｙｆｅｈ［７］采用数值计算方法验证了上述实验
结果。Ｌａｕ等［８－９］把增量谐波平衡法和多时间尺度法结合起来，用于计算系统的准周期运动。Ｈｕａｎｇ和
Ｚｈｕ［１０－１１］改进了Ｌａｕ等［８－９］的方法，用两时间尺度的增量谐波平衡法研究了一端固定一端简支的弯曲梁的

准周期运动。在国内，袁铭鸿等［１２］研究了耦合系统的准周期运动，从他们得到的准周期运动的频谱图中

可以观察到等间距的边频带。张丹伟等［１３］用两个时间尺度的ＩＨＢ法研究了外激励频率不可公约时非线性
系统的准周期运动。李小彭等［１４］通过数值计算分析了多自由度内共振系统的准周期运动。

本文研究了在基础简谐激励作用下，前两阶对称模态存在１∶３内共振的两端固支屈曲梁的非线性振
动。先通过Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法对梁的振动方程进行离散，然后将传统的单一时间尺度的增量谐波平衡和Ｆｌｏｑｕｅｔ
理论［１５－１６］相结合，分析外激励振幅变化时振动方程的周期响应及其稳定性的变化。当梁的周期响应发生

Ｈｏｐｆ分岔演变为准周期响应时，采用两时间尺度的ＩＨＢ法研究准周期响应，并验证结果的准确性。

１　两端固支屈曲梁的振动方程
振动台以基础谐波形式Ｙ（珓ｔ）＝Ｙ０ｃｏｓ珟ω珓ｔ运动，两端固支在振动台上的屈曲梁相对于振动台做横向振

动，如图１所示。以振动台为参考系，作用在屈曲梁单位长度上的基础简谐激励为

－ρ
２Ｙ（珓ｔ）
珓ｔ２

＝ρＹ０珟ω
２ｃｏｓ（珟ω珓ｔ）＝ρｇγｃｏｓ（珟ω珓ｔ） （１）

其中，ρ是梁单位长度的质量，珓ｔ为时间，Ｙ０和珟ω分别为振动台运动的振幅和圆频率，ρｇγ为外激励的振幅，
ｇ为重力加速度，γ为激振参数，其值反映了外激励振幅的大小。

图１　基础简谐激励作用下的两端固支屈曲梁简图
Ｆｉｇ１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆａｆｉｘｅｄｆｉｘｅｄｂｕｃｋｌｅｄｓｕｂｊｅｃｔｔｏｂａｓｅｈａｒｍｏｎｉｃｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

在此基础谐波激励作用下，由哈密顿原理可求得屈曲梁的振动方程为

ρ
２珓ｙ
珓ｔ２
＋ＥＩ

４珓ｙ
珓ｘ４
＋珘Ｆ

２珓ｙ
珓ｘ２
＋珓ｃ

珓ｙ
珓ｔ
－ＥＡ２ｌ

２珓ｙ
珓ｘ２∫

ｌ

０

珓ｙ
珓( )ｘ

２
ｄ珓ｘ＝ρｇγｃｏｓ（珟ω珓ｔ） （２）

其中，珓ｙ（珓ｘ，珓ｔ）是梁在位置珓ｘ和时刻珓ｔ的横向位移，Ｅ为杨氏模量，Ａ和Ｉ分别为梁截面的横截面积和惯性矩，
ｌ为梁的长度，珘Ｆ为轴向力，珓ｃ为阻尼系数。对于两端固支屈曲梁，其边界条件为

珓ｙ（０，ｔ）＝珓ｙ（ｌ，ｔ）＝０，
珓ｙ（０，ｔ）
珓ｘ

＝
珓ｙ（ｌ，ｔ）
珓ｘ

＝０ （３）

　　对方程进行无量纲化，令

ｙ＝
珓ｙ
ｌ，ｘ＝

珓ｘ
ｌ，ｔ＝

珓ｔ ＥＩ
ρｌ槡４，ω＝珟ω

ρｌ４

槡ＥＩ
（４）

　　带入方程和边界条件中可得

ｙ̈＋ｙ″″＋Ｆｙ″＋ｃｙ－εｙ″∫
１

０
ｙ′２ｄｘ＝γａｃｏｓ（ωｔ） （５）

ｙ（０，ｔ）＝ｙ（１，ｔ）＝ｙ′（０，ｔ）＝ｙ′（１，ｔ）＝０ （６）
其中，点和撇分别表示对时间和空间求导，且

５２
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Ｆ＝
珘Ｆｌ２
ＥＩ，　ε＝

Ａｌ２
２Ｉ，　ｃ＝

珓ｃｌ２

ρ槡ＥＩ
，　ａ＝ρｇｌ

３

ＥＩ （７）

　　为了求出静态屈曲函数ｖ（ｘ），舍去方程 （５）和 （６）中的时间相关项和外激励项可得

ｖ″″＋Ｆｖ″－εｖ″∫
１

０
ｖ′２ｄｘ＝０ （８）

ｖ（０）＝ｖ（１）＝ｖ′（０）＝ｖ′（１）＝０ （９）

　　对于给定的屈曲函数ｖ（ｘ），∫
１

０
ｖ′２ｄｘ为常数，方程可按常系数微分方程求解，满足边界条件的静态屈

曲函数可设为

ｖ（ｘ）＝ｂ２（１－ｃｏｓ（２πｘ）） （１０）

其中，ｂ为无量纲化跨中挠度。把方程 （１０）带入方程 （８）中可解得

ｂ＝１
π

２（Ｆ－４π２）
槡 ε

（１１）

　　令方程的解为
ｙ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ｘ，ｔ）＋ｖ（ｘ） （１２）

　　带入方程 （５）及边界条件 （６）可得

ｕ̈＋ｕ″″＋４π２ｕ″＋ｃｕ－ε（ｕ＋ｖ）″∫
１

０
（ｕ′２＋２ｕ′ｖ′）ｄｘ＝γａｃｏｓ（ωｔ） （１３）

ｕ（０，ｔ）＝ｕ（１，ｔ）＝ｕ′（０，ｔ）＝ｕ′（１，ｔ）＝０ （１４）
　　用文献 ［１７］中的方法求解两端固支屈曲梁的固有频率和模态函数［１７－１８］。舍去方程中的非线性项、

阻尼项和外激励项，可得到方程所对应的线性化自由振动方程，令方程的解为

ｕｊ＝Φｊ（ｘ）ｃｏｓ ｊｔ （１５）
　　由此可得

Φ″″ｊ＋４π
２Φ″ｊ－ ２ｊΦｊ－２εｖ″∫

１

０
Φ′ｊｖ′ｄｘ＝０ （１６）

Φｊ（０）＝Φｊ（１）＝Φ′ｊ（０）＝Φ′ｊ（１）＝０ （１７）
　　方程 （１６）的通解为

Φｊ＝ｃ１ｓｉｎλｊｘ＋ｃ２ｃｏｓλｊｘ＋ｃ３ｓｉｎｈμｊｘ
＋ｃ４ｃｏｓｈμｊｘ＋ｃ５ｃｏｓ２πｘ （１８）

其中，

λ２ｊ ＝ ４π４＋ ２
槡 ｊ ＋２π２，μ２ｊ ＝ ４π４＋ ２

槡 ｊ－２π２ （１９）
　　把式 （１８）带入方程 （１６）及边界条件 （１７）中，可得到关于ｃｉ ｉ＝１～( )５ 的５个方程，为使方程
有非零解，其系数行列式必须等于 ０，由此可解得梁振动的各阶固有频率 ｊ，将其带入关于

ｃｉ ｉ＝１～( )５ 的方程，并令

∫
１

０
Φ２ｊｄｘ＝１，ｊ＝１，２，…，ｎ （２０）

　　可得各阶固有频率所对应的模态函数Φｊ，各阶模态函数满足条件

∫
１

０
ΦｉΦｊｄｘ＝δｉｊ （２１）

其中，δｉｊ为狄拉克函数。用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法求解方程，为此令

ｕ＝∑
ｎ

ｊ＝１
Φｊ（ｘ）ｑｊ（ｔ） （２２）

　　将式 （２２）带入方程 （１３），在方程两边左乘Φｉ（ｘ），并对方程两边从０到１对ｘ积分，可得

６２
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　　　　　ｑ̈ｉ＋ ２ｉｑｉ＋ξｉ ｉｑｉ＋∑
ｎ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１

珓ｋ（２）ｉｊｋｑｊｑｋ＋∑
ｎ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１
∑
ｎ

ｌ＝１

珓ｋ（３）ｉｊｋｌｑｊｑｋｑｌ

＝γｆｉｃｏｓ（ωｔ），ｉ＝１，２，…，ｎ　　　　　　　　 （２３）
其中，

　　　　　　　　　珓ｋ（２）ｉｊｋｌ ＝－２π
２εｂ∫

１

０
ｃｏｓ２πｘΦｉｄｘ∫

１

０
Φ′ｊΦ′ｋｄｘ－２πεｂ∫

１

０
ΦｉΦ″ｊｄｘ∫

１

０
ｓｉｎ２πｘΦ′ｋｄｘ

珓ｋ（３）ｉｊｋｌ ＝－ε∫
１

０
ΦｉΦ″ｊｄｘ∫

１

０
Φ′ｋΦ′ｌｄｘ，

ｆｉ＝∫
１

０
ａΦｉｄｘ，　ξｉ ｉ＝ｃ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（２４）

取

ξｉ＝ξ，　ｉ＝１，２，…，ｎ （２５）
　　ξ为无量纲化模态阻尼系数，令

　　　　　　　　ｋ（２）ｉｊｋ ＝ｋ
（２）
ｉｋｊ ＝

１
２（
珓ｋ（２）ｉｊｋ ＋珓ｋ

（２）
ｉｋｊ），

ｋ（３）ｉｊｋｌ ＝ｋ
（３）
ｉｊｌｋ ＝ｋ

（３）
ｉｋｊｌ ＝ｋ

（３）
ｉｋｌｊ ＝ｋ

（３）
ｉｌｊｋ ＝ｋ

（３）
ｉｌｋｊ　　　　　　

＝１６（
珓ｋ（３）ｉｊｋｌ ＋珓ｋ

（３）
ｉｊｌｋ ＋珓ｋ

（３）
ｉｋｊｌ ＋珓ｋ

（３）
ｉｋｌｊ ＋珓ｋ

（３）
ｉｌｊｋ ＋珓ｋ

（３）
ｉｌｋｊ） （２６）

　　可将方程 （２３）化为

　　　　　　　　ｑ̈ｉ＋ ２ｉｑｉ＋ξ ｉｑｉ＋∑
ｎ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１
ｋ（２）ｉｊｋｑｊｑｋ＋∑

ｎ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１
∑
ｎ

ｌ＝１
ｋ（３）ｉｊｋｌｑｊｑｋｑｌ　　　　

＝γｆｉｃｏｓ（ωｔ），　ｉ＝１，２，…，ｎ　　　　　 （２７）

２　两个时间尺度的ＩＨＢ法
用两个新的无量纲时间变量

τ１ ＝ωｔ，　τ２ ＝ωｄｔ （２８）
　　代替变量ｔ，因此ｑｉ（ｔ）变为变量τ１和τ２的函数。

ｑｉ（ｔ）＝ｑｉ（ωｔ，ωｄｔ）＝ｑｉ（τ１，τ２） （２９）
　　由此可得到

ｄ
ｄｔ＝ω


τ１
＋ωｄ


τ２
，　　　　　　

ｄ２

ｄ２ｔ
＝ω２ 

２

τ２１
＋２ωωｄ

２

τ１τ２
＋ω２ｄ

２

τ２２
（３０）

　　把式 （２８）、（２９）、（３０）带入式 （２７）可得

　　　　　　　　　　ω２
２ｑｉ
τ２１
＋２ωωｄ

２ｑｉ
τ１τ２

＋ω２ｄ
２ｑｉ
τ２２
＋ξ ｉω

ｑｉ
τ１
＋ξ ｉωｄ

ｑｉ
τ２
＋ ２ｉｑｉ

＋∑
ｎ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１
ｋ（２）ｉｊｋｑｊｑｋ＋∑

ｎ

ｊ＝１
∑
ｎ

ｋ＝１
∑
ｎ

ｌ＝１
ｋ（３）ｉｊｋｌｑｊｑｋｑｌ

＝γｆｉｃｏｓτ１，ｉ＝１，２，…，ｎ （３１）
　　式 （３１）可以写为矩阵形式

ω２
２ｑ
τ２１
＋２ωωｄ

２ｑ
τ１τ２

＋ω２ｄ
２ｑ
τ２( )
２

＋Ｃωｑτ１
＋ωｄ

ｑ
τ( )
２
　　　　

＋（Ｋ＋Ｋ（２）＋Ｋ（３））ｑ＝γＦｃｏｓτ１ （３２）
其中，ｑ＝［ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ］

Ｔ，Ｃ＝ｄｉａｇ（ξ １，ξ ２，…，ξ ｎ），Ｆ＝［ｆ１，ｆ２，…，ｆｎ］
Ｔ，Ｋ＝ｄｉａｇ（ ２

１，
２
２，…，

２
ｎ）。Ｋ

（２）和Ｋ（３）的元素分别为

７２
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Ｋ（２）ｉｊ ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｋ（２）ｉｊｋｑｋ，

Ｋ（３）ｉｊ ＝∑
ｎ

ｋ＝１
∑
ｎ

ｌ＝１
ｋ（３）ｉｊｋｌｑｋｑｌ （３３）

　　两时间尺度ＩＨＢ法的第一步是增量过程。令ｑ０、ωｄ０和γ０表示一个振动状态，其邻近振动状态以增量
形式表示为

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｑ＝ｑ０＋Δｑ，
ωｄ ＝ωｄ０＋Δωｄ，
γ＝γ０＋Δγ （３４）

其中，ｑ０ ＝［ｑ１０，ｑ２０，…，ｑｎ０］
Ｔ，Δｑ＝［Δｑ１，Δｑ２，…，Δｑｎ］

Ｔ。把式 （３４）带入式 （３２），并且略去高于一阶
的小量，可得　　　　　　　　

ω２
２Δｑ
τ２１

＋２ωωｄ０
２Δｑ
τ１τ２

＋ω２ｄ０
２Δｑ
τ( )２
２

＋ＣωΔｑτ１
＋ωｄ０

Δｑ
τ( )
２
＋（Ｋ＋２珟Ｋ（２）＋３珟Ｋ（３））Δｑ　　　　　

＝Ｒ－ ２ω
２ｑ０
τ１τ

(
２
＋２ωｄ０

２ｑ０
τ２１

＋Ｃ
ｑ０
τ)
２
Δωｄ＋ΔγＦｃｏｓτ１ （３５）

其中

　　　　　　　　　　　珟Ｋ（２）ｉｊ ＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｋ（２）ｉｊｋｑｋ０，

珟Ｋ（３）ｉｊ ＝∑
ｎ

ｋ＝１
∑
ｎ

ｌ＝１
ｋ（３）ｉｊｋｌｑｋ０ｑｌ０ （３６）

　　　　　　　　　　　Ｒ＝γ０Ｆｃｏｓτ１－ ω２
２ｑ０
τ２１

＋２ωωｄ０
２ｑ０
τ１τ

[
２

＋ω２ｄ０
２ｑ０
τ２２
＋Ｃω

ｑ０
τ１
＋ωｄ０

ｑ０
τ( )
２

＋（Ｋ＋珟Ｋ（２）＋珟Ｋ（３））ｑ]０ （３７）

　　Ｒ是误差向量。当ｑ０、ωｄ０和γ０是方程 （３２）的准确解时，Ｒ＝０。
两时间尺度的ＩＨＢ法的第二步是谐波平衡过程。因为准周期运动的频谱图在载波频率 （频率的整数

倍）的周围存在着等间距的边频带，所以可以用Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法把ｑｉ０展开为多重Ｆｏｕｒｉｅｒ级数。

ｑｉ０ ＝∑
ｎｆ

ｉ２＝０
ａｉ０ｉ２ｃｏｓ（ｉ２τ２）＋∑

ｎｆ

ｉ２＝１
ａｉ０ｉ２ｓｉｎ（ｉ２τ２）

＋∑
ｎｃ

ｉ１＝１
∑
ｎｆ

ｉ２＝－ｎｆ

［ａｉｉ１ｉ２ｃｏｓ（ｉ１τ１＋ｉ２τ２）］

　　　　 ＋∑
ｎｓ

ｉ１＝１
∑
ｎｆ

ｉ２＝－ｎｆ

［ｂｉｉ１ｉ２ｓｉｎ（ｉ１τ１＋ｉ２τ２）］　　　　

＝Ｃｓ·Ａｉ　　　　　　　　　　　 （３８）
其中，ｎｃ和ｎｓ分别为载波频率的余弦项项数和正弦项项数，ｎｆ是一个载波频率左侧或右侧所携带的边频带
频率的数目，同时

Ｃｓ＝［Ｃ０Ｃ１Ｃ２… ＣｎｃＳ０Ｓ１… Ｓｎｓ］ （３９）
Ａｉ＝［Α

ｉ
０Ａ

ｉ
１Ａ

ｉ
２… Ａ

ｉ
ｎｃＢ

ｉ
０Ｂ

ｉ
１Ｂ

ｉ
２… Ｂ

ｉ
ｎｓ］ （４０）

其中

　　　　　　　　Ｃ０ ＝［１ｃｏｓτ２… ｃｏｓｎｆτ２］ｎｆ＋１，
Ｓ０ ＝［ｓｉｎτ２ｓｉｎ２τ２… ｓｉｎｎｆτ２］ｎｆ， （４１）
Ｃｉ１ ＝［ｃｏｓ（ｉ１τ１－ｎｆτ２）… ｃｏｓｉ１τ１… ｃｏｓ（ｉ１τ１＋ｎｆτ２）］２ｎｆ＋１，ｉ１ ＝１，２，…，ｎｃ （４２）
Ｓｉ１ ＝［ｓｉｎ（ｉ１τ１－ｎｆτ２）… ｓｉｎｉ１τ１… ｓｉｎ（ｉ１τ１＋ｎｆτ２）］２ｎｆ＋１，ｉ１ ＝１，２，…，ｎｓ （４３）
Ａ０ ＝［ａｉ００ａ

ｉ
０１… ａ

ｉ
０ｎｆ］ｎｆ＋１，

Ｂ０ ＝［ｂｉ０１ｂ
ｉ
０２… ｂ

ｉ
０ｎｆ］ｎｆ， （４４）

８２
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Ａｉｉ１ ＝［ａ
ｉ
ｉ１－ｎｆ… ａ

ｉ
ｉ１０… ａ

ｉ
ｉ１ｎｆ］２ｎｆ＋１，ｉ１ ＝１，２，…，ｎｃ （４５）

Ｂｉｉ１ ＝［ｂ
ｉ
ｉ１－ｎｆ… ｂ

ｉ
ｉ１０… ｂ

ｉ
ｉ１ｎｆ］２ｎｆ＋１，ｉ１ ＝１，２，…，ｎｓ （４６）

　　把增量Δｑｉ也展开为多重Ｆｏｕｒｉｅｒ级数
Δｑｉ＝Ｃｓ·ΔＡｉ （４７）

其中，

ΔＡｉ＝［ΔＡ
ｉ
０ΔＡ

ｉ
１ΔＡ

ｉ
２… ΔＡ

ｉ
ｎｃΔＢ

ｉ
０ΔＢ

ｉ
１ΔＢ

ｉ
２… ΔＢ

ｉ
ｎｓ］

　　由此可得
ｑ０ ＝ＳＡ，　Δｑ＝ＳΔＡ （４８）

其中，Ｓ＝ｄｉａｇ（Ｃｓ，Ｃｓ，… ，Ｃｓ），Ａ＝［Ａ１Ａ２… Ａｎ］
Ｔ，ΔＡ＝［ΔＡ１ΔＡ２… ΔＡｎ］

Ｔ。

对式 （３５）运用Ｇａｌｅｒｋｉｎ平均过程可得

　　　　　∫
２π

０∫
２π

０
δ（Δｑ）Ｔ［ω２

２Δｑ
τ２１

＋２ωωｄ０
２Δｑ
τ１τ２

＋ω２ｄ０
２Δｑ
τ( )２
２

　 ＋ＣωΔｑτ１
＋ωｄ０

Δｑ
τ( )
２
＋（Ｋ＋２珟Ｋ（２）＋３珟Ｋ（３））Δｑ］ｄτ１ｄτ２　　　　　　　

＝∫
２π

０∫
２π

０
δ（Δｑ）Ｔ Ｒ－ ２ω

２ｑ０
τ１τ２

＋２ωｄ０
２ｑ０
τ２１

＋Ｃ
ｑ０
τ( )
２
Δωｄ＋ΔγＦｃｏｓτ[ ]１ ｄτ１ｄτ２ （４９）

把式 （４８）带入式 （４９）可以产生关于变量ΔＡ、Δωｄ和Δγ的线性方程
ＫＡΔＡ＝Ｒ－ＲｄΔωｄ＋ＦΔγ （５０）

其中

ＫＡ ＝珡Ｍ＋珚Ｃ＋珚Ｋ＋２珚Ｋ
（２）＋３珚Ｋ（３） （５１）

　　　Ｒ＝γ０Ｆ－［珡Ｍ＋珚Ｃ＋珚Ｋ＋珚Ｋ
（２）＋珚Ｋ（３）］Ａ （５２）

　　　　　　　　　　　　　　　Ｒｄ ＝２ＲｄＡ （５３）
其中

　　　　　　　珡Ｍ ＝∫
２π

０∫
２π

０
ＳＴ ω２

２Ｓ
τ２１
＋２ωωｄ０

２Ｓ
τ１τ２

＋ω２ｄ０
２Ｓ
τ( )２
２

ｄτ１ｄτ２，

珚Ｃ＝∫
２π

０∫
２π

０
ＳＴＣωＳτ１

＋ωｄ０
Ｓ
τ( )
２
ｄτ１ｄτ２，

珚Ｋ＝∫
２π

０∫
２π

０
ＳＴＫＳｄτ１ｄτ２，

珚Ｋ（２） ＝∫
２π

０∫
２π

０
ＳＴ珟Ｋ（２）Ｓｄτ１ｄτ２，

珚Ｋ（３） ＝∫
２π

０∫
２π

０
ＳＴ珟Ｋ（３）Ｓｄτ１ｄτ２，

珚Ｆ＝∫
２π

０∫
２π

０
ＳＴＦｃｏｓτ１ｄτ１ｄτ２，

Ｒｄ ＝∫
２π

０∫
２π

０
ＳＴ ω ２Ｓ

τ１τ２
＋ωｄ０

２Ｓ
τ( )[ ２
２

＋ＣＳ
τ]
２
ｄτ１ｄτ２ （５４）

　　方程 （５０）的未知数数量比方程数量多２，在计算时应先指定两个增量作为控制变量。由于Δωｄ无法
预先得知，因此应该在向量ΔＡ中指定两个增量作为控制变量 （为了得到准周期解，两个增量不能都是载

波频率对应的谐波系数），指定控制变量后，先令两个增量为０，由式 （５０）可求解得到 Δωｄ、Δγ以及
ΔＡ中除了控制变量之外的其他量。把各增量加到原来的解上得到新解，判断新解是否能使误差向量Ｒ的
模小于给定精度 （在本文中，精度为１０×１０－１０）；如果不能，把新解带入式 （５０），重复上述过程，不
断循环直至找到符合精度要求的解。之后，给控制变量加上给定的增量，使循环得以更新，重复上一循

环，计算出新情况下的解。

３　计算结果与分析
本文以文献 ［６］中Ｋｒｅｉｄｅｒ和Ｎａｙｆｅｈ实验所用的梁为计算模型。其梁长２７９２２ｃｍ，宽１２７０ｃｍ，厚

９２
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０５０８ｍｍ，杨氏模量为２０６８４３ＧＰａ，密度为７８０５７３３ｋｇ／ｍ３，取式中模态阻尼系数ξ为００４。两端固支
屈曲梁的反对称模态固有频率不会因屈曲程度不同而变化，对称模态的固有频率则会随着屈曲程度的增加

而增加［６，１７］。当式中跨中挠度 ｂ＝０００２６２时，梁的前四阶固有频率 ｊ ｊ＝１～( )４ 分别为 ３７２３３、
４４３６３、１１１２４９、１８２１１８。此时，３ １≈ ３，第一模态和第三模态之间存在１∶３内共振。在此条件下，
固定基础简谐激励的频率ω＝３７，接近梁的第一阶固有频率。研究屈曲梁的动力响应随激振参数 γ的变
化。

为了准确反映屈曲梁非线性振动的特性，需要选取足够多的模态数量对振动方程进行 Ｇａｌｅｒｋｉｎ离散。
Ｅｍａｍ和Ｎａｙｆｅｈ［７，１９］的计算表明，对于两端固支屈曲梁，选取前四阶模态进行计算是必要的。本文选取前
四阶模态进行计算。

取ｎｃ＝ｎｓ＝５，ｎｆ＝０，Δωｄ ＝０带入式 （５０）可得传统的单一时间尺度的ＩＨＢ法，以Δγ为增量可
计算出周期响应。把周期解的形式由式 （３８）变为

ｑｉ＝ａ
ｉ
００＋Ａ

ｉ
１０ｃｏｓ（τ１＋Ω

ｉ
１０）＋Ａ

ｉ
２０ｃｏｓ（２τ１＋Ω

ｉ
２０）

＋… ＋Ａｉ５０ｃｏｓ（５τ１＋Ω
ｉ
５０），　ｉ＝１，２，３，４ （５５）

其中

Ａｉｉ１０ ＝ ａｉｉ１０＋ｂ
ｉ
ｉ１槡 ０，Ω

ｉ
ｉ１０＝ｔａｎ

－１（ｂｉｉ１０／ａ
ｉ
ｉ１０） （５６）

　　由于

∫
１

０
Φ２ｊｄｘ＝０，　ｊ＝１，２，…，ｎ （５７）

　　基础谐波激励只加载在梁的对称模态而未加载在反对称模态上。因此在外激励振幅较小时，系统的反
对称模态并未被激发。直至γ增加到０２２时，由于第一和第三模态之间存在１∶３内共振，能量向反对称
模态转移，反对称模态被激发，被激发的反对称模态和对称模态所含的频率成分相同。继续增加ｒ值，追
踪反对称模态被激发之后的周期响应，并用 Ｆｌｏｑｕｅｔ理论分析周期解的稳定性。可以发现在 ｒ∈ ［０２７，
０６７］时，周期解不稳定，Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子中有一对复共轭特征值与单位圆相交。因此，在这一段内周期解发
生Ｈｏｐｆ分岔，演变为准周期解，如图２所示。

图２　ω＝３７，ｂ＝０００２６２时的振幅响应曲线
Ｆｉｇ２　Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｗｈｉｌｅω＝３７，ｂ＝０００２６２

为了追踪系统的准周期解，取ｎｃ＝ｎｓ＝５、ｎｆ＝２带入式，选取Δａ
１
１０与Δｂ

２
１１作为控制变量，计算得到

的准周期解的形式由式 （３８）变为

ｑｉ＝ａ
ｉ
００＋∑

２

ｉ２＝１
Ａｉ０ｉ２ｃｏｓ（ｉ２τ２＋Ω

ｉ
０ｉ２）＋∑

５

ｉ１＝１
∑
２

ｉ２＝－２
［Ａｉｉ１ｉ２ｃｏｓ（ｉ１τ１＋ｉ２τ２＋Ω

ｉ
ｉ１ｉ２）］，ｉ＝１，２，３，４ （５８）
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其中

Ａｉｉ１ｉ２ ＝ ａｉｉ１ｉ２＋ｂ
ｉ
ｉ１ｉ槡 ２
，

Ωｉｉ１ｉ２＝ｔａｎ
－１（ｂｉｉ１ｉ２／ａ

ｉ
ｉ１ｉ２） （５９）

　　由此，可计算得到准周期响应曲线，如图２所示。准周期运动频谱图的边频带间隔 ωｄ的值也随之计
算出来。在本例中，随着γ的增加，边频带间隔ωｄ逐渐增加，如图３所示。

图３　屈曲梁的准周期响应中ωｄ随γ的变化

Ｆｉｇ３　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆωｄｗｉｔｈγｉｎｔｈｅｑｕａｓｉｐｅｒｉｏｄｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｂｕｃｋｌｅｄｂｅａｍ

以γ＝０２７时的准周期解为例进行进一步的探究，其第一模态的频谱图如图４所示。从图中可以看
出，在载波频率 （频率ω的整数倍）周围，存在着等间距的边频带，相邻两个边频带的间隔为 ωｄ≈
３６５。ω与ωｄ的比值是一个无理数，正是这两个频率不可公约导致系统的响应变为准周期运动，使它的时
间历程图表现出明显的 “拍现象”，如图５所示。从图５还可以看出用ＩＨＢ法得到的时间历程图与用四阶
ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ（ＲＫ）法的数值结果完全重合。为了进一步验证两时间尺度的 ＩＨＢ法的准确性，图６和图７
分别比较了用两时间尺度的ＩＨＢ法和四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法得到的准周期运动的相图和庞加莱截面图，结果
也是完全一致的。从图７可以看出，准周期运动的庞加莱截面图是一条封闭曲线。

图４　ω＝３７，ｂ＝０００２６２，γ＝０２７时ｑ１的频谱图

Ｆｉｇ４　Ｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｑ１ｗｈｉｌｅω＝３７，ｂ＝０００２６２，γ＝０２７
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图５　ω＝３７，ｂ＝０００２６２，γ＝０２７时准周期响应的时间历程图
Ｆｉｇ５　Ｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｉｅｓｏｆｔｈｅｑｕａｓｉｐｅｒｉｏｄｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｗｈｉｌｅω＝３７，ｂ＝０００２６２，γ＝０２７

图６　ω＝３７，ｂ＝０００２６２，γ＝０２７时准周期响应的相图
Ｆｉｇ６　Ｐｈａｓｅｐｌａｎｅｐｏｒｔｒａｉｔｓｏｆｔｈｅｑｕａｓｉｐｅｒｉｏｄｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｗｈｉｌｅω＝３７，ｂ＝０００２６２，γ＝０２７

图７　ω＝３７，ｂ＝０００２６２，γ＝０２７时准周期响应的庞加莱截面图
Ｆｉｇ７　Ｐｏｉｎｃａｒéｓｅｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｑｕａｓｉｐｅｒｉｏｄｉｃｒｅｓｐｏｎｓｅｗｈｉｌｅω＝３７，ｂ＝０００２６２，γ＝０２７
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４　结　论
本文用多时间尺度法与ＩＨＢ法相结合，得到了适用于求解系统的准周期运动的两时间尺度的ＩＨＢ法。

对于前两阶对称模态存在１∶３内共振的两端固支屈曲梁，当作用在其上的基础简谐激励的振幅处于一定范
围内时，系统的周期响应会发生Ｈｏｐｆ分岔，演变为准周期响应。文中用两时间尺度的ＩＨＢ得到了屈曲梁
的准周期响应曲线图，同时比较了两时间尺度的ＩＨＢ法和四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法所得到的结果。对比结果表
明，两时间尺度的ＩＨＢ法有较高的精度，适用于解决频谱图中存在的等间距边频带的准周期运动。
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２０１８，９３（３）：１４９５－１５１７．

［１６］　ＨＵＡＮＧＪＬ，ＳＵＲＫＬ，ＬＥＥＲＹＹ，ｅｔａｌ．Ｖａｒｉｏｕｓｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐｈｅｎｏｍｅｎａｉｎａｎｏｎｌｉｎｅａｒｃｕｒｖｅｄｂｅａｍｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏｂａｓｅｈａｒ

ｍｏｎｉｃｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎａｎｄＣｈａｏｓ，２０１８，２８（７）：１８３００２３．

［１７］　ＮＡＹＦＥＨＡＨ，ＫＲＥＩＤＥＲＷ，ＡＮＤＥＲＳＯＮＴＪ．Ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｏｎｏｆｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓａｎｄｍｏｄｅｓｈａｐｅｓｏｆｂｕｃｋｌｅｄｂｅａｍｓ［Ｊ］．

ＡＩＡＡＪｏｕｒｎａｌ，１９９５，３３（６）：１１２１－１１２６．

［１８］　ＮＡＹＦＥＨＡＨ，ＥＭＡＭＳＡ．Ｅｘａｃｔｓｏｌｕｔｉｏｎａｎｄｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｐｏｓｔｂｕｃｋｌｉｎｇｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓｏｆｂｅａｍｓ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｙｎａｍｉｃｓ，

２００８，５４（４）：３９５－４０８．

［１９］　ＥＭＡＭＳＡ，ＮＡＹＦＥＨＡＨ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｒｅｓｐｏｎｓｅｓｏｆｂｕｃｋｌｅｄｂｅａｍｓｔｏｓｕｂｈａｒｍｏｎｉｃｒｅｓｏｎａｎｃｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｙ

ｎａｍｉｃｓ，２００４，３５（２）：１０５－１２２．

（责任编辑　王海蓉）
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