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相空间中 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型微分变分原理

与一类新型绝热不变量
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摘　要：基于Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型微分变分原理，研究了相空间中非保守系统的绝热不变量问题。首先，列写出基于
Ｈｅｒｇｌｏｔｚ广义变分原理的Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程；其次，基于ＨａｍｉｌｔｏｎＨｅｒｇｌｏｔｚ作用量在群的无穷小变换下的不变性，

给出了相空间中新型精确不变量，并进一步研究在小扰动作用下的摄动，得到了系统的一类新型绝热不变量；

再次，给出了逆定理；最后，举例说明结果的应用。

关键词：非保守系统；Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型微分变分原理；绝热不变量；相空间

中图分类号：Ｏ３１６　　文献标志码：Ａ　　文章编号：０５２９－６５７９（２０２０）０１－００３５－０８

ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆＨｅｒｇｌｏｔｚｔｙｐｅ
ａｎｄａｎｅｗｔｙｐｅｏｆａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔｓｉｎｐｈａｓｅｓｐａｃｅ

ＸＵＸｉｎｘｉｎ１，ＺＨＡＮＧＹｉ２

（１．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＰｈｙｓｉｃｓ，ＳｕｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
Ｓｕｚｈｏｕ２１５００９，Ｃｈｉｎａ；

２．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＣｉｖｉｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＳｕｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，
Ｓｕｚｈｏｕ２１５０１１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＡｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆＨｅｒｇｌｏｔｚｔｙｐｅ，ｔｈｉｓｐａｐｅｒｓｔｕｄｉｅｓｔｈｅａｄｉａｂａｔｉｃ
ｉｎｖａｒｉａｎｔｓｆｏｒｎｏｎｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｓｙｓｔｅｍｉｎｐｈａｓｅｓｐａｃｅ．Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｔｈｅＨａｍｉｌｔｏｎｃａｎｏｎｉｃａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｂａｓｅｄ
ｕｐｏｎｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆＨｅｒｇｌｏｔｚａｒｅｇｉｖｅｎ．Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｉｎｖａｒｉａｎｃｅｏｆｔｈｅ
ＨａｍｉｌｔｏｎＨｅｒｇｌｏｔｚａｃｔｉｏｎｕｎｄｅｒｔｈｅｉｎｆｉｎｉｔｅｓｉｍａｌｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ，ｔｈｅｎｅｗｔｙｐｅｏｆｅｘａｃｔｉｎｖａｒｉａｎｔｓｉｎｐｈａｓｅ
ｓｐａｃｅａｒｅｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ，ａｎｄｔｈｅｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｔｈｅａｃｔｉｏｎｏｆｓｍａｌｌｄｉｓｔｕｒｂａｎｃｅｉｓｉｎｖｅｓｔｉｇａ
ｔｅｄ，ａｎｄａｎｅｗｔｙｐｅｏｆａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉａｎｔｓｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄ．Ｔｈｉｒｄｌｙ，ｔｈｅｉｎｖｅｒｓｅｔｈｅｏｒｅｍｉｓ
ｇｉｖｅｎ．Ｉｎｔｈｅｅｎｄｏｆｔｈｅｐａｐｅｒ，ａｎｅｘａｍｐｌｅｉｓｇｉｖｅｎｔｏｉｌｌｕｓｔｒａｔｅｔｈｅａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｎｏｎｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｓｙｓｔｅｍ；ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆＨｅｒｇｌｏｔｚｔｙｐｅ；ａｄｉａｂａｔｉｃｉｎｖａｒｉ
ａｎｔｓ；ｐｈａｓｅｓｐａｃｅ

　　动力学系统的对称性和守恒量具有重要的数学意义和物理意义，关于这方面的研究已经取得了许多重
要的结果［１－４］。实际上绝热不变量和守恒量的关系是密不可分的，绝热不变量是一定条件下近似不变的
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量。１９９６年赵跃宇和梅凤翔在增广相空间中研究了完整和非完整力学系统的绝热不变量及其逆问题［５］，

给出了力学系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ型绝热不变量。此后，Ｎｏｅｔｈｅｒ型绝热不变量被推广到 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统［６］、Ｌａ
ｇｒａｎｇｅ系统［７］、准坐标下非完整系统［８］等。张毅给出了广义经典力学［９］、Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统［１０］的 Ｈｏｊｍａｎ型绝
热不变量。罗绍凯给出了Ｌｕｔｚｋｙ型绝热不变量［１１］。丁宁等给出可控非完整系统Ｍｅｉ型绝热不变量［１２］。最

近，关于分数阶力学系统和非线性非保守系统的绝热不变量研究也取得了一些新进展［１３－１７］。

众所周知，对于非保守系统或耗散系统，经典变分原理难以给出其一个变分描述。例如：适用于完整

保守系统的著名的Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理向非保守系统推广时遇到极大的困难。一般地，完整非保守系统的Ｈａｍｉｌ

ｔｏｎ原理∫
ｔ

ｔ０
（δＴ＋Ｑｓδｑｓ）ｄｔ＝０不能表示为某个作用量泛函的变分等于零的形式，因此它不再是一个稳定作

用量原理。为此，Ｈｅｒｇｌｏｔｚ［１８］提出了一个变分原理，其作用量泛函 ｚ（ｔ）是由微分方程 ｚ（ｔ）＝Ｌ（ｔ，ｑｓ（ｔ），
ｑｓ（ｔ），ｚ（ｔ））来定义的。Ｈｅｒｇｌｏｔｚ广义变分原理给出了非保守系统的一个变分描述。当Ｌａｇｒａｎｇｅ函数Ｌ不依
赖于作用量ｚ时，该原理退化为经典Ｈａｍｉｌｔｏｎ原理。因此，Ｈｅｒｇｌｏｔｚ广义变分原理不仅为研究非保守动力
学系统提供了一种有效途径，而且可以统一地处理保守系统和非保守系统的问题。近年来，关于 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ
广义变分原理及其应用研究取得了一些重要成果［１９－２７］。本文将进一步基于相空间中 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型微分变分
原理，给出一类新型绝热不变量，证明该绝热不变量存在的条件及其形式，并研究其逆问题。

１　微分变分原理与精确不变量

相空间中Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型微分变分原理为［２１］：

ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ －ｐｓ－

Ｈ
ｑｓ
－ｐｓ
Ｈ
( )ｚδｑ[ ｓ＋ ｑｓ－

Ｈ
ｐ( )
ｓ
δｐ]ｓ ＝０ （１）

其中，ｚ（ｔ）＝ｐｓ（ｔ）ｑｓ（ｔ）－Ｈ（ｔ，ｑｓ（ｔ）、ｐｓ（ｔ），ｚ（ｔ））、ｑｓ（ｔ）、ｐｓ（ｔ）（ｓ＝１，２，…，ｎ）分别为系统的广义坐标和广
义动量，Ｈ（ｔ，ｑｋ，ｐｋ，ｚ）为Ｈｅｒｇｌｏｔｚ意义下的Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数。

对于完整系统，δｑｓ和δｐｓ互相独立，因此有

　　　　　　　　　　　　ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ ｑｓ－

Ｈ
ｐ( )
ｓ
＝０，

ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ －ｐｓ－

Ｈ
ｑｓ
－ｐｓ
Ｈ
( )ｚ ＝０（ｓ＝１，２，…，ｎ） （２）

或

　　　　　　　　　　　　　　　　 ｑｓ＝
Ｈ
ｐｓ
，

ｐｓ＝－
Ｈ
ｑｓ
－ｐｓ
Ｈ
ｚ
（ｓ＝１，２，…，ｎ） （３）

　　方程 （３）是相空间中非保守系统基于Ｈｅｒｇｌｏｔｚ广义变分原理的Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程［２１］。

引进时间ｔ和广义坐标ｑｓ和广义动量ｐｓ的参数无穷小变换
ｔ ＝ｔ＋Δｔ，

ｑｓ（ｔ）＝ｑｓ（ｔ）＋Δｑｓ，
ｐｓ（ｔ）＝ｐｓ（ｔ）＋Δｐｓ（ｓ＝１，２，…，ｎ） （４）

或其展开式

　　　　　　　ｔ ＝ｔ＋ετ（ｔ，ｑｋ，ｐｋ），ｑｓ（ｔ）＝ｑｓ（ｔ）＋εξｓ（ｔ，ｑｋ，ｐｋ），
ｐｓ（ｔ）＝ｐｓ（ｔ）＋εηｓ（ｔ，ｑｋ，ｐｋ）（ｓ，ｋ＝１，２，…，ｎ） （５）

　　由等时变分和非等时变分之间的关系可得［２１］

δｑｓ＝ε［ξ
０
ｓ（ｔ，ｑｋ，ｑｋ）－ｑｓτ

０（ｔ，ｑｋ，ｑｋ）］（ｓ，ｋ＝１，２，…，ｎ） （６）
同理

δｐｓ＝ε［η
０
ｓ（ｔ，ｑｋ，ｐｋ）－ｐｓτ

０（ｔ，ｑｋ，ｐｋ）］（ｓ，ｋ＝１，２，…，ｎ） （７）
其中，ε为无限小参数，τ０、ξ０ｓ和η

０
ｓ称为无穷小变换的生成函数。

将式 （６），（７）代入原理 （１），整理得

６３
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εｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ －ｐｓ－

Ｈ
ｑｓ
－ｐｓ
Ｈ
( )[{ ｚ
（ξ０ｓ－ｑｓτ

０）＋ ｑｓ－
Ｈ
ｐ( )
ｓ
（η０ｓ－ｐｓτ

０ ] }） ＝０ （８）

　　由于
ｄ
ｄｔＨ＝

Ｈ
ｔ
＋Ｈ
ｑｓ
ｑｓ＋
Ｈ
ｐｓ
ｐｓ＋
Ｈ
ｚ
（ｐｓｑｓ－Ｈ） （９）

　　在式 （８）中加上并减去函数εｄｄｔＧ
０ｅｘｐ∫

ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )[ ]θ 得

　　　　　　ε ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ －Ｈ

ｑｓ
ξ０ｓ＋ｐｓξ

·０[{ ｓ＋ ｑｓ－
Ｈ
ｐ( )
ｓ
η０ｓ－

Ｈ
ｔτ

０－Ｈτ０＋Ｈ
ｚ
Ｇ０＋Ｇ
· ]０

－ｄｄｔｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ（ｐｓξ０ｓ－Ｈτ０＋Ｇ０[ ] }） ＝０ （１０）

其中，Ｇ０ ＝Ｇ０ ｔ，ｑｓ，ｐ( )
ｓ 称为规范函数。式 （１０）是相空间中非保守系统的 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型微分变分原理不变

性条件的变换。由式 （１０），立即可得到
定理１　对于相空间中非保守系统 （２），如果存在规范函数Ｇ０使无限小生成元τ０，ξ０ｓ和η

０
ｓ满足如下

条件

－Ｈ
ｑｓ
ξ０ｓ＋ｐｓξ

·０
ｓ＋ ｑｓ－

Ｈ
ｐ( )
ｓ
η０ｓ－

Ｈ
ｔτ

０－Ｈτ０＋Ｈｚ
Ｇ０＋Ｇ
·０ ＝０ （１１）

　　则系统存在守恒量

Ｉ０ ＝ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ（ｐｓξ０ｓ－Ｈτ０＋Ｇ０）＝ｃｏｎｓｔ． （１２）

　　当Ｇ０≡０时，定理１给出文献 ［２０］的结果。守恒量 （１２）是系统未受扰动时的不变量，因此它是
一个精确不变量。

２　一类新型绝热不变量
如果Ｉｍ ｔ，ｑｓ，ｐｓ，ｚ，( )ε 是相空间中非保守系统的一个含有ε的最高次幂为ｍ的物理量，它对时间ｔ的一

阶导数正比于εｍ＋１，那么Ｉｍ称为该系统的ｍ阶绝热不变量。
假设相空间中非保守系统 （２）受到了一个小扰动εＱｓ的作用，则方程 （２）成为

ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ ｑｓ－

Ｈ
ｐ( )
ｓ
＝０，

ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ －ｐｓ－

Ｈ
ｑｓ
－ｐｓ
Ｈ
ｑ( )
ｓ
＝－εＱｓ （１３）

　　由于小扰动εＱｓ的作用，该系统原有的对称性和不变量都会发生改变。假设受扰系统的无限小生成函
数τ（ｔ，ｑｋ，ｐｋ），ξｓ（ｔ，ｑｋ，ｐｋ）及ηｓ（ｔ，ｑｋ，ｐｋ）可表示为

τ＝τ０＋ετ１＋ε２τ２＋…，
ξｓ＝ξ

０
ｓ＋εξ

１
ｓ＋ε

２ξ２ｓ＋…，
ηｓ＝η

０
ｓ＋εη

１
ｓ＋ε

２η２ｓ＋… （１４）
　　并满足

ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ －Ｈ

ｑｓ
ξｓ＋ｐｓξ

·[ ｓ＋ ｑｓ－
Ｈ
ｐ( )
ｓ
ηｓ－

Ｈ
ｔτ
－Ｈτ＋Ｈｚ

Ｇ＋Ｇ]· ＋εＱｓ（ξｓ－ｑｓτ）＝０ （１５）

其中，Ｇ为规范函数，记为
Ｇ＝Ｇ０＋εＧ１＋ε２Ｇ２＋… （１６）

　　定理２　如果相空间中非保守系统 （２）受到小扰动εＱｓ的作用，若存在规范函数Ｇ
ｊ，使无穷小变换

的生成函数τｊ，ξｊｓ和η
ｊ
ｓ满足

　　　　　　　　　　ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ －Ｈ

ｑｓ
ξｊｓ＋ｐｓξ

·ｊ[ ｓ＋ ｑｓ－
Ｈ
ｐ( )
ｓ
ηｊｓ－

Ｈ
ｔτ

ｊ－Ｈτｊ＋Ｈｚ
Ｇｊ＋Ｇ
·]ｊ

＋Ｑｓ（ξ
ｊ－１
ｓ －ｑｓτ

ｊ－１）＝０（ｊ＝０，１，２，…） （１７）

７３
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则

Ｉｍ ＝∑
ｍ

ｊ＝０
εｊｅｘｐ∫

ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ（ｐｓξｊｓ－Ｈτｊ＋Ｇｊ） （１８）

是该系统的一个ｍ阶绝热不变量。
证明：由条件 （１７）和方程 （１３），得

　　
ｄＩｍ
ｄｔ＝∑

ｍ

ｊ＝０
εｊｅｘｐ∫

ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ Ｈ

ｚ
ｐｓξ[ ｊ

ｓ－
Ｈ
ｚ
Ｈτｊ＋Ｈｚ

Ｇｊ＋ｐｓξ
ｊ
ｓ＋ｐｓξ
·ｊ
ｓ－Ｈτ

ｊ－Ｈ
ｔτ

ｊ－Ｈ
ｑｓ
ｑｓτ
ｊ－Ｈ
ｚ
ｐｓｑｓτ

ｊ＋Ｈ
ｚ
Ｈτｊ＋Ｇ
·]ｊ

＝∑
ｍ

ｊ＝０
εｊｅｘｐ∫

ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ Ｈ

ｚ
ｐｓ＋ｐｓ＋

Ｈ
ｑ( )[
ｓ
（ξｊｓ－ｑｓτ

ｊ）

＋ｐｓｑｓτ
ｊ－Ｈ
ｑｓ
ξｊｓ－

Ｈ
ｐｓ
ｐｓτ

ｊ＋ｐｓξ
·ｊ
ｓ－Ｈτｊ－

Ｈ
ｔτ

ｊ＋Ｈ
ｚ
Ｇｊ＋Ｇ
·]ｊ

＝∑
ｍ

ｊ＝０
εｊ［εＱｓ（ξ

ｊ
ｓ－ｑｓτ

ｊ）－Ｑｓ（ξ
ｊ－１
ｓ －ｑｓτ

ｊ－１）］

＝εｍ＋１Ｑｓ（ξ
ｍ
ｓ －ｑｓτ

ｍ） （１９）
因此，Ｉｍ是一个ｍ阶绝热不变量。式 （１８）是我们基于 Ｈｅｒｇｌｏｔｚ广义变分原理导出的一类新型绝热不变
量。

３　逆问题
假设相空间中非保守系统 （２）在小扰动εＱｓ作用下存在如下一阶绝热不变量

Ｉ１ ＝Ｆ０（ｔ，ｑｓ，ｐｓ，ｚ）＋εＦ１（ｔ，ｑｓ，ｐｓ，ｚ） （２０）
　　因其轨道应满足Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程 （１３），所以有

　　 ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ －ｐｓ－

Ｈ
ｚ
－ｐｓ
Ｈ
( )ｚ＋εＱ[ ]ｓ（ξｓ－ｑｓτ）＋ｅｘｐ∫

ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ ｑｓ－

Ｈ
ｐ( )
ｓ
（ηｓ－ｐｓτ）＝０　

（２１）
由于

　　　　　　　　
ｄＩ１
ｄｔ＝

Ｆ０
ｔ
＋
Ｆ０
ｑｓ
ｑｓ＋
Ｆ０
ｐｓ
ｐｓ＋
Ｆ０
ｚ
ｚ＋εＦ１

ｔ
＋
Ｆ１
ｑｓ
ｑｓ＋
Ｆ１
ｐｓ
ｐｓ＋
Ｆ１
ｚ
( )ｚ （２２）

根据 （１９）式，并综合 （２１），（２２）两式则可得

　　　　　　　　　　
Ｆ０
ｔ
＋
Ｆ０
ｑｓ
ｑｓ＋
Ｆ０
ｐｓ
ｐｓ＋
Ｆ０
ｚ
ｚ＋εＦ１

ｔ
＋
Ｆ１
ｑｓ
ｑｓ＋
Ｆ１
ｐｓ
ｐｓ＋
Ｆ１
ｚ
( )ｚ

＋ ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ －ｐｓ－

Ｈ
ｚ
－ｐｓ
Ｈ
( )ｚ＋εＱ[ ]ｓ（ξｓ－ｑｓτ{ ）

＋ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ ｑｓ－

Ｈ
ｐ( )
ｓ
（ηｓ－ｐｓτ }）

　　　　　　　　　　 ＝ε２Ｑｓ（ξ
１
ｓ－ｑｓτ

１） （２３）
其中，τ＝τ０＋ετ１＋ε２τ２＋…，ξｓ＝ξ

０
ｓ＋εξ

１
ｓ＋ε

２ξ２ｓ＋…。将 （２３）式进行整理后得

　　
Ｆ０
ｔ
＋
Ｆ０
ｑｓ
ｑｓ＋
Ｆ０
ｐｓ
ｐｓ＋
Ｆ０
ｚ
ｚ＋ｅｘｐ∫

ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ（－ｐｓ）（ξ０ｓ－ｑｓτ０）

＋ ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ －Ｈ

ｑｓ
－ｐｓ
Ｈ
( )ｚ＋εＱ[ ]ｓ（ξ０ｓ－ｑｓτ０）

＋ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ ｑｓ－

Ｈ
ｐ( )
ｓ
（ηｓ－ｐｓτ）＋ε

Ｆ１
ｔ
＋
Ｆ１
ｑｓ
ｑｓ＋
Ｆ１
ｐｓ
ｐｓ＋
Ｆ１
ｚ
{ ｚ

＋ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ －ｐｓ－

Ｈ
ｑｓ
－ｐｓ
Ｈ
ｑ( )
ｓ
（ξ
·１
ｓ－ｑｓτ

１）
　}　＝０ （２４）

因此，若有

８３
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Ｆ０
ｐｓ
－ｅｘｐ∫

ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ（ξ０ｓ－ｑｓτ０）＝０ （２５）

即

ξ０ｓ－ｑｓτ
０ ＝ｅｘｐ－∫

ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θＦ０ｐｓ （２６）

　　进一步假设

Ｆ０ ＝ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ（ｐｓξ０ｓ－Ｈτ０＋Ｇ０） （２７）

　　由 （２６）和 （２７）式可以解得无扰动部分对应的生成函数分别为
τ０ ＝（ｐｓｑｓ－Ｈ）

－１　　　　　　　　　　　　

ｅｘｐ－∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ Ｆ０－

Ｆ０
ｐｓ
ｐ( )ｓ －Ｇ[ ]０ （２８）

ξ０ｓ ＝ｅｘｐ－∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θＦ０ｐｓ＋ｑｓ（ｐｓｑｓ－Ｈ）

－１

　 ｅｘｐ－∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ Ｆ０－

Ｆ０
ｐｓ
ｐ( )ｓ －Ｇ[ ]０ （２９）

　　进一步地分析，可以得到小扰动作用下生成函数的摄动项的结果为

τ１ ＝（ｐｓｑｓ－Ｈ）
－１ ｅｘｐ－∫

ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θ Ｆ１－

Ｆ１
ｐｓ
ｐ( )ｓ －Ｇ[ ]１ （３０）

ξ１ｓ ＝ｅｘｐ－∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )θＦ１ｐｓ＋ｑｓ（ｐｓｑｓ－Ｈ）

－１ ｅｘｐ－∫
ｔ

ｔ１

Ｈ
ｚ
ｄ( )[ θ Ｆ１－

Ｆ１
ｐｓ
ｐ( )ｓ －Ｇ]１ （３１）

　　于是有
定理３　如果相空间中非保守系统 （２）在小扰动 εＱｓ作用下存在一个一阶绝热不变量，形如 （２０）

式，则存在相应的无穷小变换，无摄动项的生成函数为 （２８）和 （２９），摄动项的生成函数为 （３０）和
（３１）。

如果令

Ｈ（ｔ，ｑｓ，ｐｓ，ｚ）＝ｐｓｑｓ－Ｌ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ，ｚ） （３２）

ｐｓ＝
Ｌ
ｑｓ
（ｓ＝１，２，…，ｎ） （３３）

　　无穷小变换 （５）可写成
ｔ ＝ｔ＋ετ０（ｔ，ｑｋ，ｑｋ）ｑｓ（ｔ）　　　　　　　
＝ｑｓ（ｔ）＋εξ

０
ｓ（ｔ，ｑｋ，ｑｋ）（ｓ＝１，２，…，ｎ） （３４）

于是定理２和定理３给出位形空间中Ｈｅｒｇｌｏｔｚ变分问题的绝热不变量。我们有如下推论：
推论１　如果位形空间中非保守系统受到小扰动εＱｓ的作用，若存在规范函数Ｇ

ｊ，使无穷小变换的生

成函数τｊ和ξｊｓ满足

　　　　　　　ｅｘｐ －∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄ( )θ Ｌ

ｔτ
ｊ＋Ｌ
ｑｓ
ξ[ ｊ
ｓ＋
Ｌ
ｑｓ
ξ
·ｊ
ｓ＋ Ｌ－

Ｌ
ｑｓ
ｑ( )ｓ τｊ－ＬｚＧｊ＋Ｇ

·]ｊ
＝Ｑｓ（ξ

ｊ－１
ｓ －ｑｓτ

ｊ－１）（ｊ＝０，１，２，…） （３５）
　　则

Ｉｍ ＝∑
ｍ

ｊ＝０
εｊｅｘｐ－∫

ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄ( )θ Ｌ

ｑｓ
ξｊｓ＋ Ｌ－

Ｌ
ｑｓ
ｑ( )ｓτｊ＋Ｇ( )ｊ （３６）

是该系统的一个ｍ阶绝热不变量。
推论２　如果位形空间中非保守系统在小扰动εＱｓ作用下存在一个一阶绝热不变量，形如

Ｉ１ ＝Ｆ０ ｔ，ｑｓ，ｑｓ，( )ｚ＋εＦ１ ｔ，ｑｓ，ｑｓ，( )ｚ （３７）
则存在相应的无穷小变换，得到无摄动项的生成函数为 （３８）和 （３９）和摄动项的生成函数为 （４０）和
（４１）。

９３
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　　　　　　τ０ ＝Ｌ－１ ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄ( )θ Ｆ０－

Ｌ
ｑｌ
ｈｓｌ
Ｆ０
ｑ( )
ｓ

－Ｇ[ ]０ （３８）

　　　　　　ξ０ｌ ＝ｈｓｌｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄ( )θＦ０ｑｓ＋ｑｌＬ

－１ ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄ( )θ Ｆ０－

Ｌ
ｑｌ
ｈｓｌ
Ｆ０
ｑ( )
ｓ

－Ｇ[ ]０ （３９）

　　　　　　τ１ ＝Ｌ－１ ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄ( )θ Ｆ１－

Ｌ
ｑｌ
ｈｓｌ
Ｆ１
ｑ( )
ｓ

－Ｇ[ ]１ （４０）

　　　　　　ξ１ｌ ＝ｈｓｌｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄ( )θＦ１ｑｓ＋ｑｌＬ

－１ ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

Ｌ
ｚ
ｄ( )θ Ｆ１－

Ｌ
ｑｌ
ｈｓｌ
Ｆ１
ｑ( )
ｓ

－Ｇ[ ]１ （４１）

其中，ｈｓｌ＝（Ｈｓｌ）
－１，

２Ｌ
ｑｓｑｌ

＝Ｈｓｌ，Ｈｓｌ称为Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵。

４　算　例

研究平方阻尼振子，其运动微分方程为［２８］

ｑ̈＋γｑ２＋ｑ＝０ （４２）
Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程给出［２１］

ｑ＝ｐ＋２γｚ，ｐ＝－２ｐγ（ｐ＋２γ）－１２γ
（４３）

　　设无穷小生成函数τ０、ξ０ｓ和规范函数Ｇ
０满足条件 （１１），即

－１２γξ
０＋ｐξ
·０－ １

２（ｐ＋２γ）
２＋ｑ２γ

－ １
４γ[ ]２ τ０＋ｑη０－（ｐ＋２γ）η０ ＝－［２γ（ｐ＋２γ）］Ｇ０－Ｇ·０ （４４）

　　方程 （４４）有解

τ０ ＝－１，ξ０ ＝０，Ｇ０ ＝ｅｘｐ－２γ∫
ｔ

ｔ１
（ｐ＋２γ）ｄ[ ]θ，η０ ＝ａ （４５）

　　由定理１，该系统的一个精确不变量为

Ｉ０ ＝ｅｘｐ２γ∫
ｔ

ｔ１
（ｐ＋２γｚ）ｄ[ ]θ １

２（ｐ＋２γｚ）
２＋ｑ２γ

－ １
４γ[ ]２ ＋１＝ｃｏｎｓｔ． （４６）

　　下面研究系统的绝热不变量。假设系统受到的小扰动为

εＱ＝２γεｅｘｐ２γ∫
ｔ

ｔ１
（ｐ＋２γ）ｄ[ ]θ （４７）

　　方程 （１７）给出

　　　　　　ｅｘｐ ２γ∫
ｔ

ｔ１
（ｐ＋２γ）ｄ[ ]θ －１２{ γ

ξ１＋ｐξ
·１－ １

２（ｐ＋２γ）
２＋ｑ２γ

－ １
４γ[ ]２ τ１

＋ｑη１－（ｐ＋２γ）η１＋［２γ（ｐ＋２γ）］Ｇ１＋Ｇ
·１　}　

　　　　　　 ＝２γｅｘｐ２γ∫
ｔ

ｔ１
（ｐ＋２γ）ｄ[ ]θ（ξ０－ｑτ０） （４８）

方程 （４８）有解
τ１ ＝－１，ξ１ ＝０，Ｇ１ ＝１，η１ ＝ａ （４９）

　　由定理２，则该系统有如下一阶绝热不变量

　　　　Ｉ１ ＝ｅｘｐ２γ∫
ｔ

ｔ１
（ｐ＋２γ）ｄ[ ]θ １

２（ｐ＋２γ）
２＋ｑ２γ

－ １
４γ{ ２＋ｅｘｐ－２γ∫

ｔ

ｔ１
（ｐ＋２γ）ｄ[ ] }θ

＋εｅｘｐ２γ∫
ｔ

ｔ１
（ｐ＋２γ）ｄ[ ]{ θ

１
２（ｐ＋２γ）

２＋ｑ２γ
－ １
４γ２
＋[ ] }１ （５０）

类似地，可求得系统的更高阶绝热不变量。

最后研究逆问题。假设系统受到小扰动 （４７）的作用，且存在一阶绝热不变量 （５０），则由 （２６）和
（２７）式得到

０４
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ξ０－ｑτ０ ＝ｑ （５１）

　　　　　　　　　ｅｘｐ２γ∫
ｔ

ｔ１
（ｐ＋２γ）ｄ[ ]θ １

２（ｐ＋２γ）
２＋ｑ２γ

－ １
４γ２{ ＋ｅｘｐ－２γ∫

ｔ

ｔ１
（ｐ＋２γ）ｄ[ ] }θ

＝ｅｘｐ２γ∫
ｔ

ｔ１
（ｐ＋２γ）ｄ[ ]θ ｐξ０－ １

２（ｐ＋２γ）[{ ２＋ｑ２γ
－ １
４γ]２ τ０＋Ｇ}０ （５２）

　　若取

Ｇ０ ＝ｅｘｐ－２γ∫
ｔ

ｔ１
（ｐ＋２γ）ｄ[ ]θ （５３）

　　则有
τ０ ＝－１，ξ０ ＝０ （５４）

　　若取
Ｇ１ ＝１ （５５）

　　由式 （３０）和 （３１）可得到
τ１ ＝－１，ξ１ ＝０ （５６）

　　因此，生成元 （５４）和 （５６）给出与一阶绝热不变量 （５０）相应的无穷小变换。

５　结　论
文章基于相空间中Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型微分变分原理，导出了一类新型绝热不变量。主要工作包括：一是基于

Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型微分变分原理给出了相空间中非保守系统的精确不变量 （１２）及其存在条件 （１１）；二是给出
了相空间中非保守系统的一类新型绝热不变量 （１８），并加以证明；三是讨论了绝热不变量的逆问题。主
要结果为三个定理及其两个推论。本文的方法和结果可进一步加以推广和应用，如基于Ｈｅｒｇｌｏｔｚ型微分变
分原理构建Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统或非完整系统的绝热不变量等。
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