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基于稀疏正则化的稳态热源识别
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摘　要：热源识别属于热传导反问题，目的在于识别热源的空间位置和强度，及时掌握实际工程结构的热源属
性。热源问题一般具有非适定性，即当测量数据不够充分时，识别结果对测量噪声十分敏感。为克服非适定性，

需要引入额外的约束条件。考虑点热源在空间上呈现稀疏性的特点，提出了一种新的基于稀疏正则化的点热源识

别方法。考虑测量噪声的存在，通过罚函数将测量数据以弱形式施加到目标函数。接着，采用交替优化方法对

温度和热源两个分离的变量进行迭代求解，并提出了一种快速确定正则化参数的阈值法。二维薄板稳态热传导

数值算例表明，该方法能快速准确地识别热源的位置和强度，并且具有较好的抗噪性。
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　　在实际工程中，存在着许多热现象，及时监测
结构系统的温度，识别热源的位置和强度，对整个

热传导系统的安全监测和温度控制具有重要意义。

例如，通过测量核反应堆外部的温度，从而得到其

内壁温度，实时监测和控制整个反应的温度；在电

路中容易产生局部的热源，识别热源的位置可以用

于对电路进行检修；航天飞机在进入大气层时，经

常会产生气动加热，航天器的局部结构产生热源，

因此根据局部温度场来识别热源的位置和强度就显

得尤为重要。热源识别属于热传导反问题的研究领

域［１］，目的在于识别热源的位置和强度，及时掌

握系统中热源的属性。研究表明，热源识别问题一

般是非适定的［２］，导致识别结果对温度测量误差

十分敏感。

实际上，热源识别的研究主要分为两类：一是

给定热源的位置或者空间分布，识别热源的强度；

二是同时识别热源的空间位置和强度。过去几十

年，很多学者已经对热源识别问题做了大量的研

究。为求解此类非适定问题，ＢＥＣＫ提出在最小二
乘方程中添加正则化项求解，发展并使用了 Ｔｉｋ
ｈｏｎｏｖ正则化方法。在一维的热传导问题中，
ＢＬＡＣＫＷＥＬＬ提出了序列估计方法［３］。ＨＵＡＮＧ等
通过共轭梯度法来研究了一维和二维模型中的一个

或两个点热源的强度识别问题［４］。但是由于算法

迭代的特性，计算时间比较长。ＧＥＮＧ等采用变分
迭代算法求得抛物型热方程无离散化问题的数值解

并确定热源的强度［５］。ＮＥＴＯ等完成了矩形域内特
定位置的线热源随时间变化的强度识别［６］。ＬＩ等
提出了一种并行蚁群的优化算法来识别二维域中的

一个点热源［７］。第一类热源识别的研究工作比较

多，但对于第二类热源的识别研究却十分有限。主

要难点在于测量得到的温度与热源强度和位置之间

呈复杂、难以显式表达的非线性关系，而且在有限

元的框架下，测量数据量将小于未知参数数目，导

致问题的严重非适定性。幸运的是，稀疏正则化可

以很好地解决这一问题［８－９］。

本文将提出一种新的方法来研究热源识别第二

类问题。考虑到点热源在空间上的分布是稀疏的，

引入稀疏正则化［１０－１２］来对目标函数进行约束，并

且采用交替优化方法［１３］分别对温度和热源两个分

离的变量进行迭代求解。在寻求正则化参数的过程

中，提出了阈值法。本文所提算法能快速准确地识

别热源位置和强度，这给实际工程的应用提供了一

定的参考。

１　稀疏正则化目标函数建立
１１　热传导问题有限元格式

考虑一个包含边界Ω的二维域Ω的热传导问
题，一般的控制方程为

　　Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ）
ｔ

＝
ｘ
（αＴ（ｘ，ｙ，ｔ）ｘ

）

＋
ｙ
（αＴ（ｘ，ｙ，ｔ）ｙ

）

＋Ｑ（ｘ，ｙ，ｔ），
　　ｘ，ｙ∈Ω，ｔ≥０ （１）
其中，ｘ，ｙ是笛卡尔坐标，Ｔ为温度，α为不随时间
变化的热传导率，Ｑ是热源项，本文主要考虑为点
热源的情形。

边界条件为

αＴ（ｘ，ｙ，ｔ）ｘ
ｎｘ＋α

Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ）
ｙ

ｎｙ

＝ｈ（Ｔｅ（ｘ，ｙ，ｔ）－Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ））
　　在ｑΩ边界上Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ｇ（ｘ，ｙ，ｔ），在ＴΩ边
界上

ｑΩ∪ＴΩ ＝Ω，
ｑΩ∩ＴΩ ＝，ＴΩ≠ （２）

其中，ｎｘ、ｎｙ分别是二维域边界的法向方向余弦，ｈ
是对流换热系数，Ｔｅ（ｘ，ｙ，ｔ）是周围的环境温度，
ＴΩ和ｑΩ分别为本质边界和对流边界，ｇ（ｘ，ｙ，ｔ）
是在本质边界ＴΩ给定的温度分布。

初始条件为

Ｔ（ｘ，ｙ，０）＝Ｔ０（ｘ，ｙ） （３）
其中，Ｔ０（ｘ，ｙ）为二维域内的初始温度分布。

经过一段时间的热交换之后，二维域 Ω内的
温度将不会随着时间变化而变化，温度分布达到稳

态，即
Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ）
ｔ

＝０，那么公式 （１）则转换成

稳态情况下的热传导问题。


ｘα

Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ）
( )ｘ

＋
ｙα

Ｔ（ｘ，ｙ，ｔ）
( )ｙ

＋Ｑ（ｘ，ｙ，ｔ）＝０，
ｘ，ｙ∈Ω，ｔ≥０ （４）

　　有限元方法是求解热传导问题 （１） － （４）
的有效数值方法，将二维域 Ω划分为有限个微小
的单元ｄΩ，通过分段线性插值得到的有限元形函
数，可以将域内的温度用各节点的温度表示。那

么，稳态情况下的有限元格式如下：

ＫＴ～＝Ｆ （５）
其中，Ｋ是热传导矩阵 （也称为温度刚度矩阵），

４４
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是一个ｎ×ｎ的方阵，Ｔ～＝［Ｔ１，Ｔ２…Ｔｎ］Ｔ是温度列
阵，Ｆ＝［Ｑ１，Ｑ２…Ｑｎ］

Ｔ是点热源列阵。

１２　建立目标函数
以Ｓ，Ｕ分别表示测量的节点和未测量的节点，

Ｔ～^Ｓ表示测量得到的温度数据。热源识别即从已知

的结构信息 Ｋ和测量的温度 Ｔ～^Ｓ，识别热源列阵
Ｆ。因此，一个新的稳态目标函数可以表示为非线
性的最小二乘问题：

ｇ（Ｔ～，Ｆ）＝ Ｆ－ＫＴ～ ２
２

ｓｔＴ～Ｓ ＝Ｔ～^Ｓ （６）

其中，· ２表示向量的 ｌ２范数，Ｔ
～Ｓ表示温度列阵

对应于测量节点Ｓ的部分。公式 （６）的条件是测

量得到的温度数据 Ｔ～^Ｓ与实际上该节点的温度数据

Ｔ～Ｓ是一致的，即严格满足约束条件 Ｔ～Ｓ＝Ｔ～^Ｓ。显
然，在实际测量中，总会存在测量噪声或者测量误

差，因此应对公式 （６）进行改进，添加一个测量
温度的弱形式的罚项，即

　　　ｇ１（Ｔ
～
，Ｆ）

＝ Ｆ－ＫＴ～ ２
２＋βｆｂ Ｔ

～^Ｓ－Ｔ～Ｓ ２
２ （７）

其中，β是一个权系数，主要依据测量温度的噪声
或误差来决定，β→＋∞意味着测量得到的数据是
严格施加的，几乎没有测量噪声的存在；β→０意
味着测量数据是完全不置信的，ｆｂ是一个避免可能

存在病态条件的标量数，在本文中 Ｔ～Ｓ是数值模拟
中计算得到的数据。

１３　稀疏正则化
通常，目标函数 （７）是不适定的，需引入额

外的约束进行求解。考虑到点热源的位置在实际的

空间上的分布是稀疏的，即 Ｆ是一个稀疏的向量，
只有少数的元素不为 ０，因此，在公式 （７）添加
稀疏约束项 Ｆ ｐ

ｐ。本文取ｐ＝１，约束项函数则为
凸的，使得最优解比较容易得到，并且通常以罚项

的形式添加到目标函数中：

　　ｇλ（Ｔ
～
，Ｆ）＝ Ｆ－ＫＴ～ ２

２

＋βｆｂ Ｔ
～^Ｓ－Ｔ～Ｓ ２

２＋λＦ
１
１

（８）
其中，λ≥０是一个正则化参数。至此，基于稀疏
正则化的有限元格式稳态热源识别目标函数已经建

立。

２　交替优化方法
２１　交替优化方法求解目标函数

稳态目标函数 （８）中温度 Ｔ～和热源 Ｆ是两
个相互分离的变量。因此，可以采用交替优化方

法［１３］进行迭代求解。将初始的点热源设置为 Ｆ（０）

＝０，识别过程分为两步：温度恢复步和热源识别
步。

２１１　温度恢复步　完整的温度数据从测量得到
的温度中得到恢复。

　　（Ｔ～（ｋ））＝ａｒｇｍｉｎｇλ（Ｔ
～
，Ｆ（ｋ－１）） （９）

其中，ｋ＝１，２，…。为了求解问题 （９），对

ｇλ（Ｔ
～
，Ｆ（ｋ－１））进行改写与重组，如下

　 ｇλ（Ｔ
～
，Ｆ（ｋ－１））＝Ｔ～ＴＡＴ～－２Ｔ～ＴＢ

＋（Ｆ（ｋ－１））ＴＦ（ｋ－１）

＋βｆｂ Ｔ
～^Ｓ－Ｔ～Ｓ ２

２

＋λＦ（ｋ－１） １
１

＝
Ｔ～Ｓ

Ｔ～( )Ｕ
Ｔ
ＡＳＳ＋βｆｂＩ （Ａ

ＵＳ）Ｔ

ＡＵＳ Ａ( )ＵＵ

·
Ｔ～Ｓ

Ｔ～( )Ｕ －２ Ｔ
～

ＳＴ～( )Ｕ
Ｔ
ＢＳ＋βｆｂＴ

～^Ｓ

Ｂ( )Ｕ

＋（Ｆ（ｋ－１））ＴＦ（ｋ－１）

＋βｆｂ（Ｔ
～^Ｓ）Ｔ Ｔ～^Ｓ

＋λＦ（ｋ－１） １
１

　　Ａ＝ ＡＳＳ （ＡＵＳ）Ｔ

ＡＵＳ Ａ( )ＵＵ
＝ＫＴＫ，

Ｂ＝
ＢＳ

Ｂ( )Ｕ ＝ＫＴＦ（ｋ－１） （１０）

其中，公式 （１０）中的上标 Ｓ和 Ｕ分别对应测量
的节点和未测量的节点，上标 ＵＳ对应耦合的部
分，Ｉ是一个单位矩阵。因此可以得到公式 （９）的
解，如下

　　
（Ｔ～Ｓ）（ｋ）

（Ｔ～Ｕ）（ｋ( )） ＝ ＡＳＳ＋βｆｂＩ （Ａ
ＵＳ）Ｔ

ＡＵＳ Ａ( )ＵＵ

－１

·
ＢＳ＋βｆｂＴ

～^Ｓ

　　 Ｂ( )Ｕ
（１１）

２１２　热源识别步
从恢复得到的完整温度数据中识别热源位置和
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强度，如下

（Ｆ（ｋ））＝ａｒｇｍｉｎ
Ｆ
ｇλ（Ｔ
～（ｋ），Ｆ） （１２）

　　热源识别步在迭代的过程中，会对热源列阵进

行更新，可将ｇλ（Ｔ
～（ｋ），Ｆ）以另一种形式表示，如

下

　　　　ｇλ（Ｔ
～（ｋ），Ｆ）

　　　　　 ＝ Ｆ－ＫＴ～（ｋ） ２
２＋βｆｂ Ｔ

～^Ｓ－Ｔ～Ｓ ２
２

＋λＦ １
１

　　　　　 ＝∑
ｎ

ｊ＝１
（（Ｑｊ－ａｊ）

２＋λＱｊ）＋ｃ

　　　　 ａｊ＝（ＫＴ
～（ｋ））ｊ，

　　　　ｃ＝βｆｂ Ｔ
～^Ｓ－Ｔ～Ｓ ２

２ （１３）
其中，（ν）ｊ表示向量 ν的第 ｊ个分量。显然，问题
（１３）是具有显式解。因此，热源识别步，即公式
（１２）的解为
　　Ｑ（ｋ）ｊ ＝ａｒｇｍｉｎ

Ｑｊ
（（Ｑｊ－ａｊ）

２＋λＱｊ）

　　　　 ＝ｆｍ（λ；ａｊ）＝
ａｊ－λ／２，　　λ＜２ａｊ
ａｊ＋λ／２，　　λ＜－２ａｊ
０，　　　　　λ＞２ａ

{
ｊ

（１４）
　　可以发现，公式 （１４）容易得到稀疏正则化
目标函数的最优解，而且目标函数是解耦的，无需

迭代。进一步的研究表明，稀疏正则化参数 λ可
能会对热源的强度识别造成一定的偏差，因此应避

免，本文对公式 （１４）进行了修正，消除 λ对识
别的热源强度的影响。

　　　　Ｑ（ｋ）ｊ ＝ａｒｇｍｉｎＱｊ
（（Ｑｊ－ａｊ）

２＋λＱｊ）

＝ｆｍ（λ；ａｊ）

＝
ａｊ，　λ＜２ａｊ
０，　λ≤２ａ{

ｊ

（１５）

　　关于λ的选取将在接下来进行讨论。
２２　阈值法寻求正则化参数

在执行每一热源识别步之前，都必须选取一个

合适的正则化参数。根据公式 （１５），可选取一个
阈值集τ。
　　τ＝｛λｊｃｒ：＝２ａｊ，ｊ＝１，２，…ｎ｝ （１６）
　　当λ≥λｊｃｒ时，公式 （１５）的解为０，即表示
在第ｊ个节点内部没有点热源存在；λ＜λｊｃｒ时，结
果表明点热源在相应的节点内部。将阈值集进行降

序排序

　　τ＝｛珘λ１ｃｒ≥ 珘λ２ｃｒ≥…≥λｎｃｒ｝ （１７）
　　那么就可以通过阈值法来选取一个正则化参
数，基本算法如图１所示。其中，ｌｍａｘ和 γ是两个
阈值参数，ｌｍａｘ表示点热源存在的最大个数；γ是一
个判别比，通常在 ｌｍａｘ比较小的情况下，取值较
大。

图１　阈值法确定正则化参数流程图
Ｆｉｇ１　Ｔｈｅｆｌｏｗｃｈａｒｔｆｏｒｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｂｙｔｈｒｅｓｈｏｌｄｓｅｔｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄ

３　数值算例

３１　模型建立
本文考虑一个二维稳态的数值算例。通常，测

量的温度是从有限元模拟并添加一定的噪声得到。

在稳态情况下，噪声施加下

Ｔ^ｊ＝Ｔｊ·（１＋ε·ｒ），ｊ＝１，２，…，ｎ （１８）
其中，Ｔｊ是从公式 （５）求得的在第ｊ个节点的温度
数据。ε是噪声水平，一般为０％、２％、５％等等。
ｒ是一个标准正态分布的随机数。

如图１所示，薄板为铝合金材料，长和宽均为
０５ｍ，密度 ρ＝２７８７ｋｇ／ｍ３，比热容 ｃ＝８８３Ｊ／
（ｋｇ·Ｋ），热传导率α＝１９４Ｗ／（ｍ·℃），对流换
热系数 ｈ＝１０Ｗ／（ｍ２·Ｋ），环境温度为 ０℃，
一个或多个热源在薄板的内部。每个热源的面积为

０００４ｍ×０００４ｍ，相对于板的面积是非常小的，
因此可以看作是点热源。

薄板的有限元单元和节点信息，如图２所示。
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图２　二维稳态模型图
Ｆｉｇ２　Ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｍｏｄｅｌ

　　考虑以下几种工况，来验证所提方法的有效性
和准确性，热源的强度Ｑ１５＝１２×１０

６Ｗ／ｍ２，Ｑ２０
＝１０×１０６Ｗ／ｍ２。

表１　二维稳态识别的四种工况
Ｔａｂｌｅ１　Ｆｏｕｒｓｃｅｎａｒｉｏｓｆｏｒｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ

工况 测量节点 热源位置 噪声水平／％

１ ８－３６ ２０ ０
２ ８－３６ ２０ ２
３ ８－３６ １５，２０ ５
４ 对流边界节点 ２０ ２

３２　热源识别结果
在识别表１四种工况的过程中，考虑噪声的随

机性，进行蒙特卡洛 （ｍｏｎｔｅｃａｒｌｏ）试验，每种工
况取１００组数据进行研究，最后取其均值和标准差
作为识别结果。在算法实现过程中，阈值法选取的

参数分别为ｌｍａｘ＝４，γ＝５，β＝１×１０
６，ｆｂ的值则

在每一次迭代的过程中选取矩阵 ＡＳＳ的２范数，即
ｆｂ ＝ｎｏｒｍ（Ａ

ＳＳ）。

四种工况稀疏正则化与无正则化的识别结果如

图３－６所示，每种工况第２０节点内部的热源强度
识别结果及相对误差如表２所示。在无噪声的情况
下，目标函数中有稀疏正则化与无正则化均能准确

识别热源的位置和强度，无正则化识别的强度误差

也为０。当有噪声水平的时候，稀疏正则化的识别
结果明显比无正则化的结果要好，而且能保证解的

稀疏性，而无正则化的时候不能保证。同时发现，

噪声水平的提高，蒙特卡洛实验得到的热源识别标

准差也会增大，但不影响热源的定位。工况４表
明，仅通过边界点的测量，本文所提方法也能准确

定位结构内部的热源，且识别的强度误差不大，误

差为３６２％，而无正则化的算法甚至无法准确定
位。在测量数据量比较少的情况下，稀疏正则化的

优势明显地体现出来了。

图３　工况１有无稀疏正则化识别结果对比
Ｆｉｇ３　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｏｕｔａｎｄｗｉｔｈ

ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｓｃｅｎａｒｉｏ１
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表２　第２０节点热源强度识别结果
Ｔａｂｌｅ２　Ｔｈｅｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄｒｅｓｕｌｔｓｏｆｈｅａｔｓｏｕｒｃｅｓｔｒｅｎｇｔｈａｔ２０ｔｈｎｏｄｅ

工况
真实值

（×１０６Ｗ／ｍ２）

识别值 （１０６Ｗ／ｍ２）

稀疏正则化 无正则化

相对误差／％

稀疏正则化 无正则化

１ １０００ １０００ １０００ ０ ０

２ １０００ ９９５９ ９８８０ ０４１ １２

３ １０００ １００８ ８９０７ ０８ １０９３

４ １０００ ９６３８ １４８３ ３６２ ８５１７

图４　工况２有无稀疏正则化识别结果对比
Ｆｉｇ４　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｏｕｔａｎｄｗｉｔｈ

ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｓｃｅｎａｒｉｏ２

图５　工况３有无稀疏正则化识别结果对比
Ｆｉｇ５　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｏｕｔａｎｄｗｉｔｈ

ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｓｃｅｎａｒｉｏ３

图６工况４有无稀疏正则化识别结果对比
Ｆｉｇ６　Ｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｏｕｔａｎｄｗｉｔｈ

ｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｆｏｒｓｃｅｎａｒｉｏ４

４　结　论
本文考虑到点热源在空间分布上的稀疏性，将

稀疏正则化与交替优化方法结合，提出了一种新的

热源识别方法，很好地克服了热源识别非适定性的

问题。数值算例的结果表明：该方法能同时识别热

源的位置和强度，稀疏正则化能加强解的稀疏性，

具有较好的抗噪性，并且交替优化方法的求解和阈

值法寻求正则化参数使得识别快速准确，甚至仅通

过边界的测量也可识别内部的热源，这给实际工程

提供了一定的参考意义。
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