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分数阶整数阶多混沌系统的自适应滑模同步*
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摘 要：利用自适应滑模方法研究具有不确定性和外扰下一类分数阶整数阶多混沌系统的同步。通过设计滑模

函数及控制律，获得整数阶及分数阶多混沌系统自适应滑模同步的充分条件，并用数值仿真对所取得的结果进

行了验证。
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Self-adaptive sliding mode synchronization of fractional-order and
integer-order uncertain multi-chaotic systems

MAO Beixing
（College of Mathematics，Zhengzhou University of Aeronautics，Zhengzhou 450015，China）

Abstract：In this paper，we study synchronization of a class of fractional-order and integer-order multi-
chaotic systems with uncertainties models and external disturbances using self-adaptive sliding mode ap⁃
proach. And the sufficient conditions were arrived for fractional-order and integer- order multi-chaotic
systems getting self-adaptive sliding mode synchronization by design sliding mode functions and control
laws. Numerical simulation demonstrate the correctness of the conclusion.
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混沌控制引起了控制领域众多专家的高度关注
[1 - 6 ]

。混沌系统对初始条件和系统参数变化异常敏感，

它的同步问题在保密通信、信号与系统、声学、电磁、生化系统等领域得到了广泛的应用。随着分数阶

微积分的发展，分数阶系统的滑模控制方法被相继提出
[ 7 - 15 ]

，例如：文献［16］研究分数阶Duffling系统

的新型滑模趋近律。文献［17］研究分数阶Genesio-Tesi系统的适应转移滑模同步。文献［18］研究分数

阶Duffling系统的终端滑模同步控制。文献［14］研究分数阶Newton-Leipnik系统的滑模扰动观测器同步。

文献［19］ 研究不确定分数阶系统有限时间同步的充分条件。文献［20］研究分数阶非线性系统的滑模

同步。本文利用自适应滑模方法研究具有不确定性和外扰下的一类分数阶整数阶多混沌系统的同步。通

过设计滑模函数及控制律，获得了整数阶分数阶多混沌系统取得自适应滑模同步的充分性条件。

1 主要结果

定义1[ 21 ]

连续函数 x ( t )的 q阶Caputo分数阶导数定义为
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cDq
t0，t x ( t ) = D-(n - q )

t0，t
dn
dtn x ( t ) =

1
Γ(n - q ) ∫t0t ( t - τ )n - q - 1 x(n ) (τ )dτ，n - 1 < q < n ∈ Z+

分数阶多混沌系统建模为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

D t
q x1 = a11x1 + a12x2 + ⋯ + a1n xn + f1 ( x，t )，

D t
q x2 = a21x1 + a22x2 + ⋯ + a2n xn + f2 ( x，t )，
⋮

D t
q xn = an1x1 + an2x2 + ⋯ + ann xn + fn ( x，t )

（1）

其中，q ∈ (0，1)，x = [ x1，x2，⋯，xn ]T，fi ( x，t )为非线性函数。以（1）为主系统，设计从系统为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

D t
q y1 = a11y1 + a12y2 + ⋯ + a1n yn + f1 ( y，t ) + Δf1 ( y，t ) + d1 ( t ) + u1 ( t )，

D t
q y2 = a21y1 + a22y2 + ⋯ + a2n yn + f2 ( y，t ) + Δf2 ( y，t ) + d2 ( t ) + u2 ( t )，

⋮
D t

q yn = an1y1 + an2y2 + ⋯ + ann yn + fn ( y，t ) + Δfn ( y，t ) + dn ( t ) + un ( t )
（2）

其中，y = [ y1，y2，⋯，yn ]T，Δfi ( y，t )为不确定项，d ( t )为外部扰动。

假设1
设不确定项Δfi ( y，t )和外部扰动di ( t )有界，即存在未知参数mi，ni > 0使得

|Δfi ( y，t ) | < mi，| di ( t ) | < ni，i = 1，2，…，n

定义 ei ( t ) = yi ( t ) - xi ( t )，i = 1，2，⋯，n，得系统

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

D t
q e1 = a11e1 + a12e2 + ⋯ + a1n en + f1 ( y，t ) - f1 ( x，t ) + Δf1 ( y，t ) + d1 ( t ) + u1 ( t )，

D t
q e2 = a21e1 + a22e2 + ⋯ + a2n en + f2 ( y，t ) - f2 ( x，t ) + Δf2 ( y，t ) + d2 ( t ) + u2 ( t )，

⋮
D t

q en = anne1 + an2e2 + ⋯ + annen + fn ( y，t ) - fn ( x，t ) + Δfn ( y，t ) + dn ( t ) + un ( t )
（3）

引理1[ 21 ]

若 x ( t )为连续可微的函数，则对任意的 t ≥ 0有
1
2 0D t

α xT ( t ) x ( t ) ≤ xT ( t ) 0D t
α x ( t )，∀α ∈ (0，1)

引理2[ 21 ]

设 V ( t ) = 12 ( y1 2 ( t ) + y2 2 ( t ) )，其中 y1 ( t )，y2 ( t ) ∈ R 具有连续一阶导数，若存在常数 k > 0，使得

0D t
αV ( t ) ≤ -ky1 2 ( t )，则 y1 ( t ) ， y2 ( t ) 有界且 y1 2 ( t ) ≤ 2V (0 )Eα，1 ( -2ktα )。其中，Eα，β (·)表示双参数Mittag-

Leffler函数。

注

若 y1 2 ( t ) ≤ 2V (0 )Eα，1 ( -2ktα )， 则 由 文 献 ［12］ 可 知 ： y1 ( t ) 是 Mittag-Leffler 稳 定 的 ，

且 lim
T → ∞  y1 ( t ) = 0。

定理1
满足假设1，设计滑模面 si ( t ) = ei ( t ) + λiD t

-q ei ( t )，控制器

ui ( t ) = -λiei - (ai1e1 + ai2e2 + ... + ain en ) + fi ( x，t ) - fi ( y，t ) - (m̂i + n̂i )sgn ( si ) - ki | si |sgn ( si )，
自适应律

{D t
q m̂i = || si ，m̂i (0 ) = m̂i0，

D t
q n̂i = || si ，n̂i (0 ) = n̂i0， i = 1，2，⋯，n

式中，m̂i，n̂i分别为mi，ni的估计值，ki > 0，i = 1，2，...，n，则（1）与（2）达到自适应滑模同步。

证明

滑模面上满足 si ( t ) = 0，ṡ i ( t ) = 0，则D t
q si ( t ) = D t

q ei ( t ) + λiei ( t ) = 0，
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因为D t
q ei ( t ) = -λiei ( t )，从而 lim

t → ∞ ei ( t ) = 0，所以该滑模面稳定。

不在滑模面上设计V ( t ) =∑
i = 1

n { 12 si 2 ( t ) +
1
2 (m̂i - mi )2 + 12 ( n̂i - ni )2}，根据引理1有

D t
qV ≤ { si ( t ) [ D t

q ei ( t ) + λiei ( t ) ] + (m̂i - mi ) || si + ( n̂i - ni ) | si | }
=∑

i = 1

n { si ( t ) [ ai1e1 + ai2e2 + ... + ain en + fi ( y，t ) - fi ( x，t ) + Δfi ( y，t ) + di ( t ) + ui ( t )
+λiei ( t ) ] + (m̂i - mi ) | si | + ( n̂i - ni ) | si | }
≤∑

i = 1

n { | si | [ (mi + ni ) - (m̂i + n̂i ) - ki | si | ) ] + (m̂i - mi ) | si | + ( n̂i - ni ) | si | }
= -∑

i = 1

n

ki | si |
2 < 0，

利用引理2，得到 lim
t → ∞ si ( t ) = 0 ⇒ ei ( t ) → 0。

整数阶多混沌系统建模为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

ẋ1 = a11x1 + a12x2 + ... + a1n xn + f1 ( x，t )，
ẋ2 = a21x1 + a22x2 + ... + a2n xn + f2 ( x，t )，

⋮
ẋn = an1x1 + an2x2 + ... + ann xn + fn ( x，t )

（4）

其中，q ∈ (0，1)，x = [ x1，x2，...，xn ]T，fi ( x，t )为非线性函数。以（4）为主系统，设计从系统为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

ẏ1 = a11y1 + a12y2 + ... + a1n yn + f1 ( y，t ) + Δf1 ( y，t ) + d1 ( t ) + u1 ( t )，
ẏ2 = a21y1 + a22y2 + ... + a2n yn + f2 ( y，t ) + Δf2 ( y，t ) + d2 ( t ) + u2 ( t )，

⋮
ẏn = an1y1 + an2y2 + ... + ann yn + fn ( y，t ) + Δfn ( y，t ) + dn ( t ) + un ( t )

（5）

其中，y = [ y1，y2，...，yn ]T，Δfi ( y，t )为不确定项，d ( t )为外扰。

定义 ei ( t ) = yi ( t ) - xi ( t )，i = 1，2，...，n，得系统

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

ė1 = a11e1 + a12e2 + ... + a1n en + f1 ( y，t ) - f1 ( x，t ) + Δf1 ( y，t ) + d1 ( t ) + u1 ( t )，
ė2 = a21e1 + a22e2 + ... + a2n en + f2 ( y，t ) - f2 ( x，t ) + Δf2 ( y，t ) + d2 ( t ) + u2 ( t )，

⋮
ėn = anne1 + an2e2 + ... + annen + fn ( y，t ) - fn ( x，t ) + Δfn ( y，t ) + dn ( t ) + un ( t )

（6）

引理3（Barbarlet′s引理）

若函数 f ( t )在 [ 0，+ ∞)上一致连续，并且广义积分 ∫0+∞ f ( t )dt存在，则有 lim
t → ∞ f ( t ) = 0。其中，f ( t )表示

一致连续的函数。

定理2
满足假设1，设计滑模面

si ( t ) = ei ( t ) + λi ∫0t ei (τ )dτ，
ui ( t ) = -λiei - (ai1e1 + ai2e2 + ... + ain en ) + fi ( x，t ) - fi ( y，t ) - (m̂i + n̂i )sgn ( si ) - ki | si |sgn ( si )，
自适应律

{ṁ̂ i = || si ，m̂i (0 ) = m̂i0，

ṅ̂ i = || si ，n̂i (0 ) = n̂i0， i = 1，2，...，n
式中，m̂i，n̂i分别为mi，ni的估计值，ki > 0，则（4）与（5）达到自适应滑模同步。

证明

滑模面上时，满足 si ( t ) = 0，ṡ i ( t ) = 0，从而有

ė i ( t ) + λiei ( t ) = 0，
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｛

所以 lim
t → ∞ ei ( t ) = 0。故该滑模面稳定。

不在滑模面上设计函数V ( t ) =∑
i = 1

n { 12 si 2 ( t ) +
1
2 (m̂i - mi )2 + 12 ( n̂i - ni )2}，得到

V̇ =∑
i = 1

n { si ( t ) [ ėi ( t ) + λiei ( t ) ] + (m̂i - mi ) || si + ( n̂i - ni ) | si | }
=∑

i = 1

n { si ( t ) [ ai1e1 + ai2e2 + ... + ain en + fi ( y，t ) - fi ( x，t ) + Δfi ( y，t ) + di ( t ) + ui ( t ) + λiei ( t ) ]
+(m̂i - mi ) | si | + ( n̂i - ni ) | si | }

≤∑
i = 1

n { | si | [ (mi + ni ) - (m̂i + n̂i ) - ki | si | ) ] + (m̂i - mi ) | si | + ( n̂i - ni ) | si | }
= -∑

i = 1

n

ki | si |
2 < 0

两边积分∫0t min { ki}∑i = 1n || si (τ ) 2 dτ ≤ -∫0t V̇dt =< V (0 ) - V ( t ) < V (0 ) < +∞，
利用引理3，得到 lim

t → ∞ si ( t ) = 0 ⇒ ei ( t ) → 0。
2 数值仿真

定理1以分数阶Victor-Carmen系统作为主系统。

{ D t
q x1 = -x1 - αx2x3，

D t
q x2 = -x2 + cx3 - βx1x3，
D t

q x3 = -bx1 - cx2 + x3 + γx1x2
其中，x1，x2，x3 ∈ R3系统状态， α = 50，β = 20，γ = 4.1，c = 5，b = 9，q = 0.893。

从系统设计为

ì

í

î

ïï
ïï

D t
q y1 = -y1 - αy2y3 + Δf1 ( y，t ) + d1 ( t ) + u1，

D t
q y2 = -y2 + cy3 - βy1y3 + Δf2 ( y，t ) + d2 ( t ) + u2，

D t
q y3 = -by1 - cy2 + y3 + γy1y2 + Δf3 ( y，t ) + d3 ( t ) + u3

定义 ei ( t ) = yi ( t ) - xi ( t )，i = 1，2，3，得系统

ì

í

î

ïï
ïï

D t
q e1 = -e1 - αy2y3 + αx2x3 + Δf1 ( y，t ) + d1 ( t ) + u1 ( t )，

D t
q e2 = -e2 + ce3 - βy1y3 + βx1x3 + Δf2 ( y，t ) + d2 ( t ) + u2 ( t )，

D t
q e3 = -be1 - ce2 + e3 + γy1y2 - γx1x2 + Δf3 ( y，t ) + d3 ( t ) + u3 ( t )

设计滑模面 si ( t ) = ei ( t ) + λiD t
-q ei ( t )，fi ( y，t ) + di ( t ) = 0.1y3 cos t + 0.1sin t，

ui ( t ) = -λiei - (ai1e1 + ai2e2 + ai3e3 ) + fi ( x，t ) - fi ( y，t )
-(m̂i + n̂i )sgn ( si ) - ki | si |sgn ( si )，

i = 1，2，3
λ1 = 1.5，λ2 = 1.5，λ3 = 2，m̂i = 2，n̂i = 1.5，ki = 2.5

定理2以整数阶Victor-Carmen系统作为主系统。

{ ẋ1 = -x1 - αx2x3，ẋ2 = -x2 + cx3 - βx1x3，
ẋ3 = -bx1 - cx2 + x3 + γx1x2

从系统设计为

ì

í

î

ïï
ïï

ẏ1 = -y1 - αy2y3 + Δf1 ( y，t ) + d1 ( t ) + u1，
ẏ2 = -y2 + cy3 - βy1y3 + Δf2 ( y，t ) + d2 ( t ) + u2，
ẏ3 = -by1 - cy2 + y3 + γy1y2 + Δf3 ( y，t ) + d3 ( t ) + u3

定义 ei ( t ) = yi ( t ) - xi ( t )，i = 1，2，3，得系统
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ì

í

î

ïï
ïï

ė1 = -e1 - αy2y3 + αx2x3 + Δf1 ( y，t ) + d1 ( t ) + u1 ( t )，
ė2 = -e2 + ce3 - βy1y3 + βx1x3 + Δf2 ( y，t ) + d2 ( t ) + u2 ( t )，
ė3 = -be1 - ce2 + e3 + γy1y2 - γx1x2 + Δf3 ( y，t ) + d3 ( t ) + u3 ( t )

设 计 滑 模 面 si ( t ) = ei ( t ) + λi ∫0t ei (τ )dτ， fi ( y，t ) + di ( t ) = 0.1y3 cos t + 0.1sin t，ui ( t ) = -λiei - (ai1e1 +
ai2e2 + ai3e3 ) + fi ( x，t ) - fi ( y，t ) - (m̂i + n̂i )sgn ( si ) - ki | si |sgn ( si )，i = 1，2，3，λ1 = 2.5，λ2 = 2， n̂i = 2，ki = 2。
定理 1、2中的误差如图 1-2所示，从中可看到初始时刻误差相差较大，距坐标原点较远，随着时间的推

移，逐渐趋向一致且逐渐向原点靠近，表明整数阶、分数阶Victor-Carmen系统系统取得了混沌同步。

3 结 论

研究分数阶整数阶具有不确定性和外扰下多混沌系统的自适应滑模同步，设计了滑模控制器和自适

应规则，得到了分数阶及整数阶多混沌系统取得自适应滑模同步的充分条件，数值仿真检验了所得结果

的正确性。
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