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预不变凸函数的Hermite-Hadamard型分数阶积分

不等式的推广*
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摘 要：不变凸子集上构造了一个含参数的关于Riemann-Liouville分数阶积分的恒等式，利用构造的积分恒等

式为辅助函数，得到几个函数导数绝对值为预不变凸的新Hermite-Hadamard型分数阶积分不等式。参数取特定

值时得到一些不同形式的积分不等式。
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The generalization of Hermite-Hadamard type fractional integrals in⁃
equalities for preinvex functions

SUN Wenbing，ZHENG Linghong

（School of Science，Shaoyang University，Shaoyang 422000，China）

Abstract：An identity with parameter is constructed via Riemann-Liouville fractional integrals on the in⁃
vex subset. Using the constructed integral identity as the auxiliary function，some new Hermite-Hadamard
type fractional integrals inequalities are derived，whose absolute values of the derivatives of the functions
are preinvex. When the parameters are taken some specific values，some integral inequalities with differ⁃
ent forms are obtained.
Key words：preinvex functions；Hermite-Hadamard type inequalities；Riemann-Liouville fractional inte⁃
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凸函数理论是一个古老的数学分支。近年来，由于最优化理论等学科越来越为人们所需要，因此凸

分析理论受到众多专家和学者重视。凸函数理论在其深度和广度两方面都得到了发展，比如Weir等［1-2］

提出了预不变凸函数的定义，如下：

定义 1 对于映射 η：S × S → Rn，如果对于任意 x，y ∈ S和 t ∈ [ 0，1]， x + tη ( y，x ) ∈ S，则称集合

S ⊆ Rn是关于η的不变凸集。

定义2 令S ⊆ Rn是相对于η：S × S → Rn 的不变凸集。如果对于任意 x，y ∈ S和 t ∈ [ 0，1]，有

f ( x + tη ( y，x ) ) ≤ (1 - t ) f ( x ) + tf ( y ) （1）
那么，函数 f：S → R是关于η的预不变凸函数。函数 f是预不变凹的当且仅当-f是预不变凸的。
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注注1在式（1）中取η ( x，y ) = x - y时，f便是一个经典凸函数。

1背景知识

凸函数在证明不等式方面起着积极的作用，如 Jensen首先提出如下不等式：

如果对任意的 x1，x2 ∈ [ a，b ]，函数 f在区间 [ a，b ]上是 Jensen意义下的凸函数，那么有

f ( )x1 + x2
2 ≤ f ( x1 ) + f ( x2 )2 （2）

成立，函数 f称为 J凸函数，相反地，当不等式进行反向时，函数 f为 J凹函数。

Hermite和Hadamard分别对 Jensen不等式进行了均值插值得到以下我们所熟知的Hermite-Hadamard型
不等式：

若 f：I ⊆ R → R是一个凸函数，a，b ∈ I且a < b， 那么有如下不等式成立：

f ( )a + b
2 ≤ 1

b - a ∫ab f ( x )dx ≤ f (a ) + f (b)2 （3）
近年来，许多研究者对Hermite-Hadamard型积分不等式进行了推广和完善［3-6］。预不变凸函数的定义

提出以后，Hermite-Hadamard不等式与预不变凸函数相结合的研究结果也开始出现［7-10］。

Dragomir和Agarwal［6］证明了如下不等式：

定理 1 令 f：[ a，b ] → R是区间 (a，b)上的可微函数，若 |f '| p
p - 1 是 [ a，b ]上的凸函数，a，b ∈ R，a < b

且 p ∈ R，p > 1，则有以下不等式成立：

􀰇􀰇􀰇 | f (a ) + f (b)2 - 1
b - a ∫ab f ( x )dx | ≤ b - a

2( p + 1)1/p
é

ë

ê
êê
ê
|f '(a )| p

p - 1 + |f '(b)| p
p - 1

2
ù

û

ú
úú
ú

p - 1
p

（4）

Noor［7］ 证明了关于预不变凸函数的Hermite-Hadamard不等式。

定理 2 令 f：K = [ a，a + η (b，a ) ] → (0，∞)是区间 K ∘ 上的一个预不变凸函数 （K ∘ 是 K的内部），

a，b ∈ K ∘且a < a + η (b，a )，则如下不等式成立：

f ( )2a + η (b，a )
2 ≤ 1

η (b，a ) ∫aa + η (b，a ) f ( x )dx ≤ f (a ) + f (b)2 （5）
注注2 当η ( x，y ) = x - y，不等式（5）就变成了不等式（3）。

文献 ［8］ 中，Barani等得到了如下函数导数绝对值是预不变凸函数的Hermite-Hadamard型积分不

等式：

定理 3 设 A ⊆ R是一个关于 θ：A × A→ R的一个开的不变凸集，f：A→ R是一个可微函数。假设

p ∈ R且 p > 1，如果 |f '|p/ ( p - 1) 在A上是预不变凸的，那么对每一个a，b ∈ A且 θ (b，a ) ≠ 0，如下不等式成立：

| f (a ) + f (a + θ (b，a ) )2 - 1
θ (b，a ) ∫aa + θ (b，a ) f ( x )dx | ≤ |θ (b，a )|

2 ( p + 1)1/p
é
ë
ê
|f '(a )|p/ ( p - 1) + |f '(b)|p/ ( p - 1)

2
ù
û
ú

p - 1
p

（6）
近年，很多研究者对Hermite-Hadamard型积分不等式的研究推广到分数阶积分的形式，如文献［11-

12］等。

定义 3 令 f ∈ L1 [ a，b ]，左侧和右侧α ( ∈ R+ )阶Riemann-Liouville分数阶积分 J αa + f和 J αb - f (a ≥ 0)的定
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义分别为

J αa + f ( x ) = 1
Γ(α ) ∫ax ( x - t )α - 1 f ( t )dt， x > a，

J αb - f ( x ) = 1
Γ(α ) ∫xb ( t - x )α - 1 f ( t )dt， x < b

这里，Γ(α )是Gamma函数，Γ(α ) = ∫0∞ e-u uα - 1du，并且 J 0a + f ( x ) = J 0b - f ( x ) = f ( x )。
目前，国内对预不变凸函数的研究并不多见。本文对预不变凸函数的Hermite-Hadamard型积分不等

式推广到Riemann-Liouville分数阶积分的形式，而且所得不等式中含有参数λ(0 < λ ≤ 1)，并在两个对称

的积分区间 é
ë
ê

ù
û
ú0，λ2 和 é

ë
ê

ù
û
ú1 - λ2，1 上研究Hermite-Hadamard型积分不等式，对不等式形式进行了一定改进，

并且对参数取特殊值时可以得到不同的不等式，因此文中结果是对Hermite-Hadamard型积分不等式的极

大改进。

2主要结果及证明

引理 1 令 A ⊆ R是一个关于 η：A × A→ R的开的不变凸子集，且 a，b ∈ A，a < a + η (b，a )。设 f：

A→ R是区间 (a，a + η (b，a ) )上的可微映射，且 f ' ∈ L [ a，a + η (b，a ) ]，0 < λ ≤ 1，α > 0，则以下关于Rie⁃
mann-Liouville分数阶积分的恒等式成立：

2α - 1Γ(α + 1)
ηα (b，a )

é

ë
êJ αa + f ( )a + λ2 η (b，a )

ù

û
ú+( -1)α - 1J α[ a + η (b，a ) ] - f ( )a + (1 - λ2 )η (b，a )

+ 12 [ ( -λ)α f (a + η (b，a ) ) - λα f (a ) ]

= η (b，a )2
é

ë
êê∫0λ2 (λ - 2t )α f '(a + tη (b，a ) )d t ù

û
úú+∫1 - λ21 (2 - λ - 2t )α f '(a + tη (b，a ) )dt (7)

证明 对上述等式的右边部分进行分部积分，可以得到

η (b，a )
2 ∫0λ2 (λ - 2t )α f '(a + tη (b，a ) )dt

= 12 ∫0λ2 (λ - 2t )α d [ f (a + tη (b，a ) ) ]
= 12 (λ - 2t )α f (a + tη (b，a ) )|

λ
20 - 12 ∫0λ2 α (λ - 2t )α - 1 ( -2) f (a + tη (b，a ) )dt

= - 12 λα f (a ) + ∫0λ2 α (λ - 2t )α - 1 f (a + tη (b，a ) )dt
= - 12 λα f (a ) +

2α - 1Γ(α + 1)
ηα (b，a ) J αa + f (a + λ2 η (b，a ) )

（8）

同理

η (b，a )
2 ∫

1 - λ2

1 (2 - λ - 2t )α f '(a + tη (b，a ) )dt

= 12 ∫1 - λ21 (2 - λ - 2t )α d [ f (a + tη (b，a ) ) ]

= 12 ( -λ)α f (a + η (b，a ) ) + ∫1 - λ21
α (2 - λ - 2t )α - 1 f (a + tη (b，a ) )dt

= 12 ( -λ)α f (a + η (b，a ) ) +
2α - 1 ( -1)α - 1Γ(α + 1)

ηα (b，a ) J α[ a + η (b，a ) ] - f ( )a + ( )1 - λ2 η (b，a ) （9）
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其中，用到了变量代换 x = a + tη (b，a )，则 t = x - a
η (b，a )，t ∈ [ 0，1]。

再将式（8）和式（9）进行整理、合并，结论可得，引理1得证。

定理 4 令 A ⊆ R是一个关于 η：A × A→ R的开的不变凸子集，且 a，b ∈ A，a < a + η (b，a )。设 f：

A→ R是区间 (a，a + η (b，a ) )上的可微映射，且 f ' ∈ L [ a，a + η (b，a ) ]，0 < λ ≤ 1，α > 0，如果 |f '| p
p - 1在区

间 [ a，b ]上是关于η的预不变凸函数，p > 1，那么以下分数阶积分不等式成立：

|

|
||
2α - 1Γ(α + 1)
ηα (b，a )

é

ë
êJ αa + f ( )a + λ2 η (b，a ) ù

û
úú+( -1)α - 1J α[ a + η (b，a ) ] - f ( )a + ( )1 - λ2 η (b，a )

|
|
||+ 12 [ ( -λ)α f (a + η (b，a ) ) - λα f (a ) ]

≤ η (b，a )2 ( )λαp + 1

2 (αp + 1)
1
p é

ë
ê( 4λ - λ

2

8 |f '(a )| p
p - 1 + λ28 |f '(b)|

p
p - 1 )p - 1p

+
ù

û

ú
úú
ú( )λ2

8 |f '(a )|
p

p - 1 + 4λ - λ28 |f '(b)| p
p - 1

p - 1
p

（10）
其中，

1
p
+ 1
q
= 1。

证明 由引理1，两边同时取模以及Hölder不等式，得到

|

|
||
2α - 1Γ(α + 1)
ηα (b，a )

é

ë
êJ αa + f ( )a + λ2 η (b，a )

ù

û
ú+( -1)α - 1J α[ a + η (b，a ) ] - f ( )a + (1 - λ2 )η (b，a )

|
|
||+ 12 [ ( -λ)α f (a + η (b，a ) ) - λα f (a ) ]

≤ || η (b，a )
2

é

ë

ê
ê
êê( )∫0λ2 (λ - 2t )αp dt

1
p ù

û

ú
ú
úú( )∫0λ2 |f '(a + tη (b，a ) )|q dt
1
q

+ || η (b，a )
2

é

ë

ê

ê
êê( )∫1 - λ21 (2t + λ - 2)αpdt

1
p ù

û

ú

ú
úú( )∫1 - λ21 |f'(a + tη (b，a ) )|qdt
1
q

因为 f '在区间 [ a，b ]是关于η的预不变凸函数，那么有

∫0λ2 |f'(a + tη (b，a ) )|q dt ≤ ∫0λ2 [ (1 - t )|f'(a )|q + t|f'(b)|q ] dt = 4λ - λ28 |f'(a )|q + λ28 |f'(b)|q
以及

∫
1 - λ2

1 | f'(a + tη (b，a ) )|q dt ≤ ∫
1 - λ2

1 [ (1 - t )|f'(a )|q + t|f'(b)|q ] dt = λ28 |f'(a )|q +
4λ - λ2
8 |f'(b)|q

通过计算，可以得到

∫0λ2 (λ - 2t )αpdt = - 12 ∫0λ2 (λ - 2t )αpd(λ - 2t ) = λαp + 1

2 (αp + 1)
以及∫

1 - λ2

1 (2t + λ - 2)αpdt = λαp + 1

2 (αp + 1)，从而得到

152



第 4期 孙文兵，等：预不变凸函数的Hermite-Hadamard型分数阶积分不等式的推广

|

|
||
2α - 1Γ(α + 1)
ηα (b，a )

é

ë
êJ αa + f ( )a + λ2 η (b，a )

ù

û
ú+ ( -1)α - 1J α[ a + η (b，a ) ] - f (a + ( )1 - λ2 η (b，a ) )

|
|
||+ 12 [ ( -λ)α f (a + η (b，a ) ) - λα f (a ) ]

≤ || η (b，a )
2

é

ë

ê
êê
ê( )λαp + 1

2 (αp + 1)
1
p ( )4λ - λ2

8 |f '(a )| p
p - 1 + λ28 |f '(b)|

p
p - 1

p - 1
p

+( )λαp + 1

2 (αp + 1)
1
p ù

û

ú
úú
ú( )λ2

8 |f '(a )|
p

p - 1 + 4λ - λ28 |f '(b)| p
p - 1

p - 1
p

定理4得证。

推论 1 令 A ⊆ R是一个关于 η：A × A→ R的开的不变凸子集，且 a，b ∈ A，a < a + η (b，a )。设 f：

A→ R是区间 (a，a + η (b，a ) )上的可微映射，且 f ' ∈ L [ a，a + η (b，a ) ]，0 < λ ≤ 1，如果 |f '| p
p - 1在区间 [ a，b ]

上是关于η的预不变凸函数，p > 1，那么以下积分不等式成立：

|

|
|| ∫0λ2 f (a + tη (b，a ) )dt + ∫1 - λ21

f (a + tη (b，a ) )dt |
|
||- λ [ f (a ) + f (a + η (b，a ) ) ]2

≤ || η (b，a )
2 ( λp + 1

2 ( p + 1) )
1
p é

ë
êê( 4λ - λ28 |f '(a )| p

p - 1 )+ λ28 |f '(b)|
p

p - 1
p - 1
p + (λ28 |f '(a )|

p
p - 1

ù

û

ú
úú
ú)+ 4λ - λ28 |f '(b)| p

p - 1
p - 1
p

（11）
证明 在式（10）中，取α = 1，就可以得到式（11）。

推论2 假设推论1的条件成立，可得以下不等式：

|

|
||

1
η (b，a ) ∫aa + η (b，a ) f ( x )dx |

|
||- f (a ) + f (a + η (b，a ) )2

≤ || η (b，a )
2 ( 1

2( p + 1) )
1
p é

ë
êê( 38 |f '(a )|

p
p - 1 )+ 18 |f '(b)|

p
p - 1

p - 1
p + ( 18 |f '(a )|

p
p - 1

ù

û

ú
úú
ú)+ 38 |f '(b)|

p
p - 1

p - 1
p （12）

证明 在式（11）中取λ = 1，并令a + tη (b，a ) = x时，可得结论成立。

推论3 假设推论1的条件成立，那么以下分数阶积分不等式成立：

|

|
||
2α - 1Γ(α + 1)
ηα (b，a )

é
ë
êJ αa + f (a + 14 η (b，a ) ) +

ù
û
ú( -1)α - 1J α[ a + η (b，a ) ] - f (a + 34 η (b，a ) )

+ |

|
|
|

1
2
é

ë
êê

ù

û
úú( )- 12

α

f (a + η (b，a ) ) - ( )12
α

f (a )

≤ || η (b，a )
21 + 1p (αp + 1) 1p (

1
2 )

αp + 1
p
é

ë

ê
êê
ê( )7
32 |f'(a )|

p
p - 1 + 1

32 |f'(b)|
p

p - 1
p - 1
p ù

û

ú
úú
ú+( )1

32 |f'(a )|
p

p - 1 + 7
32 |f'(b)|

p
p - 1

p - 1
p (13)

证明 在式（11）中，取 λ = 12，就可以得到式（13）。

推论4 假设定理4的条件成立，那么以下分数阶积分不等式成立：

|

|
||
2α - 1Γ(α + 1)
ηα (b，a )

é

ë
êJ αa + f ( )a + 12 η (b，a )

ù

û
ú+( -1)α - 1J α[ a + η (b，a ) ] - f ( )a + 12 η (b，a )

|
|
||+ 12 [ ( -1)α f (a + η (b，a ) ) - f (a ) ]

≤ || η (b，a )
2 ( )1

2(αp + 1)
1
p é

ë

ê
êê
ê( )3
8 |f '(a )|

p
p - 1 + 18 |f '(b)|

p
p - 1

p - 1
p +

ù

û

ú
úú
ú( )1

8 |f '(a )|
p

p - 1 + 38 |f '(b)|
p

p - 1 )
p - 1
p (14)
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证明 在式（10）中，取 λ = 1，就可以得到式（14）。

定理 5 令 A ⊆ R是一个关于 η：A × A→ R的开的不变凸子集，且 a，b ∈ A，a < a + η (b，a )。设 f：

A→ R是区间 (a，a + η (b，a ) )上的可微映射，且 f ' ∈ L [ a，a + η (b，a ) ]，0 < λ ≤ 1，α > 0，如果 |f '| p
p - 1在区

间 [ a，b ]上是关于η的预不变凸函数，p > 1，那么以下分数阶积分不等式成立：

|

|
||
2α - 1Γ(α + 1)
ηα (b，a )

é

ë
êJ αa + f ( )a + λ2 η (b，a )

ù

û
ú+( -1)α - 1J α[ a + η (b，a ) ] - f (a + ( )1 - λ2 η (b，a ) )

|
|
||+ 12 [ ( -λ)α f (a + η (b，a ) ) - λα f (a ) ]

≤ || η (b，a )
2 ( λαp + 1

2 (αp + 1) )
1
p é

ë

ê
êê
ê(( )4λ - λ2

8
p - 1
p |f '(a )| )+( )λ28

p - 1
p |f '(b)|

+
ù

û

ú
úú
ú( )( )λ28

p - 1
p |f '(a )| + ( )4λ - λ2

8
p - 1
p |f '(b)|

.

（15）

证 明 令 a1 = 4λ - λ
2

8 |f '(a )| p
p - 1， b1 = λ

2

8 |f '(b)|
p

p - 1，a2 = λ
2

8 |f '(a )|
p

p - 1 ， b2 = 4λ - λ
2

8 |f '(b)| p
p - 1，对

p > 1，有0 < p - 1
p

< 1。因为对于0 < r < 1，a1，a2，⋯，an ≥ 0和 b1，b2，⋯，bn ≥ 0有

∑
i = 1

n (a i + bi )r ≤∑
i = 1

n

ari +∑
i = 1

n

bri

由定理4，可以得到

|

|
||
2α - 1Γ(α + 1)
ηα (b，a )

é
ë
êJ αa + f (a + λ2 η (b，a ) )

ù

û
ú+( -1)α - 1J α[ a + η (b，a ) ] - f (a + ( )1 - λ2 η (b，a ) )

|
|
||+ 12 [ ( -λ)α f (a + η (b，a ) ) - λα f (a ) ]

≤ || η (b，a )
2 ( λαp + 1

2 (αp + 1) )
1
p é

ë
êê( 4λ - λ28 |f '(a )| p

p - 1 )+ λ28 |f '(b)|
p

p - 1
p - 1
p +

ù

û

ú
úú
ú( )λ2

8 |f '(a )|
p

p - 1 + 4λ - λ28 |f '(b)| p
p - 1

p - 1
p

≤ || η (b，a )
2 ( )λαp + 1

2 (αp + 1)
1
p é

ë

ê
êê
ê(( )4λ - λ2

8
p - 1
p |f '(a )| )+( λ28 )

p - 1
p |f '(b)| +

ù

û

ú
úú
ú( )( )λ28

p - 1
p |f '(a )| + ( )4λ - λ2

8
p - 1
p |f '(b)|

定理5得证。

推论 5 令 A ⊆ R是一个关于 η：A × A→ R的开的不变凸子集，且 a，b ∈ A，a < a + η (b，a )。设 f：

A→ R是区间 (a，a + η (b，a ) )上的可微映射，且 f ' ∈ L [ a，a + η (b，a ) ]，α > 0，如果 |f '| p
p - 1 在区间 [ a，b ]上

是关于η的预不变凸函数，p > 1，那么以下分数阶积分不等式成立：

|

|
||
2α - 1Γ(α + 1)
ηα (b，a )

é
ë
êJ αa + f (a + 12 η (b，a ) )

ù
û
ú+( -1)α - 1J α[ a + η (b，a ) ] - f (a + 12 η (b，a ) )

|
|
||+ 12 [ ( -1)α f (a + η (b，a ) ) - f (a ) ]

≤ || η (b，a )
2 ( 1

2(αp + 1) )
1
p é

ë

ê
êê
ê(( )38

p - 1
p |f '(a )| )+( )18

p - 1
p |f '(b)| +

ù

û

ú
úú
ú( )( )18

p - 1
p |f '(a )| + ( )38

p - 1
p |f '(b)| (16)

证明 在式（15）中，取 λ = 1，就可以得到式（16）。

推论6 假设推论5的条件成立，且 b > a，可得如下关于经典凸函数的分数阶积分不等式：
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|

|
||
2α - 1Γ(α + 1)
(b - a )α

é

ë
êJ αa + f ( )a + b

2
ù

û
ú+( -1)α - 1J αb - f ( )a + b

2
|
|
||+ 12 [ ( -1)α f (b) - f (a ) ]

≤ b - a2 ( 1
2(αp + 1) )

1
p é

ë
êê(( 38 )

p - 1
p |f '(a )| )+( )18

p - 1
p |f '(b)|

ù

û

ú
úú
ú+( )( )18

p - 1
p |f '(a )| + ( )38

p - 1
p |f '(b)| （17）

证明 推论4中，取η (b，a ) = b - a，可得结论成立。

推论7 设推论5的条件成立，可得如下预不变凸函数的“梯形型”积分不等式：

|

|
||

1
η (b，a ) ∫aa + η (b，a ) f ( x )dx - |

|
||

f (a ) + f (a + η (b，a ) )
2

≤ || η (b，a )
2 ( 1

2( p + 1) )
1
p é

ë

ê
êê
ê(( )38

p - 1
p |f '(a )| )+( )18

p - 1
p |f '(b)| +

ù

û

ú
úú
ú( )( )18

p - 1
p |f '(a )| + ( )38

p - 1
p |f '(b)| (18)

证明 推论5中取α = 1，令a + tη (b，a ) = x可得结论成立。

定理 6 令 A ⊆ R是一个关于 η：A × A→ R的开的不变凸子集，且 a，b ∈ A，a < a + η (b，a )。设 f：

A→ R是区间 (a，a + η (b，a ) )上的可微映射，且 f ' ∈ L [ a，a + η (b，a ) ]，α > 0，0 < λ ≤ 1，如果 |f '|q 在区

间 [ a，b ]上是预不变凹的，p，q > 1，那么以下分数次积分不等式成立：

|

|
||
2α - 1Γ(α + 1)
ηα (b，a )

é

ë
êJ αa + f ( )a + λ2 η (b，a ) ù

û
ú+( -1)α - 1J α[ a + η (b，a ) ] - f (a + ( )1 - λ2 η (b，a ) )

|
|
||+ 12 [ ( -λ)α f (a + η (b，a ) ) - λα f (a ) ]

≤ || η (b，a )
2 ( λαp + 1

2 (αp + 1) )
1
p é

ë
êê

|

|
||

|

|
|| f '( )a + λ4 η (b，a )

ù

û
úú+ |

|
||

|

|
|| f'( )a + ( )1 - λ4 η (b，a ) (19)

其中，
1
p
+ 1
q
= 1且 α ∈ [ 0，1]。

证明 根据引理2，两边同时取模以及Hölder不等式，可以得到

|

|
||
2α - 1Γ(α + 1)
ηα (b，a )

é

ë
êJ αa + f ( )a + λ2 η (b，a )

ù

û
ú+( -1)α - 1J α[ a + η (b，a ) ] - f (a + ( )1 - λ2 η (b，a ) )

|
|
||+ 12 [ ( -λ)α f (a + η (b，a ) ) - λα f (a ) ]

≤ || η (b，a )
2

é

ë
êê( )∫0λ2 (λ - 2t )αpdt

1
p (∫0λ2 |f '(a + tη (b，a ) )|q dt)

1
q + (∫1 - λ21 (2t + λ - 2)αpdt)

1
p ù

û

ú

ú
úú( )∫1 - λ21 |f '(a + tη (b，a ) )|qdt
1
q

因为 |f '|q在区间 [ a，b ]上是预不变凹的，利用不等式（5），可以得到

∫0λ2 |f '(a + tη (b，a ) )|q dt = 1
η (b，a ) ∫aa + λ2 η (b，a ) |f '( x )|q dx ≤ | f '(a + λ4 η (b，a ) ) | q

以及

∫
1 - λ2

1 |f '(a + tη (b，a ) )|q dt = 1
η (b，a ) ∫a + (1 - λ2 )η (b，a )a + η (b，a ) |f '( x )|qdx ≤ | f '(a + ( )1 - λ4 η (b，a ) ) |

q

其中用到了变量代换 x = a + tη (b，a )。
通过计算，可以得到
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∫0λ2 (λ - 2t )αpdt = - 12 ∫0λ2 (λ - 2t )αpd(λ - 2t ) = - 1
2(αp + 1) (λ - 2t )αp + 1|

λ
20 = λαp + 1

2 (αp + 1)
以及

∫
1 - λ2

1 (2t + λ - 2)αpdt = 12 ∫1 - λ2
1 (2t + λ - 2)αpd(2t + λ - 2) = λαp + 1

2 (αp + 1)
根据上述不等式

|

|
||
2α - 1Γ(α + 1)
ηα (b，a )

é
ë
êJ αa + f (a + λ2 η (b，a ) )

ù

û
ú+( -1)α - 1J α[ a + η (b，a ) ] - f (a + ( )1 - λ2 η (b，a ) )

|
|
||+ 12 [ ( -λ)α f (a + η (b，a ) ) - λα f (a ) ]

≤ || η (b，a )
2 ( λαp + 1

2 (αp + 1) )
1
p é

ë
êê

|

|
||

|

|
|| f '( )a + λ4 η (b，a )

ù

û
úú+ |

|
||

|

|
|| f '( )a + ( )1 - λ4 η (b，a )

定理6得证。

推论8 假设定理6的条件成立，那么以下分数次积分不等式成立 ：
|

|
||
2α - 1Γ(α + 1)
ηα (b，a )

é
ë
êJ αa + f (a + 12 η (b，a ) )

ù
û
ú+( -1)α - 1J α[ a + η (b，a ) ] - f (a + 12 η (b，a ) )

|
|
||+ 12 [ ( -1)α f (a + η (b，a ) ) - f (a ) ]

≤ || η (b，a )
2 ( 1

2(αp + 1) )
1
p é

ë
êê

|

|
||

|

|
|| f '( )a + 14 η (b，a )

ù

û
úú+ |

|
||

|

|
|| f '( )a + 34 η (b，a ) (20)

证明 在式（19）中，取 λ = 1，就可以得到式（20）。

推论9 假设定理6的条件成立，且 b > a，可得如下关于经典凹函数的分数阶积分不等式：
|

|
||
2α - 1Γ(α + 1)
(b - a )α

é

ë
êJ αa + f ( )a + b

2
ù

û
ú+( -1)α - 1J αb - f ( )a + b

2
|
|
||+ 12 [ ( -1)α f (b) - f (a ) ]

≤ b - a2 ( 1
2(αp + 1) )

1
p é

ë
êê

|

|
||

|

|
|| f '( )b + 3a

4
ù

û
úú+ |

|
||

|

|
|| f '( )3b + a

4 (21)
证明 推论8中，取η (b，a ) = b - a，可得结论成立。

推论10 假设定理6的条件成立，可得如下预不变凹函数的“梯形型”积分不等式：
|

|
||

1
η (b，a ) ∫aa + η (b，a ) f ( x )dx - |

|
||

f (a ) + f (a + η (b，a ) )
2

≤ || η (b，a )
2 ( 1

2( p + 1) )
1
p é

ë
êê

|

|
||

|

|
|| f'( )a + 14 η (b，a )

ù

û
úú+ |

|
||

|

|
|| ( )f 'a + 34 η (b，a ) (22)

证明 推论8中取α = 1，令a + tη (b，a ) = x可得结论成立。
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