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基于改进稳态遗传算法的桥梁有限元模型修正*

秦世强，张亚州，康俊涛
（武汉理工大学土木工程与建筑学院，湖北 武汉 430070）

摘 要：由于测试误差和结构参数的不确定性，有限元模型修正的局部最优解和全局最优解均有可能是真实

解。为了同时获取模型修正的局部最优解和全局最优解，文章提出一种改进的稳态遗传算法（ISSGA）。该算法

通过一种双角度算子来判定目标函数的可行解，并通过定义可行解的伴侣解不断优化解的位置，实现目标函数

局部最优和全局最优解的寻找。通过两个测试函数和一座混凝土箱梁桥模型修正案例，验证了 ISSGA算法的精

度、稳定性和计算效率，并明确了算法中各个参数的取值依据。结果表明：ISSGA可同时获得目标函数的局部

和全局最优解；双角度算子可有效避免局部最优解的遗漏；ISSGA算法为获得模型修正合理解提供了可能。
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Bridge finite element model updating based on improved steady state ge⁃
netic algorithm

QIN Shiqiang，ZHANG Yazhou，KAGN Juntao

（Swarm of Civil Engineering and Architecture，Wuhan University of Technology，Wuhan 430070，China）

Abstract：Due to the test errors and the uncertainties of structural parameters，the best local and global
solutions are all possible to be the true solution of finite element model updating. To simultaneously ob⁃
tain the local and global best solutions in model updating，an improved steady state genetic algorithm
（ISSGA）is proposed. The proposed ISSGA utilizes a double angle operator to select alternative solutions
of the objective function. The solutions are iteratively optimized by defining the solutions pairs，and the
global and local best solutions are eventually obtained. Two benchmark functions and model updating of
a concrete box girder bridge are employed to validate ISSGA regarding the accuracy，stability and calcu⁃
lation efficiency. In addition，the principle to determine the algorithm parameters is clarified. The re⁃
sults show that the ISSGA can obtain the global and the best local of the objective function at same time.
The double angle operator can avoid the omission of the best local. ISSGA provides a possibility to obtain
the solution of model updating wi the best justification.
Key words：bridge engineering；model updating；steady state genetic algorithm；optimization；multiple
solutions problem

由于结构设计参数的不确定性、建模过程简

化及误差、结构损伤和材料退化等因素，按照设

计图纸建立的结构有限元模型难以代表实际结构，

需要根据试验结果对有限元模型进行修正［1-2］。有

限元模型修正是通过修正模型中的设计参数，如

材料弹性模量、密度、截面惯性矩、边界条件等，
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不断缩小结构响应的有限元计算值与实测值之间

的误差。常用于模型修正的结构响应包括位移、

应变、模态频率、振型和频响函数等［3-6］。因此，

模型修正可看作成优化问题，其目标函数是由结

构响应计算值和实测值之间的残差函数构成。现

有的模型修正算法大多是在修正参数的设计空间

内，寻找一个使目标函数最小的解 （即全局最优

解）；然而，结构动力学反问题存在多解属性；考

虑到建模、测试误差以及修正参数的物理意义，

有限模型修正的局部最优解可能比全局最优解更

符合实际情况，即局部最优解也有可能是模型修

正的合理解［7-8］。已有文献中得到模型修正单一解

的，作者也认为可能存在更合理的解［9-10］。因此，

需要同时找到目标函数的全局最优和局部最优解，

交由分析者根据实际情况和工程经验，选择一个

解作为模型修正最合理的解，这类问题被定义为

有限元模型的多解问题。

有限元模型修正多解问题已经得到关注并取

得了一些进展；Teughels等［11］提出一种耦合局部

最小化算法用于模型修正，并应用于一座钢筋混

凝土简支梁的模型修正；该算法能够同时识别损

伤工况设置的两个局部最优解；Zárate和 Caice⁃
do［7］将 Hook Skip and Jump（HSJ） 算法引入模型

修正，实现对Bill Emerson大桥的模型修正；该算

法可以同时获取目标函数在设计空间内的多个解，

作者选定一个局部最优解为最终修正结果，因为

相比全局最优解，该局部最优解更具物理意义和

符合实际情况；Caicedo和Yun［8］提出了一种稳态

遗传算法 （Steady State Genetic Algorithm， SSGA）
用于寻找模型修正问题的多个解，该算法通过一

种单一角度算子来搜索可能的局部最优解；Shab⁃
bir和 Omenzetter［12-13］利用群体智能算法结合连续

小生镜技术获取了模型修正的多个解，并成功应

用于一座人行桥的模型修正，作者同样选取了一

个局部最优解作为最终的结果。然而，现有的模

型修正多解算法往往会出现局部最优解遗漏现象。

本文基于文献 ［8］ 提出的 SSGA算法，提出一种

改进的稳态遗传算法 （Improved SSGA， ISSGA），

用以同时寻找模型修正中的多个解。它相比 SS⁃
GA，ISSGA对目标函数的峰值在设计空间内的分

布适应性更好，在保证近似的计算效率前提下，

有效地避免了局部最优解的遗漏。

1 模型修正理论
有限元模型修正是通过修正结构设计参数，

缩小响应计算值与试验值之间的误差，其目标函

数 J (x)为：

J (x ) = αiri (x ) （1）
式中，ri (x)表示第 i（i=1，2，3…，m，m表示模

型修正中考虑的结构响应类型数量） 类结构响应

计算值与试验值之间的残差函数，是待修正参数

向量 x的函数。αi表示各类响应残差函数的权重系

数。一般可以用响应的计算值和试验值之间的相

对误差平方和来构建残差函数，如频率的残差函

数可以表示为：

rf (x ) =∑
i = 1

nf ( )fa，i - f t，i
f t，i

2

（2）
式中，fa，i和 f t，i分别表示第 i阶频率的计算值和试验

值；nf表示模型修正中考虑的频率阶次。考虑到修

正参数的物理意义，设定修正过程中的修正参数

的上下限，即模型修正可定义为约束优化问题。

对这类约束优化问题，由于结构响应与设计参数

之间的高度非线性关系，模型修正的目标函数通

常在解空间内存在多个局部极值［14］；另一方面，

由于结构建模误差和实测误差，局部最优解可能

比全局最优解能更好地代表实际结构。因此，同

时识别目标函数全局最优解和局部最优解，并交

由分析者根据工程经验或先验知识来判定解的合

理性，是获得桥梁模型修正合理结果的关键。

2 ISSGA算法

SSGA用于同时寻找模型修正多个解是由 Ca⁃
icedo和Yun［8］首先提出，这种算法的最大优点是

计算效率高，这是由于在迭代过程中，SSGA通过

一种可行解更新算子，选出一部分种群及其伴侣

解用于遗传，这样在每次迭代过程中，并不是所

有种群都需要用来计算目标函数值，从而提高了

计算效率。然而，SSGA算法中可行解更新算子是

基于单一角度来控制的，即每次迭代过程中计算

空间两点对角点所形成的夹角余弦值来判定这两

点是否满足可行解的要求。这种单一角度控制方

法的缺点是：当目标函数有多个局部最优解近似

的位于同一直线上时，单一角度控制方法容易遗

漏可能的可行解。如图 1所示，目标函数的等高线

在搜索空间内有两个位于同一直线上的可行解，

如果只从角点A出发，计算两个可行解与角点A的
夹角余弦值，则会由于角度过小导致可行解在迭

代过程中遗漏。为此，本文提出一种双角度算子

来更新可行解，即在 B点处增加一个角度控制算
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子，来避免可行解在迭代过程中的遗漏。图 1所示

的情况，尽管可以利用在B的单一角度完成搜索，

但是实际情况中分析者对目标函数的局部最优解

分布并无先验知识，局部最优解可能位于搜索空

间的对角线上，单一角度方法必然会导致可行解

的遗漏。基于双角度算子的 ISSGA算法介绍如下。

2. 1 双角度算子

在每个迭代子步中，首先将遗传算法中的个

体按照目标函数进行排序，并在搜索空间内任意

取一点作为第一个可行解；然后，在搜索空间内

设定两个角点 A、B，每个个体及当前可行解与角

点A分别形成两个向量，计算这两个向量的夹角余

弦值；同理，计算角点B处对应的两个向量的夹角

余弦值，只要二者余弦值中有一个小于设定的阈

值α，即认为该个体是一个候选的可行解。举例说

明如下：如图 2所示，假定已经找到 l个可行解，

通过双角度算子寻找第 l+1个可行解的两个判定条

件如下：

Γ (θAl + 1) =
 
AAj ⋅     

AAl + 1

  
AAj      

AAl + 1
≤ α （3）

Γ (θBl + 1) =
  
BBj ⋅     

BBl + 1

   
BBj      

BBl + 1
≤ α （4）

式中，θAl + 1 表示在角点 A处由第 l+1个个体向量
    
AAl + 1与已经找到的第 j个可行解向量

 
AAj之间的夹

角，j = 1，2，⋯，l；Γ (θAl + 1)表示角度 θAl + 1的余弦值；

式（4）中为从角点B出发计算的角度余弦值，符

号含义类似。α为设定的可行解角度阈值，其值大

小会影响到可行解的数量，其取值范围为 0 ~ 1，
当 α越接近于 1，则表明被用于区分可行解的角度

越小，即有更多的位置被定义为可行解。只要式

（3），（4） 中的任意一个满足，则认为第 l+1个解

与已经得到的 l个可行解均不同，可以将其作为新

的候选可行解。与单一角度控制算子不同的是，

双角度算子能够减少可行解的遗漏情况，后续测

试函数将进一步说明双角度算子的优势。

对于获得的候选可行解，需进一步判定其目

标函数值的大小，并与当前的最优可行解 （当前

子步中目标函数值最小值）进行比较，即

| J ( )θl + 1

J ( )θl | ≤ β （5）
式中，J ( ⋅ )表示目标函数；θl表示当前最优可行

解；θl + 1表示候选可行解，是从可行解位置来定义

目标函数，β为候选可行解的最优性阈值，其取值

与目标函数有关；图 3示意了阈值 β的物理意义及

取值方法；假定一个目标函数在修正参数的设计

范围内有三个极值，其中全局最优解对应的目标

函数值为 a，两个局部最优解对应的目标函数值分

别为 b和 c，若 b/a < β < c/a，则根据式（5），全局

最优及局部最优 1被定义为可行解；若 β > c/a，则

全局最优、局部最优 1和 2均被定义为可行解。因

此，可行解最优性判定阈值 β实际上是通过目标函

数值来控制解的数量，当多个极值的目标函数值

较为接近时，可以通过 β将他们定义为一个可行

解，从而确保选择的可行解具有不同的物理

意义。

图3 可行解最优性判定阈值β的物理意义

Fig. 3 The physical meaning of the threshold β for optimality
judgement of the alternative solutions

图2 寻找第 l+1个可行解的示意图

Fig. 2 The sketch map of searching the （l+1） th feasible
solution

图1 单一角度及双角度算子示意图

Fig. 1 The sketch map of single angle and double angle
operator
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2. 2 可行解的伴侣解

为了获得更优位置的可行解，需要通过交叉、

变异操作生成新的子代，即可行解需要定义伴侣

解，从而作为父代生成新的子代。在获得可行解

集合后，需要找到可行解的伴侣解，每个可行解

及其伴侣解将作为父代，并通过交叉、变异等遗

传算法基本过程完成整个优化问题。每个可行解

均对应一个伴侣解，其选择的依据如下：

Γ (θA2j) =
  
AA1j ⋅   

AA2j

   
AA1j    

AA2j
> α，   

AA1j ≠   
AA2j （6）

Γ (θB2j) =
  
BB1j ⋅   

BB2j

   
BB1j    

BB2j
> α，   

BB1j ≠   
BB2j （7）

式中：θA2j和 θB2j分别表示可行解的伴侣解A2j和B2j对
应的角度值；A1j和 B1j表示可行解。只要式 （6），

（7） 中有一个成立，则表示已找到可行解对应的

伴侣解。对比式（6）、（7）和式（3）、（4），可行

解的伴侣解选择标准就是在可行解附近寻找一个

点作为其伴侣解，从而进行交叉、变异更新可

行解。

2. 3 算法流程

得到可行解及其伴侣解之后，实施交叉、变

异等不断迭代更新可行解，并评估每次可行解更

新后的目标函数值，直至整个迭代过程触发终止

准则结束。ISSGA的算法流程如下：

1）设定参数，初始化种群。待设定的参数包

括可行解角度阈值α、最优性阈值 β、种群数量N；
最大迭代次数M；设定好参数后，给每个个体随机

取值初始化种群；并根据目标函数给初始化的种

群进行排序；

2）更新可行解。在搜索空间内确定双角度算

子的两个角点，一般可选搜索空间的边界点。假

定第一个个体为第一个可行解；并按照式 （3）、

（4）、（5）进行判断，只要其满足式（3）、（4）中

的一个，并且满足式 （5），则认为其为一个可行

解；按照类似的方法，不断更新可行解；

3） 寻找可行解的伴侣解。按照式 （6）、（7）
给每个可行解选择其伴侣解；

4）交叉、变异。将可行解及其伴侣解作为父

代，实施交叉和变异以生成新的子代；交叉算法

可选取均匀交叉算法；变异之后，用新生成的子

代替换当前可行解集合中最差的 2个可行解（即其

对应的目标函数值最大）；

5）评估目标函数值。由于可行解及其伴侣解

对应的目标函数值均已经评估过，因此这里只需

要评估新替换的可行解；

6） 终止准则判定。当触发最大迭代次数M，

则迭代终止。

3 测试函数

3. 1 测试函数形式

采用Ackley's Path函数和Rastrigin's Path函数，

对比 ISGGA算法和 SSGA算法在解决多解问题中的

效果。这两个函数是Matlab遗传算法及进化算法

工具箱GEATbx ［15］中的测试函数，广泛用于各种

随机搜索算法的搜索精度、稳定性的测试和验证。

Ackley's Path函数、Rastrigin's Path 函数的函数形

式分别为：

f (x) = -5 ⋅ e-0.2 ⋅
∑
i = 1
n
x2i
n

-e
∑
i = 1
n cos (2π ⋅ xi )

n + 5 + e1
（8）

g (x) = -10n -∑
i = 1

n

( )x2i - 10 ⋅ cos ( )2πxi （9）
式中， x为自变量，其定义域分别为 ［-1. 5，
1. 5］，［-1，1］；e为自然指数；n为函数的维度，

为了使搜索过程能够图形化显示，取函数的维度 n
为 2。分别利用 SSGA和 ISSGA同时寻找两个测试

函数的全局和局部最优解，可以发现：Ackley's
Path函数共有 9个极小值，其中位于（0，0）处的

极小值为全局最优解，对应的函数值为 15. 0，其

余 8个极小值为局部最优解；Rastrigin's Path 函数

有 4个极小值，且对称分布，4个极值均为全局最

优值，对应的函数值为-40. 502 5。
3. 2 算法参数选取

为了保证 SSGA算法和 ISSGA算法的优化结果

具有可对比性，两种算法中的参数保持一致。表 1
列出了数值算例中的算法参数的取值情况。

种群数量，建议的取值范围为 500 ~1 000，取

的过高，会导致计算时间增加；取的过低，会导

致可行解可能无法找到伴侣解；最大迭代次数建

议取值范围为 100 ~ 200，相比标准遗传算法，稳

态遗传算法的最大特点是通过较少的迭代即可找

到结果；交叉概率和变异概率分别取 0. 9及 0. 1，
这是标准遗传算法中的默认值；可行解判定阈值α
取 0. 98，已经十分接近 1. 0，对应的角度约为

11. 47°，避免了因角度过大导致的可行解遗漏；可

行解最优性判定阈值 β取为 1. 5，取值依据如下。

根据图 3可知，阈值 β的定义是为了避免函数值过

于接近的解被认定为不同的局部最优解。对Ack⁃
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ley's Path函数，8个局部最优解最大的函数值为

15. 903 2，全局最优解对应的函数值为 15. 000 0，
两者比值为 1. 06，即只要 β大于 1. 06，该函数的 9
个极值均被定义为可行解；对 Rastrigin's Path 函

数，4个极值对称分布，均为全局最优，函数值

为-40. 502 5，比值为 1. 0；即只要 β大于 1. 0，该

函数的 4个极值均被定义为可行解；因此，在两个

数值算例中，阈值β均取为1. 5。

3. 3 结果分析

首先，通过图形直观地显示两种算法的收敛

结果。图 4给出了两种算法收敛时Ackley's Path函
数的等高线图；图中，“o”表示当前迭代步的种群

分布情况，“☆”表示已找到的可行解。图 4中，

两种算法经过 50次左右的迭代，即可收敛；SSGA
识别了 5个极值，ISSGA识别了全部的 9个解；这

表明双角度算子的引入，有效地避免了单一角度

下解的遗漏。需要指出的是，SSGA算法遗漏的解

均为局部最优解，这表明 SSGA算法在获取全局最

优解方面较为成熟。Rastrigin's Path函数的搜索结

果见表2，可得到与上述类似的结论。

作为一种随机搜索算法，ISSGA的搜索精度和

稳定性值得关注。将两种算法分别独立运行 200
次，计算 200次搜索结果的均值及标准差，如表 2
所示。为便于对比，表 2也列出了两个测试函数极

值的理论解。可以看出，与理论解相比，两种算

法的搜索精度较高；标准差方面，除个别极值点

外，ISSGA算法的的搜索结果标准差更小，表明其

稳定性要略高于 SSGA算法；总体来说，两种算法

的搜索精度及稳定性均较好。然而，在识别的数

量上，ISSGA优势明显。

最后，考查两种算法的计算效率；从表 2数据

可以看出，ISSGA所需时间略长，这是由于 ISGA
采用双角度算子评估可行解，对每个可行解需要

多评估一次角度值，因而计算时间略有增加。对

于实际工程问题，计算时间大多消耗在计算复杂

的目标函数值上；相比之下，消耗在算法本身的

时间较少［16］。因此，ISSGA算法略微增加的时间

并不会显著影响实际工程问题的计算效率。

表1 数值算例中的算法参数取值

Table 1 The values of algorithm parameters in numerical simulation
算法参数

种群数量

最大迭代次数

自变量个数

交叉概率

变异概率

可行解判定阈值α

可行解最优性判定阈值β

取值情况

1 000
200
2
0. 9
0. 1
0. 98
1. 5

取值说明

建议取值范围为500 ~ 1 000左右

建议取值范围为100 ~ 200
对应优化问题的维度

标准遗传算法中的默认值

标准遗传算法中的默认值

较接近1. 0，保证SSGA算法不会因该值的设定导致解的遗漏

根据目标函数的极值大小相对关系确定

图 4 Ackley’s Path函数两种算法的收敛结果

Fig. 4 The convergence result of the two algorithms for
ackley's path function
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4 工程案例

4. 1 混凝土小箱梁桥

混凝土小箱梁是我国市政桥梁最常用的桥型

之一。如图 5所示，试验研究的预应力混凝土连续

小箱梁桥的总长为90 m，共计3跨，每跨30 m；桥

面宽 12. 75 m，布置 3个行车道。由于该类桥型的

试验资料较多，限于篇幅，仅介绍与模型修正相

关的试验工况。选定第一跨为试验跨，测试截面

为第一跨跨中截面。图 6给出了桥梁标准横断面及

测试截面车辆布置情况，在该测试截面的偏载工

况下，共布置 6辆加载汽车，横向 3辆，纵向两

排；加载汽车的前轴轴重为 60 kN，中后轴轴重均

为 120 kN，试验过程中，记录 4片箱梁梁底的位移

（d1~d4）；另外，通过环境振动试验测试桥梁的加

速度，并结合随机子空间识别桥梁前 4阶频率。表

3给出了位移、频率的试验值和初始模型的计算

值。可以看到，未经修正的初始模型计算值与试

验值相对误差较大，频率最大相对误差达到

13. 2%，位移最大相对误差为 -28. 2%；由于静力

位移和频率测试技术成熟，一般具有较高的精度；

因此，初始模型修正需要进一步修正，减小建模

过程简化和模拟误差，从而更好的代表实际

结构。

4. 2 修正参数及目标函数

选择如下 7个设计参数进行灵敏度分析：箱梁

的弹性模量（E1）、横隔板的弹性模量（E2）、箱

梁密度 （DEN）、四个支座的竖向刚度 （K1-K4）。

图 7给出了 7个参数的频率和位移灵敏度。可以看

出，频率对 E1、DEN两个参数最为敏感，四个支

表2 两种算法独立运行200次的统计结果

Table 2 The statistical results of 200 independent runs of two algorithms
函数

形式

Ackley's
Path

平均单次运行时间/s

Rastri⁃
gin's
Path

平均单次运行时间/s

理论解

x1

0. 000 0
0. 000 0
0. 000 0
0. 992 3
0. 988 5
0. 992 3
-0. 992 3
0. 988 5
-0. 992 3

-0. 502 6
0. 502 6
-0. 502 6
0. 502 6

x2

-0. 988 5
0. 000 0
0. 988 5
-0. 992 3
0. 000 0
0. 992 3
-0. 992 3
0. 000 0
0. 992 3

-0. 502 6
-0. 502 6
0. 502 6
0. 502 6

SSGA
x1均值

0. 000 07
-0. 000 02
-0. 000 51

/
0. 988 32
/
/

-0. 988 49
/

19. 02
-0. 508 49
0. 502 80
/

-0. 502 40
2. 81

x2均值

-0. 988 50
-0. 000 05
0. 988 27
/

-0. 001 08
/
/

-0. 000 29
/

-0. 513 03
-0. 502 20

/
0. 502 30

x1标准差

1. 40×10-3
7. 64×10-3
1. 59×10-3

/
2. 08×10-3

/
/

2. 87×10-4
/

2. 78×10-2
2. 90×10-3

/
2. 70×10-3

x2标准差

2. 26×10-4
7. 41×10-3
1. 48×10-3

/
2. 94×10-3

/
/

1. 05×10-3
/

3. 46×10-2
2. 70×10-3

/
2. 80×10-3

ISSGA
x1均值

-0. 000 11
0. 000 16
0. 000 42
0. 987 88
0. 987 60
0. 987 99
-0. 991 69
-0. 988 76
-0. 989 97

21. 58
-0. 500 1
0. 501 6
0. 500 4
-0. 501 9

4. 08

x2均值

-0. 988 46
-0. 000 66
0. 988 21
-0. 989 37
-0. 001 73
0. 989 95
-0. 990 34
-0. 002 61
0. 986 26

-0. 501 7
-0. 500 3
0. 499 4
0. 500 3

x1标准差

7. 39×10-4
3. 44×10-3
6. 54×10-4
2. 40×10-2

3. 77×10-4

3. 59×10-2
2. 44×10-2
3. 01×10-3
3. 66×10-2

1. 40×10-2
1. 10×10-2
1. 80×10-2
1. 90×10-2

x2标准差

3. 50×10-4
3. 43×10-3
2. 60×10-3
2. 11×10-2

2. 81×10-3

3. 42×10-2
2. 38×10-2
2. 18×10-3
3. 52×10-2

1. 40×10-2
1. 30×10-2
2. 00×10-2
1. 90×10-2

图5 混凝土箱梁立面图

Fig. 5 The elevation of the concrete box girder bridge

图6 桥梁横截面及测试截面车辆布置

Fig. 6 The cross section and the layout of test trucks
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座刚度的频率灵敏度均较低。相对来说，频率对

K1、K2更为敏感；位移对E1、K1、K2较敏感，对

其余参数均不敏感。因此，选定 E1、DEN、K1、
K2四个参数为修正参数；初始模型中修正参数的

取值为 3. 45×1010 Pa、2. 5×103 kg/m3、8×105 N/mm、
8×105 N/mm。在修正过程中，各参数的上下限为

其初始值的 ±30%。利用前 4阶频率和 4个测点的

位移，构建如下的目标函数：

F = (∑i = 14 ( )f ti - f ai
f ti

2
+∑

j = 1

4 ( d tj - dajd tj )
2)
1/2

（10）
式中，f、d表示频率和位移，上标 a、t分别表示计

算值和试验值；i、j表示频率和位移的阶次或测点

位置。为了提高计算效率，目标函数中的频率和

位移计算值由代理模型预测；本文采用多项式响

应面作为有限元模型的代理模型，构件响应面的

过程主要包括：通过中心复合设计和有限元计算

获得修正参数和结构响应的样本、利用F检验测试

多项式的交叉项和二次项的显著性、最后利用二

阶多项式拟合并进行精度测试。由于多项式响应

面用于桥梁模型修正已经有较多工程案例［16］，其

理论基础较为成熟，此处不再介绍多项式响应的

具体建立过程；仅以一阶频率为例，简要介绍其

多项式响应面函数和精度评价指标。构建的一阶

频率响应面函数表达式为：
f1 = 3.575 4 + 1.067 0E1 - 1.549 2DEN

+0.005 5K1 + 0.003 9K2
-0.108 7E1 ⋅ DEN - 0.002 3E1 ⋅ K1
-0.038 1E12 + 0.237 5DEN2
+0.002K12 - 0.002K22 （11）

进一步比较式 （11） 预测值和有限元模型计

算值，可以计算出一阶频率响应面精度评价指标

R2为 0. 991；其余频率和位移响应面具有相同精度

水平，这表明构建响应面模型具有较高精度，可

以替代有限元模型预测频率和位移。

4. 3 算法参数选择

分别利用 SSGA 和 ISSGA 两种算法寻找式

（10）所示的目标函数在设计空间内的极小值。两

种算法的主要参数确定过程介绍如下：种群数量

取 1 000；最大迭代次数取 200；自变量个数为修

正参数的数量，取为 4；遗传算法交叉和变异概率

分别取 0. 9和 0. 1；上述各参数的取值方法与数值

函数相似。

可行解判定阈值 α取为 0. 98，这样可行解判

定的角度值为 11. 47°，能够避免因角度过大导致

的可行解遗漏。可行解的最优性判定阈值 β取为

1. 8；根据图 3所示的 β的物理意义可知，β为分析

者希望获取的目标函数最大值与目标函数最小值

的比值。对于实际工程的目标函数而言，分析者

并不知道其在设计空间的极值分布情况，一般可

采用标准遗传算法先独立运行 50次，分析 50次的

搜索结果对应的目标函数值，进而确定 β；对于式

（10）的目标函数，通过标准遗传算法 50次的独立

搜索可知，其最小值在 0. 14附近，搜索到的最大

值在 0. 25 附近，两者之比为 1. 786，因此取 β

表3 频率、位移的初始模型计算值和试验值对比

Table 3 The comparison between analytical and experimental
values of the frequencies and displacements

响应

f1/Hz
f2 /Hz
f3 /Hz
f4 /Hz
d1 /mm
d2 /mm
d3 /mm
d4 /mm

初始模型

3. 49
4. 33
5. 96
11. 39
-19. 0
-17. 8
-16. 0
-13. 7

试验值

4. 02
4. 89
6. 86
12. 34
-15. 3
-13. 9
-14. 2
-11. 9

相对误差/%
13. 2
11. 5
13. 2
7. 7

-23. 9
-28. 2
-12. 7
-15. 3

图7 修正参数灵敏度分析

Fig. 7 Sensitivity Analysis of Updating Parameters
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为1. 8。
搜索空间角点选择上，SSGA算法需确定一个

角点，取四个参数的下限值，即 （2. 415，1. 75，
5. 6，5. 6），四 个 参 数 的 单 位 分 别 为 1010 Pa、
103 kg/m3、105 N/mm、105 N/mm；ISSGA算法需确

定两个角点，除了上述角点外，另一角点将四个

参数分成两组，前两个取下限值，后两个取上限

值 ， 即 另 一 个 角 点 为 （2. 415， 1. 75， 10. 4，
10. 4）。与二维的数值函数类比可知，对于多维问

题，将修正参数分成两组，即可按照同样的思路

确定搜索空间的角点；这种分组的方式在模型修

正多解问题中常常用到，如文献 ［12］ 在利用

ASCE benchmark作为算例时，同样将多个修正参

数分成两组，从而使多维问题转换为二维问题。

4. 4修正结果分析

采用上述参数，分别利用 SSGA 和 ISSGA 独

立运行 100 次，寻找目标函数在设计空间的极小

值。 表 4列出了两种算法优化结果的统计分析；

考虑到随机搜索算法每次搜索并不能收敛到完全

相同的解，在进行统计分析时，若两个极值点对

应的 4个修正参数之间相对差异不超过 5%，并且

目标函数值相对差异不超过 5%，则认为两个极值

点是同一个解，对其进行合并处理。分析表 4 的

数据可知： （1） 通过两种算法迭代计算，目标

函数值由修正前的 0. 479 6 （根据表 3 和公式

（10） 计算得到）降低至最小 0. 137 1，使得修正

后的模型计算值和试验值相对误差降低，其中 ISS⁃
GA识别的解 1即为全局最优解；（2） 在相同的参

数情况下，SSGA共寻找到 3个极小值，ISSGA寻

找到 5个极小值；对比两者的结果可知，SSGA遗

漏了目标函数在 0. 14~ 0. 17之间的解，这表明

ISSGA算法中引入的双角度算子能够避免解的遗

漏；（3） 相比支座刚度 （K1、K2），主梁弹性模

量和密度的标准差要更小，表明其稳定性更好；

这主要是由于支座刚度的频率和位移灵敏度更小，

其变化对频率和位移的影响更小；（4） 在平均单

次运行时间上，ISSGA算法由于引入了双角度算

子，运行时间略长，这主要是由于用于算法的时

间远小于目标函数的计算时间，即 ISSGA 并未显

著降低计算效率。综上所述，相比 SSGA 算法，

ISSGA算法能保证相似的计算效率，并为分析者提

供更多有意义的解，这提高了获得模型修正合理

解的可能性。

进一步考查表4中的修正参数修正前后的变化

情况，箱梁弹性模量（E1）相对其初始值有比较大

幅度的提升，变化范围在 18. 9% ~ 30% 之间，表明

初始模型对实际结构的刚度模拟过低，这主要是由

于初始模型中未考虑桥面板对结构刚度的贡献。

此外，靠近支座附近箱梁截面增大的部分也未在 初

始模型中考虑；箱梁混凝土的密度既有提升的也有

降低的，各个解的变化范围在-6. 8% ~ 10. 7%之间，

对于修正后密度提升的解，主要是由于初始模型中

未考虑桥面铺装的质量；而对于密度降低的解，主

要是由于初始模型结构刚度过低，导致频率偏低，

优化过程设置了弹性模量的上限值，因此只有通

过降低密度来提高频率值，因此这些解对刚度的

贡献约为 16. 7%；ISSGA解 3中，箱梁弹性模量在

修正后提升为 18. 9%，与 16. 7%最为接近，因此，

ISSGA的解3被选定为最终的解。

表 5列出了频率和位移在修正前后的值和初始

表4 两种算法100次独立运行搜索到的解的统计结果

Table 4 The statistical results obtained from 100 independent runs of the two algorithms

算法

SSGA

ISS⁃
GA

E1 /（1010 Pa）

均值

4. 485
4. 485
4. 151
4. 485
4. 485
4. 102
4. 386
4. 347

标准差

2. 12×10-2
2. 28×10-2
3. 15×10-2
2. 96×10-2
1. 85×10-2
3. 46×10-2
4. 23×10-2
2. 37×10-2

DEN /（103 kg/m3）

均值

2. 768
2. 713
2. 284
2. 752
2. 689
2. 632
2. 331
2. 322

标准差

1. 36×10-2
1. 12×10-2
2. 55×10-2
1. 74×10-2
3. 10×10-2
1. 64×10-2
4. 39×10-2
5. 13×10-2

K1 /（105 N/mm）

均值

6. 810
6. 217
6. 312
7. 537
7. 960
6. 028
7. 305
6. 864

标准差

1. 48×10-1
9. 60×10-2
1. 16×10-1
8. 62×10-2
7. 65×10-2
1. 09×10-1
9. 31×10-2
1. 48×10-1

K2 /（105 N/mm）

均值

8. 901
6. 845
7. 053
8. 841
7. 063
5. 970
8. 404
5. 638

标准差

9. 80×10-2
1. 69×10-1
1. 26×10-1
1. 16×10-1
8. 92×10-2
7. 93×10-2
1. 09×10-1
1. 37×10-1

目标函

数值

0. 137 5
0. 142 9
0. 173 0
0. 137 1
0. 142 6
0. 160 0
0. 163 8
0. 175 5

平均

单次

运行

时间/s

317. 34

332. 93
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模型值，其中修正后的计算值由 ISSGA解 3对应的

模型计算得到；经过修正，频率相对误差控制在

5%以内，位移相对误差控制在 10%以内，表明修

正后的模型相比初始模型能够更好的代表实际结

构。由于频率识别算法较为成熟，因此取 5%为可

接受的相对误差上限；考虑到位移现场测试环境，

取 10%为可接受的相对误差上限；上述关于频率

和位移的相对误差范围在文献［18-19］亦有类似

表述。
表5 模型修正前后频率和位移值的对比

Table 5 The comparison of frequency and displacement before
and after model updating

结构

响应

f1 /Hz
f2 /Hz
f3 /Hz
f4 /Hz
d1 /mm
d2 /mm
d3 /mm
d4 /mm

初始

模型

3.49
4.33
5.96
11.39
-19.0
-17.8
-16.0
-13.7

试验值

4.02
4.89
6.86
12.34
-15.3
-13.9
-14.2
-11.9

修正后

3.84
4.72
6.56
12.48
-15.2
-14.3
-12.8
-10.9

相对误差/%
修正前

13.2
11.5
13.2
7.7

-23.9
-28.2
-12.7
-15.3

修正后

4.5
3.5
4.4
-1.1
0.5
-2.9
9.8
8.4

针对上述结果分析，需要说明的是：（1） 各

个修正参数的修正变化幅度反映的是结构整体刚

度、质量分布的等效变化情况，并非指各参数的

真实变化情况，例如箱梁弹性模量修正后的值提

升了 18. 9% ~ 30%，仅仅表明初始模型的刚度被低

估，修正后的参数可以理解为等效弹性模量，而

并非指混凝土的弹性模量发生了变化；（2） 论文

通过改进 SSGA算法，能够同时获得模型修正多个

具有不同意义的解，避免局部最优解的遗漏，以

供分析者根据实际情况和工程经验进行选择。最

终选择哪一个解作为模型修正的最终解，一般可

以按照如下原则评估多解：（1） 优先选择全局最

优解作为最终解；（2） 在有检测数据支撑时，评

估局部最优解修正参数对应的物理意义，结合实

际工程选择局部最优解作为最终解；（3） 根据后

续分析目的选择最终解。例如利用修正后的模型

进行动力分析时，可以选择频率更为接近的局部

最优解作为最终解。

5 结 论

论文提出了一种改进的稳态遗传算法用于结

构有限元模型修正多解识别，采用双角度算子来

寻找可行解，有效地避免了可行解的遗漏现象。

通过测试函数及混凝土小箱梁桥的模型修正，论

述了算法的原理、参数的确定原则，并验证了 ISS⁃
GA算法相比SSGA算法的优势。结论如下：

（1） ISSGA算法利用双角度算子来判定可行

解，可同时识别目标函数在设计空间内的多个解，

避免了解的遗漏现象；

（2） 测试函数表明：相比于 SSGA，ISSGA识

别解的精度、稳定性和计算效率与 SSGA相近，但

ISSGA可成功识别全部 9个解，而 SSGA只能识别 5
个解，体现了双角度算子的优势；

（3） 混凝土箱梁的模型修正表明：对实际工

程，可以通过将修正参数分组的方式形成搜索空

间，角点确定的原则以分组后的修正参数上下界

为依据；ISSGA算法各参数取值方式与数值模拟近

似；所提算法能同时获取模型修正的多个解，为

最终确定一个合理的模型修正结果提供了可能。
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