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一种基于稀疏正则化的地下水点污染源识别法*

杨方浩，吕中荣，汪利
（中山大学航空航天学院，广东 广州 510006）

摘 要：提出了一种基于稀疏正则化的方法识别地下水点污染源。首先，对地下水一维对流‒弥散方程时域有

限元格式进行拉普拉斯变换得到频域方程，然后建立以 l1范数项为约束的地下水点污染源识别问题的目标函数，

从而克服空间分布稀疏的点污染源识别问题的不适定性；接着，利用交替优化法进行迭代求解。研究结果表明，

所提方法能在噪声条件下有效识别地下水点污染源的位置和强度变化。
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An identification method for groundwater point pollution source
identification based on sparse regularization

YANG Fanghao，LV Zhongrong，WANG Li

（School of Aeronautics and Astronautics，Sun Yat-sen University，Guangzhou 510006，China）

Abstract：This paper proposes a method based on sparse regularization to identify groundwater point pol⁃
lution sources. Firstly，the time domain finite element discretized equation of groundwater one-dimen⁃
sional convection-diffusion equation is used to obtain the frequency domain equation by Laplace trans⁃
form，and then the objective function of the groundwater point pollution source identification problem
constrained by the l1 norm term is established，thus overcoming the ill-posed problem of the point source
identification due to sparse spatial distribution. The identification equation is then solved iteratively us⁃
ing the alternating optimization method. The research results show that the proposed method can effec⁃
tively identify the position and intensity changes of groundwater pollution sources under noise conditions.
Key words：convection-dispersion；sparse regularization；pollution source identification；alternating op⁃
timization method；regularization parameter

地下水是我国甚至全球重要的淡水资源之一，约占我国水资源总量的 30%。而在我国部分城市，地

下水几乎是唯一的供水水源［1］。由此可见，地下水资源具有一定的珍贵性。但是，我国地下水污染问题

仍然相当严峻。并且，由于地下水具有隐蔽性和复杂性等特性，地下水污染的预防与治理工作十分困难。

因此，通过已知的水文地质参数和监测点浓度数据，反求污染源位置及释放历史等信息具有十分重要的

研究意义和实际价值。

地下水污染源识别属于典型的源项识别反问题，目的在于反演地下水污染源的位置及释放历史信息。

然而，对于大多数反问题，往往是不适定的，即无法直接求解［2］。目前已有大量的研究通过正则化方法
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将地下水污染源识别问题转变为适定问题进行求解。Skaggs等［3］将 Tikhonov正则化应用于地下水一维均

匀流模型反问题中，在已知单个污染源的位置的情况下，反演得到污染源释放历史，进而得到污染物的

时空分布。Li等［4］在 Tikhonov正则化的基础上，提出了一种新的梯度正则化算法用于求解地下水一维均

匀流的源项反演问题，有效地识别出线污染源的空间强度变化。Huang等［5］通过共轭梯度法反演地下水

二维均匀流模型中的线污染源空间变化强度。而邢利英等［6］通过改进的共轭梯度法重构地下水一维均匀

流的线污染源空间释放函数。Onyari等［7］对二维各向异性地下水含水层中的污染物运输反问题，通过格

林函数法离散、奇异值分解及 Tikhonov正则化的最小二乘法等进行求解，重构了一维已知位点的污染源

随时间变化的释放函数以及二维线污染源的空间变化强度，从而得到污染物的时空分布。Mazaheri等［8］

则是将格林函数法应用于一维对流-弥散方程，从而得到积分方程，并通过Tikhonov正则化进行求解，以

此准确地识别河流中的点污染源。Wang等［9］提出了一种基于有限元方法求解序列适定正问题的非迭代正

则化优化算法，重构了地下水一维均匀流模型反问题中线污染源释放函数的空间变化。

综上可知，以上研究大多采用正则化方法对地下水非点污染源和已知点源位置情况下点源源强进行

反演识别，也就是说目前采用正则化方法对地下水点污染源的空间位置识别研究较少。而已有研究是将

稀疏正则化理论应用于空气污染源定位［10-11］、热源定位［12］以及声源定位［13］等领域。对此，本文将设计

一种方法来识别地下水点污染源的位置及源强变化，即对反问题的目标函数引入 l1范数项加以约束，然后

利用交替优化算法分别迭代求解浓度场和源强。

1 地下水污染源反演模型

1. 1 地下水污染物运移控制方程

假定承压含水层地下水的流动方向为 x方向，且污染物为保守性污染物，初始浓度场为 0，故采用不

考虑吸附及化学反应的一维对流-弥散方程，为：
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∂C ( )x，t
∂t = ∇ ( )αL vx∇C ( )x，t - ∇ ( )vxC ( )x，t + I，t ∈ [ ]0，T ，x ∈ [ ]0，L

C ( )0，t = 0， t ∈ [ ]0，T
C ( )L，t = 0， t ∈ [ ]0，T
C ( )x，0 = 0， x ∈ [ ]0，L

（1）

式中，T表示计算区域内的时间范围，L表示计算区域内的空间范围，C (x，t)表示污染物浓度，vx为沿 x方

向的地下水渗流速度，αL为纵向弥散度即沿 x方向的弥散度，I表示源汇项。这里仅考虑点污染源，故有：

I =∑
i = 1

N

δ (x - xp) fp ( )t （2）
式中，fp (t)表示第 p个点污染源随时间变化的释放函数，即源强；δ为Dirac delta函数，即有：

δ (x - xp) = {1， x = xp，
0， x ≠ xp. （3）

然后通过Galerkin有限元方法［14］，即设试函数 C
˜
(x，t) =∑

i = 1

n

Ci (t)ϕi ( )x 为式（1）的近似解，将其代入

式（1）中的边界条件，并与基函数ϕj (x)点乘后加权积分，最终将式（1）改写为

A{C (t)} + E{dC ( )tdt } = {F (t)} （4）
其中，
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Aji =∑
e
∫αL vx ∂ϕi

∂x
∂ϕj

∂x dx
Eji =∑

e
∫ϕi ⋅ ϕjdx

Fj =∑
e

I ⋅ ϕjdx
（5）
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这里，e为有限元法划分的单元，n为空间节点数，A与E皆为 n阶方阵，{C (t)}为 t时刻 n维浓度列向

量，{dC ( )tdt }为 t时刻浓度对时间导数的n维列向量，{F (t)}为 t时刻n维污染源列向量。

1. 2 加稀疏约束的目标函数

对式（4）而言，由于{dC ( )tdt }时间偏导项的存在，难以通过已知信息A与E方阵，以及 t时刻m个节

点的测量浓度 Ĉm (t)，反演得到{F (t)}。因此，需将式（4）经拉普拉斯变换为

(sE + A) C͂ (s) = F͂ (s) （6）
式中，C͂ (s) = ∫0∞{C (t)}e-stdt，F͂ (s) = ∫0∞{F (t)}e-stdt，且有 ∫0∞{dC ( )tdt }e-stdt = sC͂ (s) - {C (0)}。又由初始条件

可知，{C (0)} = 0，所以 ∫0∞{dC ( )tdt }e-stdt = sC͂ (s)。其中，拉普拉斯值 s有 0 < s1 < s2 < ⋯ < sr。这样就可以

得到式（6）的目标函数为

J ({C͂ (si)}r
i = 1

，{F͂ (si)}r
i = 1) =∑i = 1

r

 F͂ ( )si - ( )siE + A C͂ ( )si
2

s.t. C͂m ( )si = C͂̂m ( )si ， i = 1，2，⋯，r （7）
其中，C͂̂m ( )si 是 Ĉm (t)经拉普拉斯变换后的形式，而 C͂m ( )si 是这m个节点的真实浓度Cm (t)的拉普拉斯变换

形式。若无测量噪声，即严格满足式（7）中的约束条件 C͂m ( )si = C͂̂m ( )si 。
但是，式（7）所表示的目标函数仍是不适定的，通常需要添加约束作为罚项，且由于点污染源具有

稀疏性，故选取 lq范数项 (0 < q ≤ 1)即稀疏正则化项为约束。而当 q = 1时， F͂ ( )si
q

q
为凸函数，可降低求

解难度［15］。故本文取 l1范数项为约束项以建立加稀疏约束的目标函数：

Jμ ({C͂ ( )si }r
i = 1

，{F͂ ( )si }r
i = 1) =∑i = 1

r

 F͂ ( )si - ( )siE + A C͂ ( )si
2 + μ∑

i = 1

r

 F͂ ( )si
1

1

s.t. C͂m ( )si = C͂̂m ( )si ， i = 1，2，⋯，r （8）
其中， ⋅ 1

1为 l1范数项，μ ≥ 0为正则化参数。

1. 3 交替优化法

交替优化法是一种获得含分离变量的目标函数最优解迭代方法［16］。但该方法不同于传统的增量迭代

方法，它通过对分离变量的目标函数依次交替最小化从而在每次迭代中找到解。因此，本文采用该方法

对相互分离的浓度{C͂ ( )si }r
i = 1

和源强{F͂ ( )si }r
i = 1

依次交替进行迭代求解。在此之前，需将源强初始化置 0，
即令 F͂ ( )si

( )0 = 0，然后将求解过程分为两步：浓度恢复步和源强更新步。

1. 3. 1 浓度恢复步 由测量浓度 C͂m ( )si = C͂̂m ( )si ，i = 1，2，⋯，r以及已知信息{F͂ ( )si
( )k - 1 } r

i = 1
，k = 1，2，⋯，r，

恢复完整的浓度场，即有：

{C͂ ( )si
( )k } r

i = 1
= arg min

C͂m ( )si = C͂̂m ( )si ，i = 1，2，⋯，r

Jμ ({C͂ ( )si }r
i = 1

，{F͂ ( )si
( )k - 1 } r

i = 1) （9）
其中，k为迭代步数；并且由 C͂m ( )si = C͂̂m ( )si ，i = 1，2，⋯，r可知，这里不考虑测量噪声。但是，测量噪声

是实际存在，因此需添加一个罚项以增加求解过程的抗噪性，即有：

{C͂ ( )si
( )k } r

i = 1
= arg min

C͂ ( )si
Jμ ({C͂ ( )si }r

i = 1
，{F͂ ( )si

( )k - 1 } r
i = 1) + β∑i = 1

r

gb


 


C͂m ( )si - C͂̂m ( )si
2

（10）
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其中，须先确定 Jμ ({C͂ (si)}ri = 1，{F͂ (si) ( )k - 1 } r
i = 1)的一般形式：

Jμ ({C͂ (si)}ri = 1，{F͂ (si) ( )k - 1 } r
i = 1) =∑i = 1

r { }C͂ ( )si
T
B ( )si C͂ ( )si - 2C͂ ( )si

T
D ( )si + c

=∑
i = 1

r
ì

í

î

ïï
ïï

ü

ý

þ

ïï
ïï( )C͂m ( )si

C͂u ( )si

T ( )Bm ( )si Bmu ( )si
( )Bmu ( )si

T

Bu ( )si ( )C͂m ( )si
C͂u ( )si

- 2 ( )C͂m ( )si
C͂u ( )si

T

( )Dm ( )si
Du ( )si

+ c

（11）
这里，
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c =∑
i = 1

r { }( )F͂ ( )si
( )k - 1 T

F͂ ( )si
( )k - 1 + μ∑

i = 1

r 





F͂ ( )si

( )k - 1 1

1

B ( )si = ( )Bm ( )si Bmu ( )si
( )Bmu ( )si

T
Bu ( )si

= ( )siE + A T ( )siE + A

D ( )si = ( )Dm ( )si
Du ( )si

= ( )siE + A T
F͂ ( )si

( )k - 1

（12）

式中，上标m表示测点，上标 u表示除测点外的其他节点，而上标mu则是两者耦合的部分。那么由公式

（11）与（12）可得：

C͂ (si)
( )k = ( )C͂m ( )si

( )k

C͂u ( )si
( )k
= ( )Bm ( )si + βgb Im Bmu ( )si

( )Bmu ( )si
T

Bu ( )si

-1

( )Dm ( )si + βgbC͂̂m ( )si
Du ( )si

（13）

其中，Im为m阶单位矩阵；β为权重，由测量噪声决定其大小，即其值越大，噪声越小；gb =  Bm ( )si 2
主

要起防止条件数过大引起病态的作用。

1. 3. 2 源强更新步 由完整的浓度场{C͂ (si) ( )k } r
i = 1

识别污染源位置及强度，并对其迭代更新，则有：

{F͂ (si) ( )k } r
i = 1
= arg min

{ }F͂ ( )si
r

i = 1

Jμ ({C͂ (si) ( )k } r
i = 1

，{F͂ (si)}r
i = 1) （14）

其中，由式（8）可知

Jμ ({C͂ ( )si
( )k } r

i = 1
，{F͂ ( )si }r

i = 1)
=∑

i = 1

r 





F͂ ( )si - ( )siE + A C͂ ( )si

( )k 2 + μ∑
i = 1

r

 F͂ ( )si
1

1

=∑
i = 1

r

 F͂ ( )si - G ( )si
2 + μ∑

i = 1

r

 F͂ ( )si
1

1
=∑

i = 1

r∑
j = 1

n { }( )( )F͂ ( )si
j
- ( )G ( )si

j

2
+ μ |

|
||

|
|
|| ( )F͂ ( )si

j

（15）

这里，

(G (si))
j
= ((siE + A) C͂ ( )si

( )k )
j

（16）
其中，n为空间节点数，j表示矩阵或向量的第 j行。那么，由式（14）、（15）及（16），可得

(F͂ ( )si
( )k )

j

= arg min
( )F͂ ( )si

j

{((F͂ ( )si )
j
- (G (si))

j)
2
+ μ | (F͂ ( )si )

j |}
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( )G ( )si
j
- μ2， if 0 ≤ μ ≤ 2 ( )G ( )si

j
，

( )G ( )si
j
+ μ2， if 0 ≤ μ ≤ -2 ( )G ( )si

j
，

0 ， if μ ≥ 2 |
|
||

|
|
|| ( )G ( )si

j
.

（17）

其中，若μ = 0，则有(F͂ (si) ( )k )
j

= (G (si))
j
，并且这意味着无正则化约束目标函数。

1. 4 正则化参数选取

首先，定义一个与n个节点相对应的正则化参数阈值集合{μjcr，j = 1，2，⋯，n}，其中

μjcr =∑
i = 1

r

μijcr = 2∑
i = 1

r |
|
||

|
|
|| ( )G ( )si

j
（18）

由式（17）与（18）可知，当正则化参数 μ ≥ μjcr时，(F͂ ( )si
( )k )

j

= 0，即表示第 j个节点或相应单元内

没有污染源释放；反之，则可能存在污染源释放。 而且，μjcr越大，则其存在污染源的概率越高。因此，

需将该集合{μjcr，j = 1，2，⋯，n}按大小重新排序为{μ͂1cr ≥ μ͂2cr ≥ ⋯ ≥ μ͂ncr}。然后通过一个循环判断语句确定

正则化参数，算法如图 1。图 1中，pmax为点源可能存在的最大个数，则取 pmax ≥ p + 1，其中 p为实际存在

的点源个数；γ是一个比值，一般γ > 1，且 pmax较大时γ值较小，其作用为区分节点是否存在污染源。另

外，为了防止正则化参数μ的选取影响源强识别值，可对式（17）改写为

(F͂ ( )si
( )k )

j

= {( )G ( )si
j
，

0 ，

if
if

μ < μjcr，
μ ≥ μjcr. （19）

2 数值算例

本文研究一个一维的地下水污染源识别问题，如图 2所示。并令式（1）中，L = 100 m，T = 10 d，
vx = 1m d，αL = 10 m，然后设空间步长为 dx = 0.5m，时间步长为 dt = 0.01d，则将空间范围划分为 200
个单元，201个节点，并定义节点编号集合为{ni，i = 1，2，⋯，201}，其中 ni表示第 i个节点上；单元编号集

合为{ei，i = 1，2，⋯，200}，其中 ei则表示第 i个单元内。

同时，为验证所提稀疏正则化方法的适用性，设置表 1所示的几种工况，检验所提方法在以下工况的

图 1 正则化参数μ的选取

Fig. 1 Selection of regularization parameter μ
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识别效果，并设源强为 fp (t) = (cos t4 + 1) × 103 mg L，测点集合为m = {ni，i = 1，6，11，⋯，196，201}，定义

上文所提的 t时刻测量节点浓度为

Ĉm (tj) = Cm (tj) + σ ⋅ Rn ⋅ RMS ([Cm (t1)，Cm (t2)，⋯ ]) （20）
式中，Cm (tj)为上文所提的 t时刻真实节点浓度，可由式（4）求得；σ表示噪声水平；Rn为由标准正态分

布（即均值等于0，标准差等于1）求得的随机数；RMS表示均方根误差。

式（20）中，Rn是一个随机数，因此本文对识别过程进行 50次重复试验，取其均值与标准差为检验

标准，并设拉普拉斯值集合为{s}r
i = 1 = {1，2，⋯，20}，然后令 pmax = 6，γ = 2，β = 103。另外，如表 1所示

点源位置处于单元内，无法直接识别其位置，而是通过识别其单元的两个节点，并且每个节点的源强是

单元内点源的一半。例如，点源位置处于单元 e100内，其源强 fe100 (t) = (cos t4 + 1) × 103 mg L，则识别位置

为节点 n100和 n101，识别位置源强 fn100 (t) = fn101 (t) = 12 (cos t4 + 1) × 103 mg L，而识别源强结果则以其拉普

拉斯变换形式呈现，即 f ͂ (s) = ∫0∞ f (t) e-stdt。
如图 3- 8所示，本文所提基于稀疏正则化的识别方法对表 1中的四种工况均能有效识别其点源位置

及强度；而当无正则化约束目标函数时，则不能识别。当然，f ͂ ( )1 的识别结果较差，但在可接受范围内；

而当 s > 1时，f ͂ ( )s 的识别结果与真实值拟合良好。另外，在噪声水平为 5%时，f ͂ ( )1 的标准差较 f ͂ (s > 1)
的标准差大，但相对 f ͂ ( )1 自身来说其标准差很小。

3 结 语

针对地下水一维点污染源识别问题，本文提出了一种基于稀疏正则化的点源识别方法，从而为地下

图 2 一维地下水污染物运移示意图

Fig. 2 Schematic of a one-dimensional groundwater contaminant transport problem

表 1 一维点源识别的四种工况

Table 1 Four scenarios for one-dimensional point sources identification
工况

1
2
3
4

点源位置

e100
e100

e80，e120
e80，e120

识别位置

n100，n101
n100，n101

n80，n81，n120，n121
n80，n81，n120，n121

噪声水平 /%
0
5
0
5
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水污染的预防与治理工作提供一定的理论支持。首先，构造一维点污染源对流-弥散方程的时域有限元格

式，并进行拉普拉斯变化得到频域方程，接着建立以 l1范数项为约束的目标函数，从而克服污染源识别的

不适定性并兼顾点源的稀疏性，然后利用交替优化法在不同噪声水平下进行迭代求解，发现所提方法能

图 3 工况1的稀疏正则化识别结果

Fig. 3 Identified results for scenario 1 with sparse regularization

图 4 工况1的无正则化识别结果

Fig. 4 Identified results for scenario 1 without regularization

图 5 工况2的稀疏正则化识别结果

Fig. 5 Identified results for scenario 2 with sparse regularization
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图 6 工况3的稀疏正则化识别结果

Fig. 6 Identified results for scenario 2 with sparse regularization

图 7 工况3的无正则化识别结果

Fig. 7 Identified results for scenario 3 without regularization

图 8 工况4的稀疏正则化识别结果

Fig. 8 Identified results for scenario 4 with sparse regularization
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有效识别算例的点源位置及其强度变化，且其抗噪性较强，本论文方法可进一步推广应用到地下水二维

点污染源识别问题。
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