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一类带参数的四阶两点边值问题的多解性*
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摘 要：研究一类带参数的四阶两点边值问题

{u(4) ( t ) + βu″( t ) - αu ( t ) = f ( t，u ( t ) )， t ∈ (0，1)
u (0 ) = u (1) = u″(0 ) = u″(1)

这里参数 α，β ∈ R且 α ≥ - β24，β < 2π2， α
π4 +

β
π2 < 1。在非线性项 f满足一定的条件下，运用 Leggett-Williams不

动点定理，获得所讨论问题至少三个非负解的存在性结果。
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Existence and multiplicity of solutions for a class of fourth-order two-

point boundary value problems with parameters
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Abstract：A class of fourth-order two-point boundary value problems with parameters
{u(4) ( t ) + βu″( t ) - αu ( t ) = f ( t，u ( t ) )， t ∈ (0，1)
u (0 ) = u (1) = u″(0 ) = u″(1)

are studied，where the parameters α，β ∈ R and α ≥ - β24，β < 2π2， α
π4 +

β
π2 < 1. Under certain conditions of the

nonlinear term f， the existence of at least three non-negative solutions for the discussed problem are obtained by
using fixed point results of Leggett-Williams type.
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众所周知，四阶常微分方程边值问题在工程中有着重要应用，近年来取得了非常丰硕的成果［1-10］。许

多文章为研究此类问题介绍了基本方法［11-12］。2003年，李永祥［1］用不动点指数理论研究了带两个参数的

四阶边值问题

{u(4) ( t ) + βu″( t ) - αu ( t ) = f ( t，u )， t ∈ (0，1)
u (0 ) = u (1) = u″(0 ) = u″(1) （1）
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正解的存在性。其中参数 α，β ∈ R且 α ≥ - β24，β < 2π2， α
π4 +

β
π2 < 1，并且分非线性项 f为超线性与次线

性两种情况进行讨论，但并未谈及该问题多解的情况。2009年，文献 ［2］ 应用临界点理论和无限维

Morse理论，获得了问题（1）非平凡解的存在性。文献［3］研究了类似于问题（1）的离散四阶两点边

值问题，用单调算子理论与临界点理论获得了离散四阶边值问题非平凡解的存在性、多解性和不存在性。

2010年，马如云等［4］运用Krein-Rutman定理和全局分歧理论研究了问题（1）中α = β = 0且非线性项 f中

包含未知函数u以及二阶导数项情况下正解的存在性。2015年，文献［5］运用Krasnoselskii’s不动点定理

对问题（1）正解的存在性进行了讨论。但以上文献都未举出例子验证结论的有效性。最近，Cabada等［6］

在讨论一类 n阶边值问题时，作为特例讨论了问题（1）中方程在其它边值条件下至少三个非负解的存在

性，并且方程中参数α = β = 0，所采用的方法是Leggett-Williams型不动点定理。

受以上工作的启发，本文主要应用Leggett-Williams不动点定理来讨论问题（1）至少三个非负解的存

在性。并通过三个模型来验证所获得结果的有效性。

1 预备知识

考虑问题（1）对应的齐次问题

{u(4) ( t ) + βu″( t ) - αu ( t ) = 0， t ∈ (0，1)
u (0 ) = u (1) = u″(0 ) = u″(1) = 0

设 λi ( i = 1，2) 是 多 项 式 p (λ) = λ2 + βλ - α 的 根 ， 由 α，β 的 取 值 范 围 可 得 λ1 ≥ λ2 > -π2。 设

ωi = || λi ，Gi ( t，s) ( i = 1，2)是问题 -u″( t ) + λiu ( t ) = 0，t ∈ (0，1)，u (0 ) = u (1) = 0的Green函数。Gi ( t，s)的
三种情况详见文献［1］。

引理1[1 ] Gi ( t，s) ( i = 1，2)具有如下性质

（i） Gi ( t，s) > 0， t，s ∈ (0，1)；
（ii） k1i ( t )Gi ( s，s) ≤ Gi ( t，s) ≤ CiGi ( s，s)， t，s ∈ [ 0，1]，其中

k1i ( t ) = δiGi ( t，t )，Ci = sup
t，s ∈ (0，1)

Gi ( t，s)
Gi ( s，s)，δi = inf

t，s ∈ (0，1)
Gi ( t，s)

Gi ( t，t )Gi ( s，s)
设 I = [ 0，1]，I1 = [ a，b ]并且 I1 ⊂ I。令

ka ( t ) = k11 ( t )k12 ( t )，ϕ ( s，τ ) = G1 (τ，τ )G2 ( s，s)，K = C1C2 > 0，
m = min

t ∈ I1 ka ( t ) > 0，Ni = maxt ∈ I Gi ( t，t ) > 0，ni = mint ∈ I1 Gi ( t，t ) > 0
Banach空间B = C [ 0，1]以及范数 u = max

t ∈ [ 0，1] | u ( t ) |，锥

P ⊂ C+ [ 0，1]，P = {u ∈ C+ [ 0，1] |

|
|| u ( t ) ≥ ka ( t )

K
 u }

在问题（1）中，本文假设如下条件成立：

（（H）） 当 ( t，u ) ∈ I × R+时，非线性项 f ( t，u ( t ) ) ≥ 0并且连续。

显然，问题（1）的解为

u ( t ) = ∫01 ∫01G1 ( t，τ )G2 (τ，s) f ( s，u ( s) )dsdτ （2）
定义算子T：C+ [ 0，1] → C+ [ 0，1]，即

Tu ( t ) = ∫01 ∫01G1 ( t，τ )G2 (τ，s) f ( s，u ( s) )dsdτ
显然，T：P → P是全连续算子。

定义1 设P为实Banach空间B中的锥，且有

g：P → [ 0，+ ∞)， g ( tx + (1 - t ) y ) ≥ ( ≤ ) tg ( x ) + (1 - t )g ( y )
称g为P中的非负连续凹（凸）函数。
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设 β，γ，θ是锥P中的非负连续凸函数，α，ψ是锥P中的非负连续凹函数，d，p，q为非负实数，定义锥P

的子空间如下

P (γ，r ) = {u ∈ P | γ (u ) ≤ r}，
P (γ，α，p，r ) = {u ∈ P | p ≤ α (u )，γ (u ) ≤ r}，
Q (γ，β，d，r ) = {u ∈ P | β (u ) ≤ d，γ (u ) ≤ r}，

P (γ，θ，α，p，q，r ) = {u ∈ P | p ≤ α (u )，θ (u ) ≤ q，γ (u ) ≤ r}
本文主要结果证明过程中所用工具为文献［6］中的定理2. 5。

2 主要结论及证明

定理1 设存在正数 p，q，r满足不等式0 < p < q < K
m
q ≤ r。设非线性项 f满足下列条件

（Ⅰ） f ( t，u ) ≤ r

C1C2 ∫01 ∫01ϕ ( s，τ ) dsdτ，当 t ∈ [ 0，1]，u ∈ [ 0，r ]；

（Ⅱ） f ( t，u ) < p

C1C2 ∫01 ∫01ϕ ( s，τ ) dsdτ，当 t ∈ [ 0，1]，u ∈ [ 0，p ]；

（Ⅲ） f ( t，u ) ≥ u

δ1 δ2n1n2 ∫
a

b ∫
a

b

ϕ ( s，τ ) dsdτ
，当 t ∈ [ a，b ]，u ∈ é

ë
êq，

K
m
qù
û
ú；且u = q时不等式严格成立。

则算子T至少存在三个不动点u1，u2，u3 ∈ {u ∈ P |  u ≤ r}满足下列不等式

max
t ∈ I1 u1 ( t ) < p，q < min

t ∈ I1 u2 ( t )，p < max
t ∈ I1 u3 ( t )，mint ∈ I1 u3 ( t ) < q

证明 此证明过程主要基于文献［6］中定理2. 5。令

α (u )：= min
t ∈ I1 u ( t )，θ (u )：= max

t ∈ I1 u ( t )， γ (u )：=  u ， ψ (u ) = α (u )， β (u ) = θ (u )
显然，α，ψ是锥P中的非负凹函数，β，θ，γ是锥P中非负凸函数。又有T：P → P是全连续算子。现在验证

T (- -- -- -----P (γ，r )) ⊂ - -- -- -----P (γ，r )。设u ∈ - -- -- -----P (γ，r )，即 u ≤ r，由条件（I）可得

 Tu = max
t ∈ I ∫01 ∫01G1 ( t，τ )G2 (τ，s) f ( s，u ( s) )dsdτ

≤ max
t ∈ I ∫01 ∫01C1C2ϕ ( s，τ ) f ( s，u ( s) )dsdτ

≤ C1C2 ∫01 ∫01ϕ ( s，τ ) r

C1C2 ∫01 ∫01ϕ ( s，τ )dsdτ dsdτ = r
故T (- -- -- -----P (γ，r )) ⊂ - -- -- -----P (γ，r )。显然，对u ∈ - -- -- -----P (γ，r )，有α (u ) ≤ β (u ) = θ (u )，γ (u ) =  u 。

设uq ( t ) = Km q，则有uq ( t ) ∈ { u ∈ P |

|
||( )γ，θ，α，q，

K
m
q，r α (u ) > q}，即

uq ( t ) ∈ { u ( t ) ∈ P |
|
|| q < min

t ∈ I1 u ( t )，max
t ∈ I1 u ( t ) ≤

K
m
q， u ≤ r} ≠ ∅

对u ∈ P ( )γ，θ，α，q，
K
m
q，r ，由条件（Ⅲ）可得

α (Tu ) = min
t ∈ I1 ∫01 ∫01G1 ( t，τ )G2 (τ，s) f ( s，u ( s) )dsdτ

≥ min
t ∈ I1 ∫01 ∫01k11 ( t ) k12 (τ )ϕ ( s，τ ) f ( s，u ( s) )dsdτ

≥ δ1 δ2n1n2 ∫
a

b ∫
a

b

ϕ ( s，τ ) u ( s)
δ1 δ2n1n2 ∫

a

b ∫
a

b

ϕ ( s，τ )dsdτ
dsdτ

（3）
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假设存在 s1 ∈ I1使得 u ( s1 ) > q，则必定存在 I1的非平凡子区间 I0 ⊂ I1，当 s ∈ I0时，有 u ( s) > q。于是

可以推出α (Tu ) > q。设对任意 s ∈ I1，有u ( s) = q，由条件（I）和（3）式可得

α (Tu ) ≥ δ1 δ2n1n2 ∫
a

b ∫
a

b

ϕ ( s，τ ) f ( s，q )dsdτ
> δ1 δ2n1n2 ∫

a

b ∫
a

b

ϕ ( s，τ ) q

δ1 δ2n1n2 ∫
a

b ∫
a

b

ϕ ( s，τ ) dsdτ
dsdτ = q

满足文献［6］中定理2. 5的条件（a）。下面验证文献［6］中定理2. 5的条件（b）。

设up ( t ) = mK p，则有up ( t ) ∈ { u ∈ P |

|
||( )γ，β，ψ，

m
K
p，p，r β (u ) < p}，即

up ( t ) ∈ { u ( t ) ∈ P |
|
||
m
K
p < min

t ∈ I1 u ( t )，max
t ∈ I1 u ( t ) < p， u ≤ r} ≠ ∅

对u ∈ P ( )γ，β，ψ，
m
K
p，p，r ，由条件（II）可得

β (Tu ) = max
t ∈ I1 ∫01 ∫01G1 ( t，τ )G2 (τ，s) f ( s，u ( s) )dsdτ

≤ max
t ∈ I1 ∫01 ∫01C1C2ϕ ( s，τ ) f ( s，u ( s) )dsdτ

≤ C1C2 ∫01 ∫01ϕ ( s，τ ) p

C1C2 ∫01 ∫01ϕ ( s，τ ) dsdτ dsdτ = p
满足文献［6］中定理2. 5的条件（b）。下面验证文献［6］中定理2. 5的条件（c）。

设C0 = ∫01G1 (τ，τ )G2 (τ，τ ) > 0，σ = δ1 δ2C0n1
C1C2N1

> 0。当u ∈ P (γ，α，σq，r )，θ (Tu ) > q，有

σq < σθ (Tu ) ≤ σ max
t ∈ I1 ∫01 ∫01C1G1 (τ，τ )C2G2 ( s，s) f ( s，u ( s) )dsdτ

≤ δ1 δ2C0n1
C1C2N1

∫01C1C2N1G2 ( s，s) f ( s，u ( s) )ds
= min

t ∈ I1 ∫01 ∫01 δ1G1 ( t，t )G1 (τ，τ ) δ2G2 (τ，τ )G2 ( s，s) f ( s，u ( s) )dsdτ
≤ min

t ∈ I1 ∫01 ∫01G1 ( t，τ )G2 (τ，s) f ( s，u ( s) )dsdτ = α (Tu )
满足文献［6］中定理2. 5的条件（c）。下面验证文献［6］中定理2. 5的条件（d）。

对u ∈ Q (γ，β，p，r )，ψ (Tu ) < σp，可得

β (Tu ) ≤ max
t ∈ I1 ∫01 ∫01C1G1 (τ，τ )C2G2 ( s，s) f ( s，u ( s) )dsdτ

≤ C1C2N1 ∫01G2 ( s，s) f ( s，u ( s) ) ds
= C1C2N1
δ1 δ2C0n1

∫01 δ1 δ2n1C0G2 ( s，s) f ( s，u ( s) ) ds
≤ 1
σ
min
t ∈ I1 ∫01 ∫01 δ1G1 ( t，t )G1 (τ，τ ) δ2G2 (τ，τ )G2 ( s，s) f ( s，u ( s) )dsdτ

≤ 1
σ
min
t ∈ I1 ∫01 ∫01G1 ( t，τ )G2 (τ，s) f ( s，u ( s) )dsdτ = 1σ ψ (Tu ) < 1σ σp = p

即对u ∈ Q (γ，β，p，r )，ψ (Tu ) < σp，有β (Tu ) < p。满足文献［6］中定理2. 5的条件（d）。

由文献［6］中定理2. 5知，积分算子T在锥中至少有三个不动点u1，u2，u3满足

p > β (u1 ) = maxt ∈ I1 u1 ( t )， q < α (u2 ) = mint ∈ I1 u2 ( t )，
p < β (u3 ) = maxt ∈ I1 u3 ( t )， q < α (u3 ) = mint ∈ I1 u3 ( t )
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从而问题（1）至少有三个非负解，证毕。

值得注意的是，当非线性项 f ( t，u ( t ) ) = 0时，由（2）式可得定理1中的三个解中有一个为零解。

3 主要应用

当α，β的取值范围不同时，边值问题（1）对应的 Green函数有三种情况，在文献［1］中已有详细说

明。取 I1 = é
ë
ê
1
3，
2
3
ù
û
ú。首先研究下列问题

{ u(4) ( t ) = f ( t，u )， t ∈ (0，1)
u (0 ) = u (1) = u″(0 ) = u″(1) = 0 （4）

显然α = β = 0，λ i = 0，由文献［1］可知Ci = δi = 1，计算可得

m = 4
81， K = C1C2 = 1， n1 = 29， n2 = 29， N1 = 14

特别地，取非线性项 f为

f ( t，u ) =

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

(2 + 3t )u2， u ≤ 12，

( )u - 12 u4 + (2 + 3t )u2， 1
2 < u < 17，

2 757 349
2 + 867t， u ≥ 17

取 p = 12，q = 17，r = 38 321，则有

（i） 当 t ∈ [ 0，1 ]，u ∈ [ 0，38 321 ]，于是 f ( t，u ) ≤ 2 757 3492 + 867 < 36 × 38 321 = 1379 556；
（ii） 当 t ∈ [ 0，1 ]，u ∈ é

ë
ê0，12

ù
û
ú，有 f ( t，u ) = (2 + 3t )u2 ≤ 54 < 36 ×

1
2 = 18；

（iii） 当 t ∈ é
ë
ê
1
3，
2
3
ù
û
ú，u ∈ é

ë
ê17，13774

ù
û
ú，有 f ( t，u ) =

2 757 349
2 + 867t

u
⋅ u ≥ 16 547 5624 131 ⋅ u > 531441169 u。

非 线 性 项 f 满 足 定 理 1 中 的 条 件 ， 故 边 值 问 题 （4） 至 少 存 在 三 个 非 负 解

u1，u2，u3 ∈ {u ∈ P |  u ≤ 38 321}满足下列不等式

max
t ∈ é

ë
ê

ù
û
ú

1
3，
2
3
u1 ( t ) < 12， min

t ∈ é
ë
ê

ù
û
ú

1
3，
2
3
u2 ( t ) > 17， 1

2 < max
t ∈ é

ë
ê

ù
û
ú

1
3，
2
3
u3 ( t )， min

t ∈ é
ë
ê

ù
û
ú

1
3，
2
3
u3 ( t ) < 17

当α = -2，β = 3时，有λ1 = -1，λ2 = -2，ω1 = 1，ω2 = 2，则（1）变为如下问题

{u(4) ( t ) + 3u″( t ) + 2u ( t ) = f ( t，u )， t ∈ (0，1)，
u (0 ) = u (1) = u″(0 ) = u″(1) = 0 （5）

显然，-π2 < λi < 0 ( i = 1，2)，由文献［1］可知Ci = 1
sin ωi

，δi = ωi ( i = 1，2)，故而有

m = 17
190，K = 17001413，n1 = 69

341 ⋅ sin1，n2 = 326
887 ⋅ 2 ⋅ sin 2，N1 = 365

1588 ⋅ sin 1
特别地，考虑下列非线性项

f ( t，u ) =
ì

í

î

ï
ï
ï
ï

1094 ( )33
28 t +

23
28 u3， u ≤ 15

3692 250 ( )33
28 t +

23
28 ， u > 15

取 p = 1
10，q = 1，r = 308 730，则有
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（iv） 当 t ∈ [ 0，1 ]，u ∈ [ 0，308 730 ]，有 f ( t，u ) ≤ 7 384 500 < 12 103506 × 308 730 = 1868 279 595253 ；

（v） 当 t ∈ [ 0，1 ]，u ∈ é
ë
ê0，110

ù
û
ú，有 f ( t，u ) = 1094 ( 3328 t + 2328 )u3 ≤ 547250 < 12 1035 060 ；

（vi） 当 t ∈ é
ë
ê
1
3，
2
3
ù
û
ú，u ∈ é

ë
ê1，3 523262

ù
û
ú，有 f ( t，u ) = 1094 ( 3328 t + 2328 )u3 ≥ 9 2997 u > 38 49429 u。

即非线性项 f满足定理 1中条件，故边值问题（5）至少存在三个非负解 u1，u2，u3 ∈ {u ∈ P |  u ≤ 308 730}
满足下列不等式

max
t ∈ é

ë
ê

ù
û
ú

1
3，
2
3
u1 ( t ) < 1

10， min
t ∈ é

ë
ê

ù
û
ú

1
3，
2
3
u2 ( t ) > 1， max

t ∈ é
ë
ê

ù
û
ú

1
3，
2
3
u3 ( t ) > 1

10， min
t ∈ é

ë
ê

ù
û
ú

1
3，
2
3
u3 ( t ) < 1

当α = -2，β = -3时，有λ1 = 1，λ2 = 2，ω1 = 1，ω2 = 2，则问题（1）变为如下问题

{u(4) ( t ) - 3u″( t ) + 2u ( t ) = f ( t，u ( t ) )， t ∈ (0，1)
u (0 ) = u (1) = u″(0 ) = u″(1) = 0 （6）

显然λi > 0 ( i = 1，2)，由文献［1］可知Ci = 1，δi = ωi

sinh ωi

( i = 1，2)。故而有

m = 187
7 457，K = 1，n1 =

1946
7 991 ⋅ sinh1，n2 =

671
1260 ⋅ 2 ⋅ sinh 2，N1 = 104

383 ⋅ sinh1
设非线性项 f如下

f ( t，u ) = {( )213t + 412 u3， u ≤ 170
4 913 000 ( )213t + 412 ， u > 170

取 p = 15，q = 4，r = 71120 000，则有

（vii）当t ∈ [ 0，1 ]，u ∈ [ 0，71120 000 ]，有f ( t，u ) ≤ 3 070 625 000 < 341179 × 71120 000 =242 590 320 00079 ；

（viii） 当 t ∈ [ 0，1 ]，u ∈ é
ë
ê0，15

ù
û
ú，有 f ( t，u ) = (213t + 412)u3 ≤ 5 < 3 41179 × 15 =

3411
395 ；

（ix） 当 t ∈ é
ë
ê
1
3，
2
3
ù
û
ú，u ∈ é

ë
ê4，29 816187

ù
û
ú，有 f ( t，u ) = (213t + 412)u3 ≥ 7 728u > 92 60512 u。

即 f满足定理1中条件，故问题（6）至少存在三个非负解u1，u2，u3 ∈ {u ∈ P |  u ≤ 71120 000}，且满足

max
t ∈ é

ë
ê

ù
û
ú

1
3，
2
3
u1 ( t ) < 15， min

t ∈ é
ë
ê

ù
û
ú

1
3，
2
3
u2 ( t ) > 4， max

t ∈ é
ë
ê

ù
û
ú

1
3，
2
3
u3 ( t ) > 15， min

t ∈ é
ë
ê

ù
û
ú

1
3，
2
3
u3 ( t ) < 4
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第五届广东省期刊优秀作品奖
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版式、封面和摄影美术作品3461件参选，最终评出了一批具有较好社会效益、较高科学价值的作品。
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