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摘 要：提出了一种改进变可信度代理模型—ICoKriging模型。在CoKriging模型的基础上将CoKriging模型中的

高精度样本与低精度样本扩展至高中低三种精度不同的样本，经数值算例及超声速减阻问题验证，该方法比较

于Kriging模型和CoKriging模型精度更高，更易于全局寻优。
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An improved CoKriging modeling method and its application

ZHANG Xi，YANG Xixiang，ZHANG Weihua，WU Zeping，ZHAO Hailong，WANG Pengyu

Colloge of Aerospace Science and Engineering，National University of Defense Technology，
Changsha 410073，China

Abstract：An new improved variable-fidelity surrogate model（ICokriging model）was proposed. Based
on the CoKriging model，we extended two different samples of the high-precision and low-precision of the
CoKriging model to three different samples with high-precision，medium-precision and low-precision in
the ICoKriging model. This new proposed model has higher accuracy and it is easier to find global optimi⁃
zation compared with the Kriging model and the CoKriging model，which was verified by numerical exam⁃
ples and a supersonic drag reduction problem.
Key words：CoKriging model；ICoKriging model；drag reduction

代理模型在空间科学、结构分析、多学科设计优化等诸多工程优化问题中扮演着越来越重要的作用。

计算流体力学建模中耗时持久的计算可用代理模型替代，显著提高计算效率。此外，代理模型可集成全

局寻优、数值噪声过滤、并行设计优化和数值仿真于一体，提高工程设计效率【1-8】。代理模型又称为响应

面模型、近似模型、元模型等。在诸多代理模型中，Kriging模型因在分析和预测多维、高度非线性问题

时显示出了优良的准确性而受到越来越多学者的青睐【9-12】。基于 Kriging模型的改进模型也越来越多，

CoKriging模型【13-19】、梯度增强GEKriging模型等【20-23】。在提高代理模型建模效率方面，CoKriging模型结合

不同精度的样本数据提供了一种非常有吸引力的选择。本文对CoKriging模型进一步改进构建了 ICoKriging
模型（improved CoKriging），并通过数值试验和超声速优化问题检验该模型的有效性。

1 改进CoKriging模型

1. 1 模型描述及基本假设

对一个m维优化问题，CoKriging模型是仅设计高可信度和低可信度抽样。这里，对此设计进行改进，
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在设计空间同时进行高可信度采样和中、低可信度采样分析。假设我们更为关注的是关于高可信度函数

f1：Rm➝R的预测值，f2：Rm➝R，f3：Rm➝R是用来辅助 f1的中、低可信度采样函数，各采样点分别为

S1 = ( )x11，x12，…，x1n1
T ∈ Rn1 × m， S2 = ( )x21，x22，…，x2n2

T ∈ Rn2 × m， S3 = ( )x31，x32，…，x3n3
T ∈ Rn3 × m. （1）

对应于各采样点的函数值为

y1 = [ y ( x11 )，y ( x12 )，…，y ( x1n1 ) ]T ∈ Rn1， y2 = [ y ( x21 )，y ( x22 )，…，y ( x2n2 ) ]T ∈ Rn2，

y3 = [ y ( x31 )，y ( x32 )，…，y ( x3n3 ) ]T ∈ Rn3， （2）
其中 n1、n2、n3是高中低可信度样本点数。（S1，y1），（S2，y2），（S3，y3）是各采样空间的样本点，我们将其

重新表述为

S = ( )S1S2
S3
=
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（3）

和Kriging模型、CoKriging模型一样，ICoKriging模型中将 y1，y2，y3函数的输出值视为一个稳态随机过

程，因此我们将 y1，y2，y3替换为如下随机过程的实现，即

Y1 = β1 + Z1 ( )x ， Y2 = β2 + Z2 ( )x ， Y3 = β3 + Z3 ( )x （4）
且，满足E (Z1 ) = E (Z2 ) = E (Z3 ) = 0，并假设对任意不同的 x和 x͂有

Cov[ ]z1 ( x1 )，z1 ( x͂1 ) = σ21R11 ( x1，x͂1 ) ≔ C(11) ∈ Rn1 × n1，

Cov[ ]z2 ( x2 )，z2 ( )x͂2 = σ22R22 ( x2，x͂2 ) ≔ C(22) ∈ Rn2 × n2，

Cov[ ]z3 ( x3 )，z3 ( x͂3 ) = σ23R33 ( x3，x͂3 ) ≔ C(33) ∈ Rn3 × n3，

Cov [ z1 ( x1 )，z2 ( )x͂2 ] = σ1σ2R12 ( x1，x͂2 ) ≔ C(12) ∈ Rn1 × n2，

Cov [ z1 ( x1 )，z3 ( x͂3 ) ] = σ1σ3R13 ( x1，x͂3 ) ≔ C(13) ∈ Rn1 × n3，

Cov[ ]z2 ( x2 )，z3 ( )x͂3 = σ2σ3R23 ( x2，x͂3 ) ≔ C(23) ∈ Rn2 × n3，

Cov [ z1 ( x1 )，z1 ( )x ] = σ21R1 ( x1，x ) ≔ C(1) ∈ Rn1，

Cov [ z2 ( x2 )，z1 ( )x ] = σ1σ2R2 ( x2，x ) ≔ C(2) ∈ Rn2，

Cov[ ]z3 ( x3 )，z1 ( )x = σ1σ3R3 ( x3，x ) ≔ C(3) ∈ Rn3，

（5）

其中 σ21，σ22，σ23是 Z1，Z2，Z3的方差，E [Y1 ( x ) ] = β1，E [Y2 ( x ) ] = β2，E [Y3 ( x ) ] = β3，R是实数，R(ij )为点间

空间距离有关的函数。当两点重合时，R(ij )取值为1；当两点距离无穷远时，R(ij )取值为0【13，24】。

1. 2 ICoKriging模型预测值及均方误差

假设最后模型的输出可用 y1，y2，y3的线性组合近似，于是 ICoKriging模型在 x对 y1 ( x )的预测值可表

述为

y1 ( x ) = λTyS = λT1 y1 + λT2 y2 + λT3 y3， （6）

其中 λT = (λT1，λT2，λT3 )是赋予不同可信度的样本的权重。我们用随机变量 Y1 = [Y1 ( x11 )，…，Y1 ( x1n1 ) ]T，
Y2 = [Y2 ( x21 )，…，Y2 ( x2n2 ) ]T， Y3 = [Y3 ( x31 )，…，Y3 ( x3n3 ) ]T 替 代 y1 = [ y ( x11 )，y ( x12 )，…，y ( x1n1 ) ]T，y2 =
[ ( x21 )，y ( x22 )，…，y ( x2n2 ) ]T。为估计权重系数λT，我们使用最小均方误差
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MSE[y1 ( )x ] = E[ (y1 ( x ) - Y1 )2 ] = E éë(λT1Y1 + λT2Y2 + λT3Y3 - Y1)
2ù
û . （7）

为满足估计的无偏性，需要满足约束条件

E[λT1Y1 + λT2Y2 + λT3Y3 ] = E[Y1 ]， （8）
即求解如下带约束的最优化问题

Min E éë ù
û( )λT1Y1 + λT2Y2 + λT3Y3 - Y1
2

（9）
满足约束条件λT1 I - 1 = 0，λT2 I = 0，λT3 I = 0. 等式约束优化问题可采用拉格朗日乘子法求解，令

L (λT1，λT2，λT3，μ1，μ2，μ3) = E[ (y1 ( x ) - Y1 )2 ] + μ1 (λT1 I - 1) + μ2 (λT2 I) + μ2 (λT3 I)， （10）
令X T = (λT1，λT2，λT3 )，则解方程组

∂L
∂X = 0，

∂L
∂μ1 = 0，

∂L
∂μ2 = 0，

∂L
∂μ3 = 0 . （11）

通过矩阵求导方法，可得到如下方程组
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作如下变换

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

λ͂1 = λ1

λ͂2 = σ2
σ1

λ2

λ͂3 = σ3
σ1

λ3，

，

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

μ͂1 = μ1
2σ21

，

μ͂2 = μ2
2σ1σ2

，

μ͂3 = μ3
2σ1σ3

.

（13）

可得
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由于

y1 ( )x = λTyS = λT1 y1 + λT2 y2 + λT3 y3 = ( λ͂T1，λ͂T

2，λ͂T
3 ) ( )y1，

σ1
σ2

y2，
σ1
σ3

y3

T
，故


y1 ( )x =
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令

r = ( )R(1)

R(2)

R(3)
， φ = ( )100 ，， R = ( )R(11) R(12) R(13)

R(21) R(22) R(23)

R(31) R(32) R(33)
， F = ( )1 0 0

0 1 0
0 0 1

， y͂ s =
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利用分块矩阵求逆方法可得

y1 ( )x = φT β͂ + rTR-1 [ y͂ s - Fβ͂ ]， （16）

其中 β͂ = (FTR-1F) -1FTR-1y͂ s.
由上面解出的


y1 ( )x 和MSE[y1 ( )x ] = E [ (y1 ( )x - Y1 )2 ]，可得

MSE[ ]y1 ( )x = σ21{ }1 - é
ë
ê
ù
û
ú
r
φ

T
é
ë
ê

ù
û
ú

R F
F 0

-1
é
ë
ê
ù
û
ú
r
φ . （17）

进一步展开可得

MSE[y1 ( )x ] = σ21 [ 1 - rTR-1r + (rTR-1F - φ ) (FTR-1F )-1 (rTR-1F - φ) T ] . （18）
1. 3 相关函数

在 ICoKriging模型中，需要设置相关函数R( )ij 的具体形式，该函数反映了不同精度样本对模型输出结

果的影响，类似于Kriging模型中对于任意两点 xi∙，xj∙，R仅仅是 xi∙，xj∙距离的函数R = R (  xi∙ - xj∙ )，一

般可用如下形式的函数

(R (θ，xi∙，xj∙))
ij
=∏k = 1

m Rk (θk，xik - xjk)， xik ∈ xi∙， xjk ∈ xj∙ （19）
θ = [ θ1，θ2，…，θm ]T ∈ Rm (θ1 > 0)为待定参数，这里相关函数的选择一般需要满足高斯假设，即使得相

关矩阵为对称正定阵，一般可以使用如下的相关函数

Rk (θk，xik - xjk) = exp( )-θk || xik - xjk pk
， 1 ≤ pk ≤ 2， k = 1，2，…，m， （20）

pk决定了相关函数的光滑程度。另一种被称为三次样条相关函数的也逐渐为人们所关注。

Rk (θk，xik - xjk) =
ì

í

î

ïï
ïï

1 - 15ε2k + 30ε3k
1.25( )1 - εk 3

，

0，

， 0 < εk < 0.2，
0.2 < εk < 1，
εk > 1，

（21）

其中εk = θk | xik - xjk |，k ∈ 1，2，…，m. 由三次样条函数生成的相关矩阵条件数相比高斯函数表现更好。

1. 4 模型超参数的优化

同Kriging模型、CoKriging模型一样，建立 ICoKriging模型之前需要对模型中的超参数 β͂，
σ1
σ2

，
σ1
σ3

，θ进

行设置，一般使用极大似然法估计超参数。假设抽样所得样本点来自一个高斯过程，那么相对应的似然

函数为

L (β͂，σ1
σ2

，
σ1
σ3

，θ) = 1
( )2πσ21

n1 + n2 + n3 || R
exp{ }-

é

ë

ê
êê
ê

ù

û

ú
úú
ú

1
2
( )y͂sys - Fβ͂ T

R-1 y͂s - Fβ͂
σ21

. （22）

类似于多元函数求偏导，利用矩阵求导的方法，令
∂L
∂β͂ = 0，

∂L
∂(σ1 /σ2 ) = 0，

∂L
∂(σ1 /σ3 ) = 0. 则有

β͂ = (FTR-1F) -1FTR-1 y͂ s，

σ1
σ2
= (éëê ù

û
ú
0
y2

T
R-1 é

ë
ê

ù
û
ú
0
y2 )

-1
é
ë
ê

ù
û
ú
0
y2

T
R-1

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

-( )y1 - Iβ͂1
-Iβ͂2

， （23）
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σ1
σ3
= (éëê ù
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y3 )
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ù

û
ú
ú

-( )y1 - Iβ͂1
-Iβ͂3

. （24）
对σ21的估计值为

σ21 = ( )y͂ s - Fβ͂ T
R-1 ( )y͂ s - Fβ͂

n1 + n2 + n3 . （25）
得到上述结果后，再估计超参数θ (θ( )11，θ( )22，θ( )33，θ( )12，θ( )13，θ( )23 ).

θ = argmax é
ë
ê - 12 [ ]( )n1 + n2 + n3 ln ( )σ21 + ln || R ù

û
ú . （26）

θ没有解析解，可通过遗传算法等进化算法求得θ的解。

1. 5 相关矩阵求逆

基于以上推导，使用 python语言实现 ICoKriging模型程序设计，计算机程序设计一般不存在较大困

难，比较关键的是求矩阵R的逆矩阵，当设计空间中的样本点较为接近时，会导致矩阵R奇异，求逆矩阵

失败。此外即便不存在奇异问题，当矩阵R的条件数很大时，求解线性方程组的数值误差也会很大。这时

比较实用的解决办法是对矩阵R对角线上元素加上接近于零的常数，即R = R + δI，其中 I为单位矩阵，

δ = (1000 + n) εm。εm为双精度时的机器零，不同的计算机 εm取值不一样［9］。其次，维数较大时矩阵求逆

较为费时，可先采用矩阵分解方法对R矩阵进行分解，再对分解后的矩阵求逆。通常对矩阵进行三角分

解，包括 LR分解或者Cholesky分解。因R为对称正定矩阵，可以使用Cholesky分解，即R = LLT，，其中 L

为 下 三 角 矩 阵 。 进 行 第 j 步 分 解 时 ， L 中 元 素 ljj = (Rjj -∑k = 1
j - 1 l2jk )1 2，j = 1，2，…，n。 lij = (Rij -

∑k = 1
j - 1 lik ljk )/ljj，i = j + 1，…，n。实践证明，上述解决奇异矩阵的方法及分解求逆法有效。

2 算例分析

2. 1 数值算例

为验证 ICoKriging模型的性能，我们用一些函数进行测试，并对Kriging、CoKriging和 ICoKriging的插

值结果进行分析比较。此处引用文献［13］提供的经典一维测试函数 y = (6x - 2)2 sin (12x - 4)，x ∈ [ 0，1]，
高、中、低三种可信度的样本分别为S1 = (0.0，0.6，1)，S2 = (0.1，0.4，0.5)，S3 = (0.3，0.8，0.9)。

图 1展示了不同插值模型对样本的拟合效果以及插值结果和真实函数的比较。图 1中实心红色方块为

高精度样本S1，蓝色实心三角形为中精度样本S2，绿色实心三角形为低精度样本S3。Kriging模型仅使用三

个高精度的样本 S1，插值见图 1（a）；CoKriging模型使用了 S1、S2，插值结果见图 1（b）；ICoKriging模型

则综合了 S1、S2、S3三种样本，插值结果见图 1（c）部分。图 1（d）是三种插值模型与真实函数的比较。

从图中可以看出在 x ∈ [ 0，0.6 ]和 x ∈ [ 0.6，1]上，Kriging模型与真实函数 y = (6x - 2)2 sin (12x - 4)在绝对误

差和变化趋势上均存在较大误差；CoKriging模型使用 S1、S2后插值结果与真实函数仍有不小误差，加入样

本 S2后得到改善的是在 x ∈ [ 0，0.6 ]和 x ∈ [ 0.6，1]上其变化趋势与真实函数相比基本相同，但是绝对误差仍

然较大；ICoKriging模型综合样本 S1、S2、S3后，插值结果与真实函数的绝对误差进一步降低，整个设计空

间上的插值结果与真实函数变化趋势基本相同。

2. 2 超声速减阻问题

减阻是超音速飞行器的重要问题之一。减阻杆（Aerospike）和减阻盘（Aerodisk）搭配使用作为减阻

的重要方法之一，其减阻效果好，目前已在一些装备中得到应用。对不同减阻杆长度和平面圆柱减阻盘

半径与半球形头部（Hemispherical Body）的组合在超声速流场中的流动情况进行数值模拟，分析减阻杆

减阻机理以及减阻盘半径和减阻杆长度参数对减阻效果的影响。研究发现，减阻盘半径和减阻杆长度在

一定范围内的增大有利于减阻。

2. 2. 1 计算模型 本文选取的几何模型采用圆球头部加减阻杆的外形，头部半径R = 100 mm。减阻杆的

结构形式采用杆加顶端减阻盘，主要设计参数为减阻杆杆长 d和减阻盘的半径 r，减阻盘厚度固定为

t = 10 mm。由于整个几何外形为轴对称的，因此在计算中采取了轴对称计算假设。研究表明，对于流动
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较为稳定的情况下，虽然在再循环区出现了剪切层不对称的情况，但整个流场体现出了明显的轴对称现

象，因此使用轴对称假设在流动稳定的情况下是可以接受的。半球形头部的纵向截面外形如图 2。圆球头

部及减阻杆的网格划分如图 3。鉴于各类湍流模型对减阻杆飞行器数值计算结果影响的分析，采用了 SST
k - w湍流模型［25］，边界条件采用压力远场条件、理想气体假设，气体参数设置为标准大气海平面参数，

其他物理条件马赫数Ma = 2，攻角α = 0，压强P = 101325 Pa，温度T = 288.15 K。

目前，减阻盘半径与弹头部半径比一般为 10%~60%，减阻杆长度与弹头部半径比一般为 100%~
400%，则设计减阻盘半径10 ≤ r ≤ 60，减阻杆长度100 ≤ d ≤ 400。解如下优化问题

Min：[Cd ] s.t. 10 ≤ r ≤ 60， 100 ≤ d ≤ 400， （27）
其中Cd是减阻杆、减阻盘和弹身头部总的阻力系数。

流体问题的数值仿真结果受多种因素的影响，其中网格数量是重要的影响因素之一。对文中的减阻

问题，在 80 000、120 000、240 000、360 000、700 000网格数下计算阻力系数，迭代收敛情况如图 4
所示。

由图 4可见，网格数量较小时，计算过程可快速收敛，但其仿真结果不太理想。随着网格数的逐渐增

多，仿真结果逐渐接近，50 000步以后 120 000个以上网格数的仿真模型计算结果基本重合。为建立

图1 Kriging，CoKriging和 ICoKriging插值方法的比较

Fig. 1 Comparison of Kriging, CoKriging and ICoKriging interpolation methods

图2 计算域和几何模型：半球形头部

Fig. 2 Computational domain and geometric model: hemispherical head
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ICoKriging模型，需要设计三种不同可信度的样本。划分 80 000、120 000、240 000个网格，使用CFD模

型计算不同减阻杆长 d和减阻盘半径 r对应的阻力系数Cd，三种网格分别对应高精度（S1）、中精度（S2）、

低精度（S3），三种样本 S1，S2，S3样本量分别为 25、36、49。S1的Cd-d（固定 r）、Cd-r（固定 d）样本图

见图5。
2. 2. 2 计算结果 将减阻杆长 d、减阻盘半径 r、阻力系数Cd归一化后分别建立模代理模型 ICoKriging、
CoKriging、Kriging，使用遗传算法对代理模型寻优、加点、建模、再次寻优，直至满足收敛条件。数值

图3 流场网格划分

Fig. 3 Meshing of flow field

图4 不同网格数下阻力系数

Fig. 4 Drag coefficient of different grid numbers

图5 阻力系数随减阻杆长度、减阻盘半径的变化趋势

Fig. 5 The relationship between drag coefficient and drag-reducing rod length，drag-reducing disk radius
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计算结果见表1。

基于以上三种优化结果，重新设置杆长和半径，求解CFD模型得到头部阻力系数，发现 ICoKriging模
型与CFD模型求解结果最为吻合，速度分布与压力分布见图 6。试验证明基于 ICoKriging模型的优化结果

更准确。头部阻力系数与减阻杆长、圆盘半径有如下关系：半径较小时，随着半径增加，阻力系数减少；

当半径进一步增大，减阻率达到饱和，再将半径增加会致使阻力系数增加；杆长的作用效果与半径类似，

在一定范围内杆长增加，阻力系数减少；当杆长达到一定值，再将减阻杆杆长增加，阻力系数会增加。

3 结 论

本文提出了一种新的建立变可信度代理模型的方法。在CoKriging模型的基础上将CoKriging模型中的

高精度样本、低精度样本扩展至高、中、低三种精度不同的样本，建立 ICoKriging模型。该模型在CoKrig⁃
ing模型基础上重新定义了插值权重系数，并构建了新的相关矩阵。通过重定义权重系数可以减少

ICoKriging模型符号表达复杂性，模型预测值在表达形式上与CoKriging保持一致，在理解上和具体实现上

并无难处。同Kriging模型、CoKriging模型，建立 ICoKriging前，需要求解模型超参数，这本身即是一个

优化问题，文中对超参数的求解提出了简单可行的算法。最后通过解析函数和超声速飞行器头部减阻问

题对Kriging、CoKriging、ICoKriging三种模型进行了比较，试验表明 ICoKriging模型预测更为准确，优化

能力更强，在气动数据校验和外形优化方面具有更多的应用前景。
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