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基于分裂法的内部Neumann反散射问题*
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重庆师范大学数学科学学院，重庆 401331
摘 要：通过分裂法研究了具有Neumann边界条件的内部声波反散射问题。首先，证明了在Neumann边界条件

下散射体的位置、形状可由腔体内部的点源测量数据唯一确定。然后，用分裂法的思想来反演未知散射体的边

界及其形状。最后，给出了2个数值例子来验证该方法的可行性和有效性。
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The decomposition method for an interior inverse scattering problem
with a Neumann boundary condition

ZHANG Huan，LIU Lihan

School of Mathematical Sciences，Chongqing Normal University，Chongqing 401331，China

Abstract：An internal acoustic inverse scattering problem with a Neumann boundary condition is studied
by using the decomposition method. First，it is proved that the position and shape of a scatterer can be
uniquely determined by the measurement data of the point source inside the cavity with the Neumann
boundary condition. Then，the boundary of the unknown scatter and its shape is reconstructed by using
the idea of the decomposition method. Finally，two numerical examples are given to verify the feasibility
and effectiveness of the method.
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反散射问题是数学物理中一个重要的研究领域，其主要是利用声波或电磁波的散射数据来确定未知

散射体的位置、形状及其物理性质。反散射问题的研究成果已在声纳雷达探测、地球物理探测、医学成

像、生命科学、遥感技术等其他学科的研究领域中得到广泛应用。在现有的研究中，更多的是考虑入射

波和散射波都在散射体的外部，称之为外部反散射问题（见文献［1］），但是正如文献［2-3］中所述，

为了解决一些实际问题，内部反散射问题也逐渐得到关注，相比于外部反散射问题，其入射波和散射波

都在散射体的内部，且散射波在散射体内部会不断地进行反射，所以内部反散射问题更为复杂。而内部

反散射问题是一个非线性不适定问题，为了解决其在求解过程中的困难，目前已有一些解决方法，对于

不可穿透散射体，文献［3］通过线性采样法反演在Dirichlet边界条件下的散射体的位置和形状；文献

［4］考虑在Maxwell方程及其Dirichlet边界条件下，利用同样的方法反演散射体的位置及其形状；文献

［5］将线性采样法延拓到阻尼边界条件的情况，通过该方法反演散射体的位置、形状及其物理性质；文献
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［6］利用交互间隙法来重构阻抗边界条件下散射体的位置、形状及其物理性质；文献［7］将表示边界值

问题的偏微分方程转化为一个等价的非线性积分方程组，并通过正则的Newton迭代法求解这个非线性积分

方程组，从而解得散射体的未知边界；文献［8］则将线性采样法进一步延拓到混合边界条件下来重构散

射体的位置、形状及其物理性质。对于可穿透散射体，文献［9］利用线性采样法进行数值反演传输边界

条件下散射体的位置及其形状；文献［10-11］分别通过分解法和正则的Newton迭代法求解了同样的反散

射问题。对于更一般的混合边界条件，文献［12］基于外部传输特征值问题的谱性质分析，证明了可穿

透散射体的位置、形状及其物理性质可由腔体内部多个点源的测量数据来唯一确定，再利用线性采样法的

想法，构造适应于点源的奇异性的指示函数，进而重构散射体的位置、形状及其物理性质。

本文考虑采用由Kress和Kirsch提出的分裂法来求解Neumann边界的内部反散射问题，这个方法最初

是为了解决外部反散射问题。针对内部反散射问题的非线性和不适定性，分裂法将其原问题的这两大难

点拆分成两步来解决［2，13］，首先通过测量的数据来构造散射场从而解决原问题的不适定性，然后由边界

条件，利用入射波及散射场将原问题转化为一个优化问题，从而达到解决非线性的目的。

1 反散射问题

设D是R2中的一个单连通区域，D的边界 ∂D具有二阶连续偏导数，波数 k > 0，z为散射体D内部的

一点。正散射问题是找到散射场us，使得

Δus + k2us = 0， x ∈ D， （1）
∂us
∂v = -

∂Φ( x，z )
∂v ， x ∈ ∂D， （2）

其中Helmholtz方程的基本解Φ满足

Φ( x，d ) = i4 H (1)0 (k|x - d|)，
其中H (1)0 为第一类零阶的Hankel函数。这里假设 k2 > 0不是 -Δ在D内部的Neumann特征值，由散射问题

的适定性知，内部 Neumann边值问题的解 us是唯一的。设在 D内部有一条光滑曲线 C，对定点 d ∈ C，
∀x ∈ C，有

us|C = us ( x，d ).
对于边界∂D，本文将根据曲线C上的点源及其测量的数据us来确定。

定理1 如果 k2 > 0不是-Δ在C内部的Neumann特征值，则对∀x，z ∈ C，边界∂D由us ( x，z )唯一确定。

证明 假设D1，D2是两个有界的单连通区域，且D1 ≠ D2，us1，us2分别满足方程（1）和（2），假设对

∀z ∈ C，us1 ( x，z ) = us2 ( x，z )，令w = us1 - us2，则有

Δw + k2w = 0， x ∈ Ċ， （3）
∂w
∂v = 0， x ∈ C， （4）

这里 Ċ表示C的内部，因为 k2 > 0不是 -Δ在C内部的Neumann特征值，所以有w = 0，x ∈ Ċ，由唯一性延

拓定理知w = 0，x ∈ Ċ ∪ C . 现令D0 = D1 ∩ D2，且 Ċ ⊂ D0，由唯一性延拓定理知w = 0，x ∈ -D 0，即

us1 ( x，z ) = us2 ( x，z )， x ∈ -D 0， z ∈ C.
根据互反关系，有

us1 ( z，x ) = us2 ( z，x )， z ∈ -D 0， x ∈ C.
再利用唯一性延拓定理，有

us1 ( x，z ) = us2 ( x，z )， x，z ∈ -D 0.
故存在一点 x* ∈ ∂D0，且 x* ∈ ∂D1，x* ∉ ∂D2不失一般性，设

z n = x* - 1n v ( x* ) ∈ D0，

其中 v表示在 x* ∈ ∂D1处的单位向量，这里的 n充分大。一方面，对于D2来说，当 n → ∞时，由散射问题

的适定性知，

lim
n → ∞

∂us2 ( x*，zn )
∂v = ∂us2 ( x*，x* )∂v .

171



第 60卷中山大学学报（自然科学版）

所以
∂us2 ( x*，zn )

∂v 是有界的；另一方面，对于∂D1来说，当n → ∞时，由边界条件可知

lim
n → ∞

∂us1 ( x*，zn )
∂v = - lim

n → ∞
∂Φ( x*，zn )

∂v = ∞.
故矛盾，定理得证。

2 分裂法

假设散射体内部的曲线C上有一个点源 z，对∀x ∈ C，其散射场为 us ( x，z )，记为 usC . 假设Γ是D外部

的一条曲线，定义如下算子
S：L2 (Γ) ↦ L2 (C )，
K：L2 (Γ) ↦ L2 (C )，

其中

(Sϕ ) ( x )：= ∫Γϕ ( y )Φ( x，y )ds ( y )， x ∉ Γ， （5）
(Kϕ ) ( x )：= 2 ∫Γϕ ( y ) ∂Φ( x，y )∂v ( x ) ds ( y )， x ∉ Γ. （6）

定理 2 假设 k2 > 0不是 -Δ在 Γ或 C内部的 Neumann特征值，则 S是紧算子且是单射，此外，S在
L2 (C )上有稠密值域。

证明 首先证明紧性，因为L2 (Γ)为有界集，且L2 (C )是有限维的赋范空间，而有限维的赋范空间的任

意有界序列都包含一个收敛序列，所以L2 (C )是相对紧集，故算子S是紧的。

然后证明S是单射的，设

(Sg ) ( x ) = ∫Γg ( z )Φ( x，z )ds ( z ) = 0， x ∈ C，
并定义

w ( x ) = ∫Γg ( z )Φ( x，z )ds ( z )， x ∈ R2 \Γ.
则w ( x )满足方程组

{Δw + k2w = 0，x ∈ C， (7)
∂w
∂v = 0，x ∈ C. (8)

因为 k2不是-Δ在C内部的Neumann特征值，则w = 0，x ∈ Ċ . 因为外部Neumann问题的解的唯一性和单层

势能还满足

Δw + k2w = 0， x ∈ R2 \ (Γ̇ ∪ Γ)，
∂w
∂v = 0， x ∈ Γ，

以及辐射条件

lim
r → ∞ r ( ∂w∂v - ikw ) = 0，

其中 r = || x ，所以w = 0，x ∈ R2 \ (Γ̇ ∪ Γ). 由单层势能的跳跃关系知
∂w+
∂v -

∂w-
∂v = -g = 0.

所以算子S是单射。

最后证明S有稠密值域，对φ ∈ L2 (C )，我们假设 (Sg，φ ) = 0，即对所有的g ∈ L2 (Γ)，有∫
C
∫ΓΦ( x，z )g ( z )ds ( z ) - -- ---φ ( x ) ds ( x ) = 0，

即 ∫
C
∫ΓΦ( x，z )g ( z ) - -- ---φ ( x ) ds ( z )ds ( x ) = 0.

从而
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∫Γ∫CΦ( x，z )g ( z ) - -- ---φ ( x ) ds ( x )ds ( z ) = 0.
于是对g ∈ L2 (Γ)，有 ∫Γ∫CΦ( x，z ) - -- ---φ ( x ) ds ( x )g ( z )ds ( z ) = 0.
所以对 z ∈ Γ，可得 ∫

C
Φ( x，z ) - -- ---φ ( x ) ds ( x ) = 0.

令

w ( z ) = ∫
C
Φ( x，z ) - -- ---φ ( x ) ds ( x )， z ∈ R2 \C.

则Δw + k2w = 0，x ∈ Γ̇且
∂w
∂v = 0，x ∈ Γ. 因为 k2不是 -Δ在 Γ̇内部的Neumann特征值，所以w = 0，x ∈ Γ，而

Ċ ⊂ Γ̇，再一次用单层势能的跳跃关系知φ = 0，因此S在L2 (C )内有稠密值域。

根据文献［14］可知，S和K具有相同的紧性和映射属性，所以紧算子K为单射，且在 L2 (C )内有稠

密的值域。

给定的散射场usC，建立不适定积分方程
Sϕ = us|C. （9）

利用Tikhonov正则化求解积分方程（9），通过求解方程
αϕα + S*Sϕα = S*usC. （10）

来得到近似解ϕα，其中α是正则化参数，S*：L2 (C ) ↦ L2 (Γ)为 S的伴随算子。要求解（10）等价于求解最

小化Tikhonov泛函

 Sϕ - usC 2
L2 (C ) + α ϕα

2
L2 (Γ). （11）

设
∂u
∂v：=

1
2 ϕα + 12 Kϕα.

则一旦找到近似解 ϕα，就可近似地求得
∂u
∂v，只要使得

∂u
∂v 近似满足声硬边界条件，就可以确定边

界∂D，即
∂u
∂v ≈ 0

等价于
ϕα + Kϕα ≈ 0. （12）

令

U ( x )：= || ϕα + Kϕα . （13）
若在C和Γ之间存在一条曲线使得U ( x )的值最小，则此曲线就为散射体的边界∂D的重构。

对于散射体内部多个点源的情况，假设测量值 usC，j是通过点源 zj，j = 1，2，…得到的，要重构边界 ∂D，
则需对每个 usC，j，通过Tikhonov正则化计算相应的正则化解ϕα，j，这里假设噪声等级相同，即使用固定的正

则化参数α，于是

U ( x ) =∑
j = 1

N

|| ϕα，j + Kϕα，j . （14）
同样地，若在C和Γ之间存在一条曲线使得U ( x )的值最小，则这条曲线就是散射体边界∂D的重构。

分裂法可将式（12）看作一个优化问题，选择一簇曲线作为D的边界 ∂D的允许集，显然 ∂D在C和Γ
之间，定义

V：= { }r ∈ C1，β (Ω)|0 < r1 < r < r2 ， （15）
其中Ω = { }x̂ ∈ |R2 |x̂| = 1 且C1，β (Ω)，0 ≤ β ≤ 1表示函数的微分一致Hölder连续。定义

A：= { r ( x̂ ) x̂ | x̂ ∈ Ω }， r ∈ V. （16）
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分裂法就是求解下面的极小化问题

min
r ∈ V ∫Ω || (ϕα + Kϕα ) ∘ r 2ds. （17）

来寻找D的近似边界。所以，将反散射问题转化为优化问题，给定测量值 usC ∈ L2 (C )及正则化参数α，定

义函数μ：L2 (Γ) × L2 (Ω) ↦ R，其中

μ (ϕ，r；usC，α ) =  Sϕ - usC 2
L2 (C ) + α ϕ 2

L2 (Γ) + γ  (ϕ + Kϕ ) ∘ r 2
L2 (Ω)， （18）

这里的 γ是耦合参数。本文选取 γ = 1使得式（18）中的第一项和第三项相等。因此内部反散射问题就是

μ的极小化问题，即寻找 (ϕ，r ) ∈ L2 (Γ) × V满足

μ (ϕ，r；usC，α ) = M (usC，α )：= inf { }μ (φ，q；usC，α )：φ ∈ L2 (Γ)，q ∈ V . （19）
定理3 内部反散射问题的优化问题（19）存在一个解。

证明 设序列{ }(ϕn，rn ) ⊂ L2 (Γ) × V满足

lim
n → ∞ μ (ϕn，rn ) = M (usC，α ). （20）

由于V是紧集，当n → ∞时，存在 r ∈ V有 rn → r。由式（18） ~（19）知

α ϕn

2
L2 (Γ) ≤ μ (ϕn，rn ) → M (usC，α ).

则ϕn有界，且是弱收敛的。又因为S，K都是紧算子，所以
Sϕn → Sϕ， Kϕn → Kϕ， n → ∞.

则 (ϕn + Kϕn ) ∘ rn → (ϕ + Kϕ ) ∘ r， n → ∞.
由式（18）和式（20）知，当 n → ∞时， ϕn

2 →  ϕ 2
，所以ϕn → ϕ，n → ∞，又因为连续，所以

存在极限，即
μ (ϕ，r ) = lim

n → ∞ μ (ϕn，rn ) = M (usC，α ).
定理4 在散射体内部的曲线C上有一个点源，其散射场为usC，如果 r ∈ V表示边界，则

lim
α → 0M (usC，α ) = 0. （21）

证明 由于 k2 不是 Γ内部 -Δ的 Neumann特征值，则 ϕ = 0，x ∈ Γ̇，又因为 ∂D在 Γ内部，所以 ϕ =
0，x ∈ ∂D，从而{(ϕ + Kϕ )|∂D：ϕ ∈ L2 (Γ) }在L2 (∂D )上是稠密的，因此存在ϕ ∈ L2 (Γ)，使得对∀ε > 0，有

 (ϕ + Kϕ ) ∘ r
L2 (Ω) < ε.

因为Helmholtz方程的解连续依赖于边值数据，则存在常数 c，使得

 Sϕ - usC L2 (C ) ≤ c (ϕ + Kϕ ) ∘ r
L2 (Ω). （22）

于是

μ (ϕ，r；usC，α ) =  Sϕ - usC 2
L2 (C ) + α ϕ 2

L2 (Γ) +  (ϕ + Kϕ ) ∘ r 2
L2 (Ω)

≤ ( )c (ϕ + Kϕ ) ∘ r
L2 (Ω)

2 + α ϕ 2
L2 (Γ) +  (ϕ + Kϕ ) ∘ r 2

L2 (Ω)

≤ c2ε2 + α ϕ 2
L2 (Γ) + ε2

= (1 + c2 )ε2 + α ϕ 2
L2 (Γ) → (1 + c2 )ε2， (α → 0).

由ε任意性，所以
lim
α → 0M (usC，α ) = 0.

定理 5 设 usC为 D内在曲线 C上的散射场，假设 ∂D由某些 r ∈ V表示，令{ }ϕn 为一个空序列，且令

(ϕn，rn )为正则化参数为αn时的极小化问题的解，则存在{ }rn 的收敛序列只有有限个极限点，每个极限点都

表示
∂us
∂v +

∂ui
∂v = 0的曲线。

证明 由V是紧集，则存在{ }rn 的一个收敛子列，仍记为{ }rn ，使得

lim
n → ∞ rn = r*.
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令u *
为边界由 r*表示Λ*的区域内正散射问题唯一的解，则有

( )∂u*
∂v +

∂Φ(·，z )
∂v ∘ r* = 0 ( x ∈ Ω).

从而
(ϕ + Kϕ ) ∘ r* = 0 ( x ∈ Ω). （23）

用
∂un
∂v （n = 1，2，…） 表示

∂(Sϕn )
∂v ，其表示 rn描述的在Λn上具有边界值

|
|
||

∂(Sϕ )
∂v Λn

的内部散射问题的

解，而
∂(Sϕn )
∂v + ∂Φ(·，z )∂v = 12 ϕn + 12 Kϕn，所以









( )1

2 ϕn + 12 Kϕn ∘ rn
L2 (Ω)

→ 0 (n → ∞).
即有

 (ϕn + Kϕn ) ∘ rn
L2 (Ω) → 0 (n → ∞). （24）

因为当n → ∞时，rn → r*，有










∂un
∂v -

∂u*
∂v

L2 (Λ)
→ 0 (n → ∞).

这表明
1
2 ϕn + 12 Kϕn一致收敛到

∂u*
∂v +

∂Φ(·，z )
∂v ，定理4表明对任意的ε，有

 Sϕn - usC
L2 (C ) ≤ c (ϕn + Kϕn ) ∘ r

L2 (Ω) < c，ε → 0，n → ∞.
假设 k2不是 Ċ的Neumann特征值，则Sϕn在 Ċ内一致收敛到us，因此

∂us
∂v +

∂Φ(·，z )
∂v = ∂u*∂v +

∂Φ(·，z )
∂v .

由解析延拓以及式（23）知
∂us
∂v +

∂ui
∂v 在Λ*上的值为零。

如果这里有无穷多个不同的极限点，则
∂us
∂v +

∂ui
∂v 在无穷多个曲面上都不会为零，即散射体没有边界，

这是矛盾的。
对于多点源来说，假设有 n个点源 z1，z2，…，zn，其对应在散射体内部的曲线 C上的散射场为

us，1C ，us，2C ，…，us，nC ，所以对于多点源的内部反散射问题，就是要找到 (ϕ1，⋯，ϕn，γ )，使得函数
μ (ϕ1，…，ϕn，r；us，1C ，…，us，nC ，α )

有极小值，其极小形式为

∑
i = 1

n { } Sϕi - usC 2
L2 (C ) + α ϕi

2
L2 (Γ) +  (Sϕi + Φ(·，z ) ) ∘ r 2

L2 (Ω) .
3 数值例子

本节通过 2个数值例子来验证分裂法的可行性和有效性。以下是分裂法求解反散射问题的边界的 3个
步骤。

第一步：给定散射场 usC，建立不适定积分方程（9），利用 Tikhonov正则化方法求解不适定方程，求

得近似解ϕα；

第二步：由第一步求得的ϕα，从而可近似计算ϕα + Kϕα；

第三步：定义散射体D的边界∂D的允许集V：= { r ∈ C1，β (Ω)|0 < r1 < r < r2}，其中Ω = { x̂ ∈ |R2 || x̂ = 1}，
且C1，β (Ω)，0 ≤ β ≤ 1表示函数的微分一致Hölder连续。只要找到一条曲线 r，使得 |ϕα + Kϕα|在这条曲线上

的值最小，则这条曲线就是散射体的边界∂D的重构，即通过求解极小化问题（17）来寻找近似边界∂D。
第一个例子，考虑重构一个边界为心形线的散射体，结果见图1。第二个例子，考虑重构一个边界为
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正六边形的散射体，结果见图2。
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图1 重构边界为心形线

Fig. 1 Reconstruct a boundary of cardioid 图2 重构边界为正六边形

Fig. 2 Reconstruct a boundary of hexagon
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