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摘 要：采用时域最小残值法求解了含间隙非线性气动弹性系统的半解析周期解。首先，将气动弹性系统的周

期解展开为傅里叶级数，并截断前N项作为系统的近似解析解；通过对近似解求导，获得系统的速度和加速度

函数；并将位移、速度和加速度函数回代到原始的气动弹性系统，将半解析解求解问题转化为一个非线性最小

二乘优化问题。最后，通过增强响应灵敏度方法来迭代求解该最小值问题。在迭代过程中，Tikhonov正则化和

“置信域限制”被用来增强算法的收敛性。数值算例表明，时域最小残值法可以快速获得高精度的半解析解。
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solved by the time-domain minimum residual method. First， the periodic solution of the aeroelastic sys‐

tem is expanded into the Fourier series， and the first N term is truncated as the approximate analytical 

solution. Then， the velocity and acceleration of the system are obtained by taking the derivative of the 

approximate solution in the time. And the displacement， velocity and acceleration functions are substi‐
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tion is transformed into a nonlinear least-square optimization problem. Finally， such minimum value 

optimization problem is iteratively solved by the enhanced response sensitivity approach. In the above 

iteration， the Tikhonov regularization and “trust-region constraint” are used to enhance the algorithm’s 

convergence. Numerical examples show that the time-domain minimum residual method can quickly 

obtain high-precision semi-analytical solutions.
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近几十年中，对含非线性因素的机翼气动弹

性响应进行了大量的研究（杨超等， 2018；杨智春

等， 2016）。机翼系统中的非线性因素通常可以分

为气动力和结构非线性，气动力非线性来自于空

气来流（Gupta et al.， 2019），结构非线性来自于结

构的大变形（齐念等， 2013）或者是材料的非线性本

构关系（Darabi et al.， 2019）等。此外，机翼在加工

和安装过程中的容限误差，或者是控制面铰链的

松动都会引入间隙非线性（Shi et al.， 2023）。理论

分析以及风洞试验都表明，系统存在上述非线性

因素时，若来流速度超过临界速度机翼就会产生

极限环振荡（Liu et al.， 2018）。

分析非线性气动弹性系统周期解的方法主要

有数值法和解析法。因数值方法的局限性，学者

更加关注解析或半解析法。常见的的解析或半解

析方法，如谐波平衡法（Miguel et al.， 2020）、同伦

分析法（Liao et al.， 2004）和增量谐波平衡法（Liu et 

al.， 2018）等，都能够成功获得非线性系统的周期

解。但是由于间隙非线性的非光滑性，上述半解

析方法在实施之前都需要先对间隙非线性进行光

滑化处理（Liu et al.， 2012）。此类光滑化处理或多

或少会引入一些额外的模型误差。且含间隙非线

性的气动弹性系统还属于自激系统，这意味着对

于处于周期振动状态的机翼系统，其振动的频率

是未知的（Liu et al.， 2012；Liu et al.， 2018）。这些

进一步增大了求解含间隙非线性的气动弹性系统

半解析周期解的难度。

本文提出了一种新的求解非线性系统的半解

析方法，即时域最小残值法（Liu et al.， 2021a；Liu 

et al.，2021b；Liu et al.，2022）。该方法通过将含间

隙非线性的气动弹性系统的半解析解求解问题转

化为最小值优化问题，然后在时域节点上展开迭

代求解。由于该方法属于时频混合方法，并且是

直接对含间隙非线性的气动弹性系统的控制方程

进行求解，因此无需对非光滑区域进行光滑处理，

得到的半解析解具有更高的精度。

1 二元机翼模型的运动方程

图 1为大展弦比的机翼模型，仅考虑模型在俯

仰和沉浮方向的运动（Liu et al.， 2012）。图中，b为
机翼半跨的长度；h为机翼在沉浮方向的位移，取

向下为正；α为机翼俯仰角度，取抬头为正；E为

机翼的弹性轴。ahb为弹性轴E到机翼中心的距离，

xαb为机翼质心位置G到弹性轴E的距离。

假设机翼在亚音速的不可压缩流中运动，根

据第二类 Lagrange 方程，建立如下的气动弹性系

统运动方程（Liu et al.，2018）
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式中 h，α上的点代表对无量纲时间 t'的导数，t' =
Vt/b，V为来流速度，t为真实运动时间。无量纲沉

浮位移 h1 = h/b；rα为机翼绕弹性轴E的回转半径；

ζh和 ζα为机翼在沉浮和俯仰方向的阻尼比。无量纲

频率比
-ω = ωh /ωα，ωh和ωα为机翼沉浮和俯仰方向

的固有频率。U = V/bωα为无量纲来流速度；μ为单

位长度的机翼与空气密度的比值；m是单位长度的

机翼质量。考虑俯仰方向存在间隙非线性，俯仰

方向的非线性刚度M (α)为

M (α) =
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M0 + α - αf，   α < αf；                               
M0 + Mf( )α - αf ，   αf ≤ α ≤ αf + δ；     
M0 + α - αf + δ ( )Mf - 1 ，   α > αf + δ.

（2）

M (α)与α的关系如图 2所示。图中 δ为间隙大

小，Mf为图中间隙对应的斜率。

图1　二元机翼模型

Fig. 1　Sketch of the two-dimensional airfoil

图2　M (α)与α的关系

Fig. 2　Sketch of M (α) versus α
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根 据 Theodorsen 气 动 理 论（Theodorsen，

1949），方程（1）中的升力CL( )t 为

CL( )t = ( )ḧ - ah α̈ + α̇

         +2 ( )α ( )0 + ḣ ( )0 + ( )1
2 - ah α̇ ( )0 ϕ ( )t

        +2 ∫
0

t

ϕ ( )t -σ ( )α̇ ( )σ + ḧ ( )σ + ( )1
2 - ah α̈ ( )σ dσ，

（3）

对应的力矩CM( t)为
CM( )t =( )1

2 +ah ( )α ( )0 + ḣ ( )0 +( )1
2 -ah α̇ ( )0 ϕ ( )t

   +( )1
2 +ah ∫

0

t

ϕ ( )t-σ ( )α̇ ( )σ + ḧ ( )σ +( )1
2 -ah α̈ ( )σ dσ

   +ah2 ( )ḧ-ah α̈ -( )1
2 -ah 1

2 α̇- 1
16 α̈，                          (4)

式中 ϕ ( t) 是 Wagner 函数。根据 Jone 近似可得

ϕ ( t) = 1 - φ1e-ϵ1 t - φ2e-ϵ1 t， 其 中 φ1 = 0.165，
ϵ1 = 0.045 5， φ2 = 0.335， ϵ2 = 0.3。 式 （3） 中

∫
0

t

ϕ ( )t - σ ( )α̇ ( )σ + ḧ ( )σ + ( )1
2 - ah α̈ ( )σ dσ 项 同

时存在微分与积分，无法直接通过传统的数值积

分方法进行求解。Trickey（2000）和Liu et al.（2020）

通过拉普拉斯变换引入一个辅助变量，成功将同

时包含微分项与积分项的方程（3）降阶为一个三自

由度的微分方程
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e0 ḧ + e1 α̈ + e2 ḣ + e3 α̇ + e4 ẏ + e5α + e6y + e7h = 0，   
f0 ḧ + f1 α̈ + f2 ḣ + f3 α̇ + f4 ẏ + f5α + f6y + f7M ( )α = 0，
g0 ÿ + g1 ḣ + g2 α̇ + g3 ẏ + g4α + g5y = 0，                       

（5）

式中 ei，fi( i = 0~7)及 gi( i = 0~5)的表达式在附录中

给出。引入 x = [ h，α，y ] T
，将方程（5）化为

Mẍ + Cẋ + Kx + F (x) = 0， （6）

式中非线性向量F (x) = [0，f7M (α)，0] T
，系统质

量矩阵为

M = ( )e0 e1 0
f0 f1 0
0 0 g0

，

阻尼矩阵为

C = ( )e2 e3 e4
f2 f3 f4
g1 g2 g3

，

刚度矩阵为

K = ( )e7 e5 e60 f5 f6
0 g4 g5

.

2 时域最小残值法

2. 1　最小值优化问题

时域最小残值法最早是由刘广等提出，是一

种针对强非线性系统的半数值半解析方法（Liu et 

al.， 2021a；Liu et al.，2021b；Liu et al.，2022）。本文

也将采用时域最小残值法来求解方程（5）所示的含

间隙非线性气动弹性系统的周期解。对于方程（5）

所示的周期解，可以展开为傅里叶级数

    xj( t) = aj0 + [ cjk cos kωt + sjk sin kωt]，  j = 1，2，3，（7）

其中 xj( t)表示第 j个自由度的位移，aj0 是常数，cjk
与 sjk是待定的正余弦谐波系数，ω是和来流速度相

关的未知频率。而求解方程（6）的半解析周期解，

本质为求解未知参数

a = [ω，aj0，cj1，cj2，⋯，sj1，sj2 ]，j = 1，2，3.

当确定参数 a后，代入方程（7）中，即获得了系统

的半解析周期解。需要注意的是，在实际求解过

程中，方程（7）中的级数是不可能取无穷项的，因

此截取方程（7）的前N项作为系统的近似解，即

xj( t) ≈ xNj ( t)
= aj0 + ∑

k = 1

N

[ ]cjk cos kωt + sjk sin kωt . （8）

对方程（8）的位移函数求导，得到系统的近似

速度函数和加速度函数
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ẋ j( )t ≈ ẋNj ( )t
=∑k=1

N [ ]-kωcjk sin kωt +kωsjk cos kωt ，           

ẍ j( )t ≈ ẍNj ( )t
=∑k=1

N [ ]-( )kω 2cjk cos kωt-( )kω 2 sjk sin kωt .

（9）

方程（8）和（9）的近似级数解代入系统（6）所获

得的残差，显然不能在整个时域上恒等于 0。此时

的系统残差为

R = MẍN + CẋN + KxN + F (xN ) . （10）

虽然不能使残差R在整个时域内都为 0，但仍

可以通过选取合适的参数 a使得残差R在一个周期

t ∈ [0，T ]内尽可能小。自此，关于含间隙非线性

气动弹性系统的半解析周期解求解问题被转化为

最小值优化问题，即
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     a* = arg min
a ∈A ℏ (a，t)

= min
a ∈A ∫0

2π
ω
R ( )a，t T

R ( )a，t dt， （11）

式中 ℏ (a，t)为非线性目标函数，A是未知参数 a

的可行域。

2. 2　增强的响应灵敏度法

对于方程（11）的最小值优化问题，可以通过

增强响应灵敏度法来迭代求解。即选定一个合适

的迭代初值a( )0 ，令

a( )j = a( )j - 1 + δa( )j，       j = 1，2，⋯ . （12）

进行迭代，直到满足设定的收敛条件为止。迭代

过程的核心问题是如何基于当前的参数
-a来获得合

适的迭代更新量 δa( )j  .对于方程（11）的非线性目标

函数 ℏ (a，t)，一种常用的求解方法是在离散的时

间节点 tk ∈ [ ]0，T ，k = 1，2，⋯，l上对其进行线

性化，对线性化后的近似函数 ℏ̂ ( δa， -a )进行求解

min
a ∈ A  ℏ ( )-a + δa，t ， （13）

其中

ℏ ( )-a + δa，t =  δR ( )-a，t - S ( )-a，t δa
2
，

δR ( )-a，t ≔ 0 - R ( )-a，t  ，                             
式中 ∙ 2

表示对 ∙的内容取 l2 范数。系统关于未知

参数 ai ∈ a，i = 1，2，⋯，m的一阶响应灵敏度矩

阵为

S (-a，t)= ∇-aR (-a，t)
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∂R ( )-a，t2
∂a1

∂R ( )-a，t2
∂a2

    
⋯ ∂R ( )-a，t1

∂am
⋯ ∂R ( )-a，t2

∂am
⋮ ⋮

∂R ( )-a，tl
∂a1

∂R ( )-a，tl
∂a2

    
⋮

⋯ ∂R ( )-a，tl
∂am

，

（14）

式中
∂R ( )-a，tj

∂ai 表示残差函数对未知参数 ai ∈ a的

灵敏度。方程（13）中，有原目标函数 ℏ (a，t) = 0，
因此有 δR (-a，t) ≔ 0 - R (-a，t) .  需要注意的是，

在迭代求解的过程中，响应灵敏度矩阵 S (-a，t)很
有可能由于条件数过大而陷入病态，因此在方程

（13）中引入Tikhonov正则化，则原问题转化为

δaλ = arg min
δa ∈ A - -a

 δR ( )-a，t - S ( )-a，t δa
2 + λ δa 2

       = [ST(-a，t) S (-a，t) + λI ]-1
ST(-a，t) δR (-a，t)，

（15）

式中 I表示单位矩阵，λ为正则化参数且有 λ ≥ 0。
Tikhonov正则化本质是通过参数λ来调节迭代步长

 δa 2
和残差 δR ( )-a，t - S ( )-a，t δa

2
之间的比例。

从方程（15）可以看出，不同的λ会得到不同的迭代

步长。参考文献（Hassen ， 1992），通过 L-curve 法

确定正则化参数并标记为λL(-a ) .
上述的正则化操作是对近似的线性目标函数

ℏ ( δa + -a，t)进行的，因此只适用于求解弱非线性

系统。对于强非线性系统，应当引入“置信域限

制”到迭代过程中。在方程（13）的线性化近似中，

显然只有当迭代更新量 δa足够小，才能保证近似

的线性目标函数 ℏ ( δa + -a，t)和原非线性目标函数

ℏ (-a，t)足够接近。引入一致性指标来衡量两者的

近似程度，即

ῶ ( δa，-a )= ℏ ( )-a - ℏ ( )δa +-a

ℏ̂ ( )0，-a - ℏ̂ ( )δa，-a

         =  δR ( )-a，t
2 - δR ( )-a + δa，t 2

 δR ( )-a，t
2 - δR ( )-a，t - S ( )-a，t δa

2  .

（16）

方程（16）中，有 ℏ̂ (0， -a ) - ℏ̂ ( δa， -a ) > 0 . 如果能

保证 ῶ ( δa， -a ) > 0，则 ℏ (-a ) - ℏ ( δa + -a ) > 0 .这意

味着迭代更新量 δa可以使 ℏ̂ (-a + δa)小于 ℏ̂ (-a )，也

就是说目标函数开始收敛。根据我们的经验，当

一致性指标处于以下区间时，可以使得迭代具有

最快的收敛速度。此时，

ῶ ( δa，-a ) ≥ ῶcr ∈ [0.25，0.75] . （17）

置信域限制可以保证 ℏ̂ ( δa， -a ) 足够接近

ℏ̂ (a，t)，或者说只要 λ足够大，一致性指标就必

定被满足。因此存在一个临界正则化参数值 λcr，
只要 λ > λcr，一致性指标就刚好被满足。此外，

 ST( )-a δR ( )-a ≠ 0时，有

ì
í
î

ïï

ïïïï

lim
λ → +∞ ῶ ( )δa，-a = 1 > ῶcr ，          

lim
λ → +∞  δaλ = 0 .                           （18）

上述正则化也叫增强的正则化，该响应灵敏
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度法也被称为增强的响应灵敏度法。

3 数值算例

对于方程（6）所描述的系统，根据Hopf分岔理

论 （Marsden， 1976；Hassard et al.，1981），当来流

速度U超过临界颤振速度Uf = 6.285 1 时，系统将

会失去稳定性。本算例首先考虑U = 0.8Uf的情况，

此时系统将会产生稳定的极限环，其近似周期解

可被展开为如方程（8）的傅里叶级数，以第一个自

由度为例，有

x1( t) ≈ xN1 ( t)
= a10 + ∑k = 1

N [ ]c1k cos kωt + s1k sin kωt .（19）

对上述近似解析解求导，得到速度和加速度

分别为

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

ẋN1 ( )t =∑k = 1
N [ ]-kωc1k sin kωt + kωs1k cos kωt ，          

ẍN1 ( )t =∑k = 1
N [ ]-( )kω 2c1k cos kωt - ( )kω 2 s1k sin kωt .

（20）

对第二和第三个自由度进行类似的操作，并

将所得位移、速度和加速度函数代入方程（6），则

含间隙非线性的气动弹性系统半解析解求解问题

就被转化为方程（11）所示的最小值优化问题。即，

寻找一组未知参数

a = [ω，aj0，cj1，cj2，⋯，cjN，sj1，sj2，⋯，sjN ]，
使得目标函数 ℏ (a，t)尽可能接近于 0。对于此非

线性最小值优化问题，用增强的响应灵敏度法来

迭代求解。未知参数ai ∈ a的响应灵敏度为

ai~ ∂xN
∂ai ，

∂ẋN
∂ai ，

∂ẍN
∂ai ，   i = 1，2，⋯，6N + 4.（21）

以第一个自由度的位移函数 xN1 ( t)为例，其关

于系统的未知频率ω、常数项 a10 以及谐波系数 c1k
和 s1k的灵敏度为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

∂xN1∂ω = ∑k = 1
N [ ]-ktc1k sin kωt + kts1k cos kωt ，

∂xN1∂a10
= 1，                                                                

∂xN1∂c1k
= cos kωt，

∂xN1∂s1k
= sin kωt .          

（22）

最终可以得到系统残差R (a，t)关于未知参数

ai ∈ a，i = 1，2，⋯，6N + 4的灵敏方程，有

∂R
∂ai = M

∂ẍN
∂ai + C

∂ẋN
∂ai + K

∂xN
∂ai + ∂F

∂xN
∂xN
∂ai .   （23）

此外，系统（6）的参数设定值为 μ = 100，rα = 0.5，
ah = -0.5，ζh = 0，ζα = 0，xα = 0.25，-ω = 0.2，图

2 中和间隙有关的参数设定值为 M0 = 0， αf =
0.25π/180，Mf = 0，δ = 0.5π/180（Liu et al.，2012）。

时域最小残值法属于迭代型算法，在求解之前还

需给出未知参数ai的初始迭代值。系统频率初值设

定为 ω0 = 0.087，常数项 a010 = 0，a020 = 0，a030 = 0.

一阶谐波系数的初始值设定为 c011 = 0.043，s011 = 0，
c021 = 0.016 7， s021 = 0.003 3， c031 = 0.017 1， s031 =
0.053 2.除一阶谐波系数之外，其余谐波系数的初

始值全部设为 0。需要注意的是，在方程（12）的迭

代中，系统第一个自由度的正弦系数不参与迭代，

也即在每次迭代中均有Δs11 = 0.

图 3给出了N = 30，U/Uf = 0.8时系统的相图。

图 3中，（a）为沉浮方向的相图，（b）为俯仰方向的

相图；黑点表示 4 阶龙格-库塔法获得的数值解，

图3　U/Uf = 0. 8时系统的相图

Fig. 3　The phase of the system at U/Uf = 0. 8
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红线和蓝线为时域最小残值法获得的半解析解。

从图中可以看出，数值解和时域最小残值法获得

的半解析解吻合非常好，这意味着时域最小残值

法获得的结果有着较高的精度。此外，当 U/Uf =
0.8 时，系统两个方向的相图均不关于原点对称，

这表明方程（8）的半解析周期解同时存在奇次谐波

和偶次谐波。表 1 给出了 N = 30、U/Uf = 0.8 时该

半解析周期解的谐波系数及振动频率。图 4给出了

含间隙的气动弹性系统的时程图。和图 3类似，红

线和蓝线分别为时域最小残值法获得的沉浮方向

和俯仰方向的半解析解。时程图进一步验证了时

域最小残值法获得的半解析解和龙格-库塔法的结

果吻合得非常好。

表1　N = 30，U/Uf = 0. 8时的谐波系数与振动频率

Table 1　The Harmonic coefficient and vibration frequency at N = 30，U/Uf = 0. 8
阶数

常数项

第1阶

第2阶

第3阶

第4阶

第5阶

第6阶

第7阶

第8阶

第9阶

第10阶

第11阶

第12阶

第13阶

第14阶

第15阶

第16阶

第17阶

第18阶

第19阶

第20阶

第21阶

第22阶

第23阶

第24阶

第25阶

第26阶

第27阶

第28阶

第29阶

第30阶

h的余弦系数

-0. 110 312 107

0. 043 483 195

-2. 94×10-8

-4. 83×10-5

-6. 77×10-9

1. 18×10-5

3. 64×10-9

1. 03×10-6

-1. 62×10-9

2. 47×10-7

3. 50×10-10

-1. 22×10-6

9. 15×10-11

9. 17×10-7

-1. 00×10-10

-2. 76×10-7

-4. 76×10-11

-9. 73×10-8

6. 90×10-11

1. 37×10-7

-2. 75×10-11

-4. 29×10-8

-5. 27×10-11

-1. 48×10-8

5. 36×10-11

5. 77×10-10

-3. 25×10-11

3. 41×10-8

-7. 33×10-12

-4. 18×10-8

3. 70×10-12

h的正弦系数

0

-1. 62×10-7

-9. 38×10-5

5. 07×10-9

3. 01×10-5

-9. 69×10-10

-3. 36×10-6

-3. 92×10-10

-1. 85×10-6

3. 90×10-10

1. 38×10-6

-2. 39×10-11

-3. 45×10-7

-2. 11×10-10

-5. 44×10-8

2. 06×10-10

-9. 77×10-9

-7. 78×10-11

1. 39×10-7

-1. 30×10-11

-1. 45×10-7

2. 14×10-11

6. 09×10-8

1. 39×10-11

1. 28×10-8

-2. 90×10-11

-2. 87×10-8

1. 15×10-11

8. 65×10-9

1. 61×10-11

α的余弦系数

0. 008 726 677

0. 016 762 311

1. 88×10-7

0. 001 882 884

1. 80×10-8

-8. 64×10-5

-1. 66×10-8

-3. 07×10-6

6. 30×10-9

-3. 89×10-7

-2. 07×10-9

4. 64×10-6

-7. 24×10-10

-3. 67×10-6

2. 38×10-10

1. 13×10-6

-5. 00×10-11

3. 92×10-7

-4. 14×10-10

-5. 74×10-7

-8. 20×10-12

1. 94×10-7

1. 03×10-10

5. 08×10-8

-3. 02×10-10

-4. 59×10-9

6. 02×10-11

-1. 32×10-7

-3. 59×10-11

1. 65×10-7

-7. 10×10-11

α的正弦系数

0. 003 319 774

-6. 10×10-7

0. 000 762 292

-4. 18×10-8

-0. 000 150 181

8. 40×10-9

1. 56×10-5

5. 34×10-10

7. 94×10-6

-1. 41×10-9

-6. 06×10-6

1. 47×10-10

1. 63×10-6

8. 37×10-10

1. 63×10-7

-8. 30×10-10

2. 02×10-8

3. 33×10-10

-5. 36×10-7

5. 32×10-11

5. 75×10-7

-9. 03×10-11

-2. 46×10-7

-4. 41×10-11

-5. 03×10-8

1. 15×10-10

1. 18×10-7

-4. 64×10-11

-3. 90×10-8

-5. 98×10-11

频率

0. 087 12
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图 5给出了不同谐波数的俯仰方向相图。图中

红点为截取项数N =1 时对应的极限环，虚线、绿

色实线和蓝色实线分别表示N = 5，20，30时俯仰

方向的相图，而黑点则表示 4阶龙格-库塔法的结

果。从图中可以看出，当仅保留 1阶谐波时，时域

最小残值法虽然能够收敛，但结果误差非常大。

随着保留的谐波数逐渐增加，半解析解的精度也

逐渐升高。在图 5的局部放大图中，当保留 5阶谐

波时，时域最小残值法获得的半解析解已经可以

收敛到正确解上，但和精确解仍有区别。当保留

20 或 30 阶谐波时，半解析解和数值解完全重合。

这意味着当保留的谐波数增加到一定数量时，谐

波数的增加对精度的提升已经不大，但更多的谐

波数会显著影响求解的效率。

为了定量分析截断的谐波阶次对精度的影响，

将获得的半解析解代到控制方程，绘制系统的残

差曲线。图 6为N = 5，20，30时两个自由度的残

差曲线。其中，红线和黑线分别为沉浮方向和俯

仰方向的残差曲线。从图中可以看到，N = 5时系

统的残差为 10-5的量级；N = 20时，系统残差约为

N = 5 时的一半量级；N = 30 时，残差减小到 10-6

的量级。这说明保留的谐波越多，对应的半解析

解有更高的精度；但当保留的谐波数达到一定的

数值之后，谐波阶次对精度的提升有限。

此外，俯仰方向的残差曲线中有几个尖峰，

这是由于方程（8）所示的半解析解采用傅里叶级数

作为基函数。对于系统（6）而言，M (α)存在与α有
关的不光滑区域。当采用截断的傅里叶级数作为

系统的近似解析解时，将会在非光滑区域的转折

点附近出现无法避免的 Gibbs 现象。Gibbs 现象的

存在意味着，以增加截断谐波的阶次来提升近似

解析解的精度，需要付出巨大的计算代价。即必

须保留足够多的谐波，才能微量地提升半解析解

的精度。这一性质是由系统的非光滑属性本身决

定的，和本文采用的时域最小残值法无关。

继续研究 U/Uf = 0.39 时的结果，以验证时域

最小残值法的有效性。此时，系统的半解析解仍

采用方程（19）的形式。但未知参数ai的初始值设定

为 ω0 = 0.053， 常 数 项 a010 = 0， a020 = 0， a030 = 0。
一 阶 谐 波 系 数 c011 = -0.008 5， s011 = 0，
c021 = 0.005 6， s021 = -0.005 4， c031 = 0.023， s031 =
-0.006 2。除一阶谐波系数之外，其余谐波系数的

初始值均设为 0。图 7 给出了U/Uf = 0.39 时两个自

由度的相图。和U/Uf = 0.8时系统出现的是周期为

1的周期解不同，U/Uf = 0.39时系统出现了周期为

2的周期解，如图 7所示。虽然两种风速下系统出

现了不同性质的周期解，但是时域最小残值法仍

能获得和数值法一致的半解析周期解。

图5　保留不同数目的谐波获得的俯仰方向相图

Fig. 5　The phase of the system with

 different order of harmonics

图4　U = 0. 8Uf时系统的时程图

Fig. 4　The time histories of the system at U = 0. 8Uf

图6　不同谐波数目对应的残差曲线

Fig. 6　The residual curves with different order of harmonics
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对于来流速度 U/Uf = 0.39 时的含间隙的气动

弹性系统（6），当系统的未知参数 ai取不同的初始

迭代值时，时域最小残值法可能会获得不同的结

果。图 8给出了以另一组迭代初值获得的俯仰方向

的相图。对比图 8和图 7可以看到，两者的相图是

反对称的。这意味着系统的振动形态和系统的初

始状态相关，不同的初始状态将会导致系统进入

不同的稳定极限环，从另一方面体现了含间隙的

气动弹性系统具有丰富的非线性性质。

4 结 论

本文提出了一种新的求解含间隙非线性气动

弹性系统的半解析方法，即时域最小残值法。通

过该方法获得了来流速度为 U/Uf = 0.8 和 U/Uf =
0.39时系统的半解析解，并和数值法获得的结果进

行了对比，得到以下结论：

（1） 时域最小残值法获得的半解析解和数值

法的结果吻合的非常好；

（2）即便只考虑 1阶谐波，时域最小残值法的

迭代也可以收敛。此外保留的谐波越多，获得的

结果精度越高；

（3） 时域最小残值法从不同的初始迭代值出

发，可能收敛到系统不同的极限环。
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