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四足机器人足端复合轨迹的优化与性能分析*
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摘 要：关节空间轨迹规划是机器人运动控制的重要内容之一。为了将笛卡尔空间轨迹规划和关节空间轨迹规

划相结合，文章提出了一种新型仿生足端轨迹，并使用等间距点、第二类切比雪夫点和等时点三种不同的方式

对该足端轨迹离散采样并确定插补点位置，将插补点映射到关节空间，进行了机器人的关节控制。首先，采用

五次多项式进行关节空间轨迹规划，并构造Hermite多项式曲线进行插补点的角速度和角加速度估计，获得关节

空间轨迹曲线。通过对虚拟样机进行仿真分析和单腿实体样机实验，分析实际曲线和设计的足端轨迹的拟合程

度，得出基于等时点进行插值的轨迹曲线与设计的复合足端轨迹曲线拟合程度更高；采用Hermite多项式估计方

法进行角速度和角加速度估计的曲线不仅拟合程度更高，而且轨迹更加平滑，角加速度突变减少，具有更好的

运动学性能。
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Optimization and performance analysis of

foot compound trajectory of quadruped robot
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Abstract：Joint space trajectory planning is one of the important contents of robot motion control. In

order to combine Cartesian space trajectory planning with joint space trajectory planning，this paper

proposes a new type of bionic foot trajectory，and uses three different methods：equidistant points，sec‐

ond type Chebyshev points and isochronous points. The foot trajectory is discretely sampled and the

position of the interpolation point is determined，and the interpolation point is mapped to the joint

space to control the joint of the robot. Firstly，the fifth-degree polynomial is used to plan the joint

space trajectory，and the Hermite polynomial curve is constructed to estimate the angular velocity and

angular acceleration of the interpolation point，and the joint space trajectory curve is obtained. The vir‐

tual prototype is simulated and the single-leg physical prototype experiment is analyzed，and the fit be‐

tween the actual curve and the designed foot trajectory is analyzed，and the trajectory curve based on

the isochronous point interpolation and the planned composite foot trajectory curve are obtained. The
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degree of fitting is higher；the curve of angular velocity and angular acceleration estimation using the

Hermite polynomial estimation method not only has a higher degree of fitting，but also has a smoother

trajectory，reduced angular acceleration mutations，and better kinematics performance.

Key words：quadruped robot；trajectory planning；Cartesian space；joint space；isochronous point

仿生机器人是当前研究的热点问题，而良好

的足端轨迹可以增加四足机器人对复杂地形的适

应性和稳定性，因此四足机器人的轨迹规划是研

究的重要问题［1-3］。四足机器人的轨迹规划通常是

在笛卡尔空间或关节空间中进行的，并且两者之

间存在着映射关系。笛卡尔空间轨迹规划能直观

了解足端的运动轨迹，但求解关节转角的逆运动

学计算量很大。关节空间轨迹规划常采用插值的

方法，在运算方面有着较好的优越性［4-5］。常见的

足端轨迹有摆线轨迹和多项式轨迹等方式［6-8］。

Yoshihiro Sakakibara 等提出了摆线轨迹的规划方

法［9］。王立鹏等提出了足端零冲击轨迹，使足端

轨迹在理论上具有零冲击的特性［10］。袁帅东等改

进了摆线轨迹，在摆动相中间加了一条水平线，

增强了足端的跨障能力［11］。为了使加速度连续并

得到更平滑的足端轨迹曲线，Thomas Buschmann

提出了基于分段五次多项式的足端轨迹［12］，该轨

迹可在保证加速度曲线连续的同时，保证足端在

起落点时实现理论上的零冲击。邓华等利用五次

多项式对六足并联机器人的足端轨迹进行规划，

取得了良好的效果［13］。周坤等利用五次多项式规

划了摆动腿跨步阶段的足端轨迹，并在四足机器

人上进行了实验验证［14］。常用的关节空间轨迹规

划方法有线性插值、B样条插值法和高阶多项式插

值等［15］。线性插值法简单方便，但其速度不连续

且要求加速度无限大。高阶多项式可保证关节空

间运动过程中的角速度和角加速度连续。Reza

Dehghani 等使用五次多项式插值进行了五连杆两

足动物的循环步态规划和运动控制［16］。仲军等根

据主动力矩最小的原则，使用八阶多项式对四足

机器人关节空间进行了轨迹规划和实验验证［17］。

理想情况下，可通过无限细分足端轨迹点数

量进行逆解来计算关节角度，从而获得关节运动

的特性曲线来控制关节的精确运动。但由于控制

器计算能力的限制，无法进行密集取点并进行运

动学逆解计算。本文将笛卡尔空间和关节空间规

划的优点相结合，对规划好的足端轨迹进行离散

采样，使用不同的插值点选取方式确定较少的插

值点位置进行运动学反解；并在关节空间内进行

角速度和角加速的优化，再对相邻的插补点之间

用五次多项式函数关系进行连接［18］，以获得平滑

的关节曲线来驱动电机运动。因只需对足端轨迹

曲线的采样点进行逆运动学计算，本文的方法极

大地减少了计算量。最后，将得到的足端轨迹与

理想的足端轨迹进行了误差比较，得到了最优的

插值方法和角速度、角加速度优化方法。

1 足端轨迹规划

1. 1 轨迹规划

摆线运动规律因能很好地满足足端零冲击的

轨迹规划要求，在四足机器人的足端轨迹规划中

得到了广泛的应用，其表达式为
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式中H为抬腿高度，S为步幅，Tf为摆动相周期，

Tω为摆动相周期的一半。

文献 ［12］ 中，Thomas Buschmann 基于五次

多项式构造足端轨迹，使得该轨迹具备足端零冲

击以及速度、加速度连续的特点。相比于摆线运

动规律，基于五次多项式构造足端轨迹无泰勒级

数展开求解的负担。其数学表达式为
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基于摆线类型的轨迹具备圆弧形的特点，方
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便在后续使用切比雪夫点进行插值点的选取；而

基于五次多项式类型的轨迹，在后续进行五次多

项式关节空间轨迹规划中具有连贯性和一致性。

因此，本文选用了摆线轨迹X方向的曲线和五次多

项式轨迹Y方向的曲线，建立了复合足端轨迹（以

下简称复合轨迹），实现了将摆线运动规律和五次

多项式运动规律的融合。该轨迹曲线既结合了摆

线规律和五次多项式规律的优点，又使得足端在

理论上具有零冲击、速度和加速度连续的特点，

其形式为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

x = S ( )t
Tf
- 12 -

1
2π sin ( )2πt

Tf
， t ∈ [ 0，Tf ]，

y = 6H
T 5
ω

t5 - 15H
T 4
ω

t4 + 10H
T 3
ω

t3， t ∈ [ 0，Tw ]，
y = 6H

(Tf - Tw )5 ( )Tf - t 5 - 15H
(Tf - Tw )4 ( )TF - t 4

+ 10H
(Tf - Tw )3 ( )Tf - t 3

， t ∈ [Tw，Tf ] .
（3）

给出一组运动参数 H = 40 mm，S = 160 mm，

Tf = 0.5 s，Tw = 0.25 s。图 1 是根据给定参数得出

的笛卡尔坐标空间的三类足端轨迹曲线。其中，

复合轨迹具有更大的底部运动空间，落地角度更

加垂直不易打滑，故选取复合轨迹作为四足机器

人的足端轨迹。

1. 2 机构描述及运动学分析

为了便于进行轨迹规划研究，采用简化模型

进行运动学分析。如图 2所示，整机采用前肘后膝

式配置。设大腿长为 L1，小腿长为 L2，髋关节转角

为 θ1，膝关节转角为 θ2。
用 Simulink 搭建上述简化模型的单腿运动系

统。通过对该系统发送一个时间信号激励，使该

模型按照设定的复合轨迹进行逆向运动学求解，

并通过求解的结果驱动系统的物理模型进行轨迹

的运动学仿真。取 L1 = 170 mm，L2 = 255 mm，单

腿一个步态周期的连杆结构轨迹如图3所示。

在Simulink仿真中，获得髋膝关节的位移、角

速度和角加速度如图 4所示。图 4中，关节转动的

角度曲线平滑无突变，角速度、角加速度曲线在

较小范围内平缓波动。上述关节运动曲线是微分

细化后的求解结果，是对理想的关节运动曲线的

逼近［19］。但在实际使用中，由于控制器计算能力

有限，无法拾取大量中间点并进行运动学正反解

计算，这将极大阻碍系统运动的实时性［20］。同时，

微分的过程忽略了各个相邻中间点之间的连接关

系，仅是对求解后的点进行直线对接，会导致与

实际运动情况不符［21-22］。

图1 笛卡尔坐标空间的三类足端轨迹

Fig. 1 Three types of foot trajectories

in Cartesian coordinate space

图2 四足机器人简化模型

Fig. 2 Simplified model of a quadruped robot

图3 单腿一个步态周期的连杆结构轨迹

Fig. 3 A gait cycle link structure trajectory of a single leg
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2 关节空间轨迹优化

2. 1 插值点的选取

合适的插值点选择可以将轨迹的中间点数量

降到最少，增加轨迹与理想轨迹的接近程度。对

足端轨迹进行离散插值的方法有等间距点、等时

点及切比雪夫点等多种方法［23-24］。在轨迹平面内，

对 x方向等分称为等间距点；对时间 t等分称为等

时点；切比雪夫点是单位圆周上等距分布的横坐

标，在端点处更密集，更适合于圆弧曲线的插值。

由于切比雪夫点可避免龙格现象的产生，因此被

广泛地用于高阶多项式的插值。第二类切比雪夫

多项式为

Un( x) = sin ( )( )n + 1 arc cos ( )x
sin ( )arc cos ( )x ， （4）

其中n ∈ N，x ∈ R，且 |x| ≤ 1。式（4）也可记为

Un ( x ) =∑
k ≥ 0

( )-1 k( )n + 1
2k + 1 xn - 2k(1 - x2 ) k. （5）

这里 n ∈ N，x ∈ C。对式（5）求根，即可得第

二类切比雪夫点。n阶第二类切比雪夫多项式在区

间 [-1，1]内有n + 1个根，即

xk = cos ( kπn ) ， （6）

其中 k = 0，1，2，⋯，n。在轨迹上选取 11 个插值点

将曲线分为 10 份，表 1 给出了等间距插值点、切

比雪夫插值点以及等时插值点的坐标值，与图 5中

轨迹曲线上的插值点对应。

2. 2 五次多项式插补

为了确定三种插值对关节空间映射效果，将

等间距点、切比雪夫点和等时点对应的轨迹点作

为选用的插值映射点进行运动学反解求得关节空

间的轨迹插值点。这在很大程度上减轻了控制器

的计算负担，增强了系统运动的控制实时性。为

图4 髋膝关节的位移、速度和加速度曲线

Fig. 4 Displacement, velocity and acceleration curves

of hip and knee joint
表1 三种足端插值点位置

Table 1 Three kinds of foot-end interpolation point position

序号

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

等间距点

（‒80. 00，0. 00）

（‒64. 00，21. 33）

（‒48. 00，31. 96）

（‒32. 00，37. 46）

（‒16. 00，39. 65）

（0. 00，40. 00）

（16. 00，39. 65）

（32. 00，37. 46）

（48. 00，31. 96）

（64. 00，21. 33）

（80. 00，0. 00）

切比雪夫点

（‒80. 00，0. 00）

（‒76. 09，7. 34）

（‒64. 72，20. 67）

（‒47. 02，32. 42）

（‒24. 72，38. 78）

（0. 00，40. 00）

（24. 72，38. 78）

（47. 02，32. 42）

（64. 72，20. 67）

（76. 09，7. 34）

（80. 00，0. 00）

等时点

（‒80. 00，0. 00）

（‒78. 97，2. 32）

（‒72. 22，12. 70）

（‒56. 22，27. 30）

（‒30. 97，37. 68）

（0. 00，40. 00）

（30. 97，37. 68）

（56. 22，27. 30）

（72. 22，12. 70）

（78. 97，2. 32）

（80. 00，0. 00）

图5 三种足端插值曲线

Fig. 5 Three kinds of foot-end interpolation curves
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保证各插值点之间平滑过渡，以达到相邻点之间

的角度、角速度、角加速度值连续的效果，需要

在各相邻插值点之间设置插补函数。五次多项式

能满足角度 θ，角速度ω，角加速度 α连续的最少

阶数要求，相比于更高阶的多项式，计算量较小，

还能够避免龙格现象。所以，本文采用五次多项

式曲线对各相邻插值点进行连接，通过确定各插

值点的关节特性参数，从而保证两个插值点之间

的平滑性。五次多次式的一般表达式为

θ ( t) = a5 t5 + a4 t4 + a3 t3 + a2 t2 + a1 t + a0. （7）

给定边界条件为

θ ( t0 ) = θ0， θ ( tf ) = θf，
θ̇ ( t0 ) = ω0， θ̇ ( tf ) = ωf，

θ̈ ( t0 ) = α0， θ̈ ( tf ) = αf，
其中 θ0，ω0，α0为起始点的角度、角速度和角加速

度。θf，ωf，αf 为终止点的角度、角速度和角加速

度。将边界条件代入（7），得
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一般情况而言，式 （8） 中的 θ0，θf是已知的，

ω0，ωf，α0，αf可通过差商来确定。然而，差商的结果

与实际偏差较大，所以本文构造Hermite多项式估计

关节插值点的角速度和角加速度，从而减少关节的冲

击和振动，提升机器人关节空间运动轨迹的平滑性。

首先，取前 3 个插补点 θ1，θ2，θ3 和边界条件

ω1 = 0来构造三次三节点的 Hermite 多项式，即多

项式P ( t )满足条件

P ( ti ) = f ( ti )， P' ( t1 ) = f ' ( t1 )， i = 1，2，3.
（9）

因此，Hermite多项式为

P ( t ) = f ( t1 ) + f [ t1，t2 ] ( t - t1 ) + f [ t1，t2，t3 ]
⋅( t - t1 ) ( t - t2 ) + A( t - t1 ) ( t - t2 ) ( t - t3 )，

（10）

其中

A = f ' ( t1 ) - f [ t1，t2 ] - ( t1 - t2 ) f [ t1，t2，t3 ]( t1 - t2 ) ( t1 - t3 ) .（11）

第二个插值点的角速度和角加速度估计值为

ω2P'2，α2P″2。同理，ωi，αi 可以由 θi - 1，θi，θi + 1 和已

经求出的ωi - 1来确定，其中 i = 2，3，…，9。从而，求

出除首末两点之外的所有插值点的角速度和角加

速 度 。 设 定 ω 与 α 的 首 末 边 界 条 件 为

ω1 = 0，ω11 = 0，α1 = 0，α11 = 0，就可得到全部关

节插补点的角度、角速度、角加速度数据。

在给定插值点基础上进行逆向运动学求解，

得到 11 个关节空间插值点，分别对三类插值点构

造三次三节点的Hermite多项式来估计插值点的角

速度和角加速度，并对其进行五次多项式轨迹规

划。图 6是采用切比雪夫点插值轨迹获得的关节角

速度、角加速度和角加加速度。可以看出，采用

Hermite多项式估计方法能有效的减少角加速度和

角加加速度的突变值大小，角速度曲线也变得更

加的平滑。

表 2 和 3 分别为对三类插值点使用 Hermite 多

项式和差商估计得到的角加速度、角加加速度突

变最大值以及角加速度、角加加速度减少率。以

髋关节为例，等间距插值点角加速度减少率为

38. 93%，切比雪夫插值点角加速度减少率为

20. 53%，等时插值点角加速度减少率为 7. 83%。

所以，三类插值点情形下，采用Hermite多项式估

计方法对髋膝关节角加速度和角加加速度的突变

最大值均有较大的减小。

此外，采用等时插值和 Hermite多项式估计方

法的髋膝关节角加速度突变最大值分别为 41. 38和

45. 86 rad/s2。在 3种插值方法中，等时插值的角加

速度突变最大值最小；虽然切比雪夫插值的角加

加速度突变最大值最小，但和等时点插值差别不

大。且角加速度对于运动的影响更大，因此使用

等时插值和Hermite多项式估计方法有利于减少电

机的抖动和控制器的功耗。

3 仿真与实验

3. 1 单腿轨迹仿真与实验

为了验证实际应用效果，使用实验室开发的

四足机器人。图 7是简化单腿与实际腿部之间的映

射关系。根据几何关系可知，四足机器人实际结

构和简化结构之间存在转换关系

θ
⌢
1 = θ1， （12）
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θ̑2 = θ1 - 90
+ arccos 2a24 - 2a4 l1cos(θ2 - 10)

2a4 ⋅ a24 + l21 - 2a4 l1cos(θ2 - 10)
+ arccos 2l1 - 2a4 l1cos(θ2 - 10)

2l1 ⋅ a4 + l21 - 2a4 l1cos(θ2 - 10)
.
（13）

式中 θ̑1 为大腿电机转角， θ̑2 为小腿电机转角，

a4 = 34 mm，l1=170 mm，l2=255 mm。

采用 Simulink对该机器人进行运动仿真分析，

图 8是单腿摆动相的虚拟样机运动过程。为了定量

描述实际曲线和理想复合曲线的偏差大小，这里

采用式 （14） 计算平均误差值 （以下简称为误差

值），即

ψ =∑i = 0
n [ x̑ ( ti ) - x ( ti ) ]2 + [ y̑ ( ti ) - y ( ti ) ]2

n ，
（14）

式中 n代表实际曲线和理想复合曲线的取点个数，

( x̑ ( ti )，y̑ ( ti ) )为实际曲线上的点，( x ( ti )，y ( ti ) )为理

想曲线上的点。

在实际曲线和理想的复合轨迹曲线上，各取

500个点用式（14）进行误差计算，结果如表 4所

示。可以看出，等时点插值的曲线与理想的复合

轨迹的接近程度更好，Hermite多项式估计方法相

比于差商估计对曲线的接近程度有明显的提高；

使用Hermite多项式估计，等距点插值的误差降低

了 12. 61%，切比雪夫点插值的误差降低了 23. 3%，

等时点插值误差降低了29. 24%。

图6 关节角速度、角加速度和角加加速度的对比分析

Fig. 6 Comparative analysis of joint angular velocity, angular acceleration and angular jerk

图7 单腿映射关系

Fig. 7 Single-leg mapping

图8 虚拟样机的运动过程

Fig. 8 The movement process of the virtual prototype
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图 9 是实体样机使用 Hermite 多项式估计的等

时点插值方法在一个摆动相运动周期内的运动过

程。通过激光跟踪仪来对足端进行跟踪采集来获

得实际样机的足端轨迹，如图 10 所示。由于实际

样机腿部关节处存在装配间隙，导致激光跟踪仪

采集得到的足端轨迹和仿真得到的足端轨迹存在

细小的偏差。但通过实体样机实验，可以看出机

器人单腿运动平稳，无明显抖动现象，证明了所

提出算法的有效性和正确性。

3. 2 步态仿真实验

为了验证复合轨迹在四足机器人上的行走的效

果，使用Matlab和Adams进行联合仿真实验。采用

trot步态，设定步态周期为 0. 8 s，使用本文所提出

的复合轨迹和优化算法进行四足机器人整机的步

态仿真。四足机器人一个步态周期的运动如图 11

所示。

在仿真模型上应用复合轨迹、摆线轨迹和五

次多项式轨迹进行 tort步态仿真实验。躯干质心在

世界坐标系上运动轨迹如图 12~13所示。图 12中，

三种轨迹的四足机器人步态平稳，无明显打滑现

象；且由放大图可以看出，复合轨迹质心位移最

远，其速度为 395. 17 mm/s，更不易发生打滑。图

13 中，三种轨迹的四足机器人运动平稳，躯干的

起伏波动较小，且应用三种轨迹的机器人质心波

动范围差别很小。以上证明了所设计的复合轨迹

和相关算法的可行性。

4 结 论

针对四足机器人的笛卡尔空间足端轨迹规划，

表3 三类插值点的Hermite多项式和差商估计角加加速度突变最大值、减少率

Table 3 The Hermite polynomial and difference quotient estimation of three types of interpolation points

to estimate the maximum angular jerk abrupt change and reduction rate

三类插值点

等间距点

切比雪夫点

等时点

关节

髋关节

膝关节

髋关节

膝关节

髋关节

膝关节

角加加速度突变最大值/（rad·s-3）

差商估计

1. 67×104

1. 83×104

8. 08×103

1. 25×104

6. 91×103

9. 29×103

Hermite多项式估计

5. 61×103

7. 43×103

4. 12×103

4. 97×103

4. 23×103

5. 59×103

角加加速度/%

66. 39

59. 49

48. 99

60. 24

38. 80

39. 83

表2 三类插值点的Hermite多项式和差商估计角加速度突变最大值、减少率

Table 2 The Hermite polynomial and difference quotient estimation of three types of interpolation points

to estimate the maximum angular acceleration abrupt change and reduction rate

三类插值点

等间距点

切比雪夫点

等时点

关节

髋关节

膝关节

髋关节

膝关节

髋关节

膝关节

角加速度突变最大值/（rad·s-2）

差商估计

81. 97

74. 42

53. 68

72. 92

44. 90

50. 94

Hermite多项式估计

50. 06

51. 93

42. 66

50. 53

41. 38

45. 86

角加速度

减少率/%

38. 93

30. 22

20. 53

30. 70

7. 83

9. 94

表4 两种插值法的曲线误差比较

Table 4 Comparison of the curve error

of the two interpolation methods

估计方法

差商

Hermite多项式

插值方法

等间距点插值

切比雪夫点插值

等时点插值

等间距点插值

切比雪夫点插值

等时点插值

误差值ψ

0. 049 2

0. 013 3

0. 010 9

0. 043 0

0. 010 2

0. 007 7
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研究了摆线运动规律和五次多项式运动规律的性

质和特点，将两者相结合得到了一种复合足端轨

迹。为降低实际运动过程中足端轨迹的运动学计

算负担，将复合足端轨迹的插值点数量压缩至 11

个，同时采取等间距点、切比雪夫点和等时点三

类插值点来进行比较分析。

利用五次多项式曲线对各插值点之间进行关

节空间轨迹规划，使用Hermite多项式曲线进行对

插值点的角速度和角加速度估计，得到了基于三

类插值方法的关节空间运动曲线。结果表明：使

用Hermite多项式估计的关节空间各关节的角速度

变化更加平滑，角加速度和角加加速度的突变值

明显减少。对三类插值方法而言，等时点插值的

角加速度突变值更低，效果更好。

通过 Simulink 进行单腿仿真，并使用 Hermite

多项式估计，所得到的足端实际轨迹与理想的复

合轨迹的误差值明显减少。采用等时点进行插值

的方法所得到的实际轨迹与理想的复合足端轨迹

更为接近。通过实体样机实验和整机的步态仿真

实验，验证了上述方法和结论的有效性和正确性。

图9 实体样机的运动过程

Fig. 9 The movement process of the physical prototype

图11 四足机器人一个步态周期运动

Fig. 11 A gait cycle of a quadruped robot

图10 激光跟踪仪获得的实际样机足端轨迹

Fig. 10 Foot trajectory of actual prototype

obtained by laser tracker 图13 躯干质心在竖直方向上的运动轨迹

Fig. 13 The trajectory of the torso center

of mass in the vertical direction

图12 躯干质心在前进方向上的运动轨迹

Fig. 12 The trajectory of the torso center

of mass in the forward direction

149



第 61 卷中山大学学报（自然科学版）（中英文）

参考文献：

［1］ ESPINAL A，ROSTRO-GONZALEZ H，CARPIO M，

et al. Quadrupedal robot locomotion：A biologically in‐

spired approach and its hardware implementation［J］.

Computational Intelligence and Neuroscience， 2016

（1）：1-13.

［2］ SARADAGI A，MURALIDHARAN V，KRISHNAN V，

et al. Formation control and trajectory tracking of non‐

holonomic mobile robots［J］. IEEE Transactions onCon‐

trol Systems Technology，2018，26（6）：2250-2258.

［3］ 王国彪，陈殿生，陈科位，等 . 仿生机器人研究现状与

发展趋势［J］. 机械工程学报，2015，51（13）：27-44.

［4］ CRAK J J. 机器人学导论［M］. 北京：机械工业出版

社，2006：161-175.

［5］ BEAREE R，OLABI A. Dissociated jerk-limited tra‐

jectory applied to time-varying vibration reduction［J］.

Robotics and Computer-Integrated Manufacturing，

2013，29（2）：444-453.

［6］ LIU C H，SU N W，LIN M H，et al. A multi-legged

biomimetic stair climbing robot with human foot trajec‐

tory［C］// IEEE International Conference on Robotics &

Biomimetics. IEEE，2016.

［7］ YANG K，LI Y，ZHOU L，et al. Energy efficient foot

trajectory of trot motion for hydraulic quadruped robot

［J］. Energies，2019，12（13）：2514-2538.

［8］ 高建设，王玉闯，刘德平，等 . 新型四足步行机器人串

并混联腿的轨迹规划与仿真研究［J］. 郑州大学学报

（工学版），2018，39（2）：23-27+38.

［9］ SAKAKIBARA Y，KAN K，HOSODA Y，et al. Foot

trajectory for a quadruped walking machine［C］// Intelli‐

gent Robots and Systems '90. IEEE，1990.

［10］ 王立鹏，王军政，汪首坤，等 . 基于足端轨迹规划算法

的液压四足机器人步态控制策略［J］. 机械工程学

报，2013，49（1）：39-44.

［11］ YUAN S ，ZHOU Y ，LUO C . Crawling gait plan‐

ning based on foot trajectory optimization for quadru‐

ped robot［C］// IEEE International Conference on Me‐

chatronics and Automation. IEEE，2019.

［12］ BUSCHMANN T. Simulation and control of biped

walking robots［D］. München：Technische Universität

München，2010.

［13］ DENG H ，XIN G ，ZHONG G ，et al. Gait and tra‐

jectory rolling planning and control of hexapod robots

for disaster rescue applications［J］. Robotics & Autono‐

mous Systems，2017，95：13-24.

［14］ 周坤，李川，李超，等 . 面向未知复杂地形的四足机器

人运动规划方法［J］. 机械工程学报，2020，56（2）：

210-219.

［15］ BORYGA M，GRABO A. Planning of manipulator

motion trajectory with higher-degree polynomials use

［J］. Mechanism & Machine Theory，2009，44（7）：

1400-1419.

［16］ DEHGHANI R，FATTAH A，ABEDI E. Cyclic gait

planning and control of a five-link biped robot with

four actuators during single support and double sup‐

port phases［J］. Multibody System Dynamics，2015，

33（4）：389-411.

［17］ ZHONG J ，LUO M ，FAN J ，et al. Trajectory plan‐

ning of an intermittent jumping quadruped robot with

variable redundant and underactuated joints ［J］ .

Complexity，2018（9）：1-14.

［18］ 孙瑛，程文韬，李公法，等 . 关节型机器人轨迹规划算

法及轨迹规划研究现状［J］. 长江大学学报（自科

版），2016，13（28）：32-38+5.

［19］ 谭民 . 先进机器人控制［M］. 北京：高等教育出版社，

2007：91-111.

［20］ 王诗瑶，郭祖华 . 基于神经网络的仿人跑步机器人步

态规划［J］. 计算机仿真，2020，37（3）：319-323+413.

［21］ CHEN M F，ZHANG K X，WANG S，et al. Analysis

and optimization of interpolation points for quadruped

robots joint trajectory［J］. Complexity，2020（1）：

1-17.

［22］ 张爽，邬依林，葛伟亮，等 . 仿人服务机器人的平衡控

制［J］. 中山大学学报（自然科学版），2016，55（5）：

14-20.

［23］ SOMMARIVA A，VIANELLO M. Polynomial fitting

and interpolation on circular sections［J］. Applied

Mathematics & Computation，2015，258：410-424.

［24］ MAXIMILIAN G ，KATHRIN G ，MIRCO M ，et al.

Chebyshev interpolation for parametric option pri-
cing［J］. Quantitative Finance，2018，22（3）：701-731.

（责任编辑 王海蓉）

150


