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摘 要：研究了一个具有坏死核的双曲型肿瘤生长的Robin自由边界问题。该模型包含了一个描述营养物浓度

变化的椭圆型方程，一个描述肿瘤半径的常微分方程和三个分别描述增殖细胞，休眠细胞和死亡细胞演化的一

阶非线性双曲偏微分方程。通过特征线方法和Banach不动点定理证明了该模型整体解的存在唯一性。同时证明

了当KR = 0时， lim
t → +∞ R (t) = +∞.
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本文研究了具有坏死核肿瘤生长模型的Robin自由边界问题。在文献［1-2］中，Byrne和Chaplain提出

的关于肿瘤生长的自由边界问题已被广泛研究。肿瘤生长的偏微分模型主要分三类：一是只含反应扩散

方程的Byrne-Chaplain型肿瘤模型，二是含有反应扩散方程和守恒律方程的King-Ward型肿瘤模型，三是

含有反应扩散方程、守恒律方程和 Stokes方程的流体型肿瘤模型（由Franks等提出）。崔尚斌［3］介绍了肿瘤

生长自由边界问题的研究内容和进展状况。在文献［4-13］中讨论了肿瘤生长细胞在Dirichlet边界条件下解

的适定性和解的性质，其中文献［12-13］讨论了带有坏死核的肿瘤生长细胞在Dirichlet边界条件下解的适

定性。

2015年，文献［14］讨论了带有Robin边界条件的Byrne-Chaplain型肿瘤生长模型的自由边界问题， 得

到了解的适定性和解的渐近性态。关于Robin自由边界问题的定性分析在文献［15-20］已获得了相应的结

果，其中文献［18-20］中研究了带有坏死核的肿瘤生长细胞在Robin边界条件下的定性分析。

事实上，肿瘤生长主要包括两个阶段。假设CD（正常数）表示坏死阈值：当C > CD时，营养足够使肿

瘤存活；当 0 ≤ C ≤ CD时，营养不足以使肿瘤细胞存活，所有细胞将死亡［2］。本文在文献［6］的基础上考

虑营养物浓度C带坏死核的线性椭圆方程的Robin自由边界问题。具体模型如下
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∇2C - λCH ( )C - CD = 0， || x < R ( )t ， t > 0，
∂C
∂r ( )0，t = 0， ∂C

∂r + α ( )C - C̄ = 0， || x = R ( )t ， t > 0，
∂P
∂t + div ( )Pv = [ ]K̄B ( )C - K̄Q ( )C - K̄A ( )C P + K̄P ( )C Q， || x < R ( )t ，t > 0，
∂Q
∂t + div ( )Qv = K̄Q ( )C P - [ ]K̄P ( )C + K̄D ( )C Q， || x < R ( )t ，t > 0，
∂D
∂t + div ( )Dv = K̄A ( )C P + K̄D ( )C Q - K̄RD， || x < R ( )t ，t > 0，
P + Q + D = N， || x > R ( )t ，t > 0，
v = ∇π， || x < R ( )t ，t > 0，
π = θκ， || x = R ( )t ，t > 0，
dR
dt =

x
|| x
⋅ v， || x = R ( )t ，t > 0，

C = C0， || x ≤ R 0，t = 0，
P = P0，Q = Q0，D = D0， || x ≤ R 0，t = 0，
R = R0， t = 0，

（1）

其中 | x | ≤ R (t) (x ∈ R3)表示肿瘤在时刻 t所占的空间区域（即肿瘤呈球状且R (t)为时刻 t的肿瘤半径）。ρ (t)
为时刻 t的肿瘤坏死核半径，H ( ⋅ )为Heaviside函数，P，Q和D分别代表增殖细胞、休眠细胞和死亡细胞

的密度，N（正常数）代表这三类细胞混合体的密度，v代表肿瘤细胞的运动速度，K̄B (C)，K̄P (C)，K̄Q (C)分
别表示增殖细胞的繁殖速率，休眠细胞变为增殖细胞的转换速率和增殖细胞变为休眠细胞的转换速率，

K̄A (C)和 K̄D (C)分别表示增殖细胞和休眠细胞的死亡速率，KR是与C无关的正常数，表示死亡细胞的消解

速率，其中 K̄B (C)，K̄Q (C)随着C的增大而增大，K̄A (C)，K̄P (C)，K̄D (C)随着C的增大而减小。另外，由于

增殖率大于凋亡率，所以 K̄B (C) > K̄A (C). θ为肿瘤表面的压力即表面张力，κ表示肿瘤表面的平均曲率，

C0，P0，Q0，D0，R0为初始值。

在本文中，考虑径向对称情况，令 v = x
|| x
ū，r = | x |，对模型进行无量纲化，因为 P + Q + D = N，令

p̄ = P
N
，q̄ = Q

N
，c = C

C̄
，cD = CD

C̄
，得到如下等价的方程组

1
r2
∂
∂r (r2 ∂c∂r ) = λcH (c - cD)， 0 < r < R (t)，t > 0， （2）

∂c
∂r (0，t) = 0， r = 0，t > 0， （3）
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∂c
∂r + α (c - 1) = 0， r = R (t)，t > 0， （4）
∂p̄
∂t + ū

∂p̄
∂r = [KB (c) - KQ (c) - KA (c) ] p̄ + KP (c) q̄ - [ (KB (c) + KR) p̄ +KR q̄ - KR ] p̄， 0 ≤ r ≤ R (t)，t > 0，

（5）
∂q̄
∂t + ū

∂q̄
∂r = KQ (c) p̄ - [KP (c) + KD (c) ] q̄ - [ (KB (c) + KR) p̄ +KR q̄ - KR ] q̄， 0 ≤ r ≤ R (t)，t > 0， （6）

1
r2
∂
∂r (r2 ū) = (KB (c) + KR) p̄ +KR q̄ - KR， 0 < r ≤ R (t)，t > 0， （7）

ū (0，t) = 0， t > 0， （8）
dR ( )t
dt = ū (R (t)，t)， t > 0， （9）

c (r，0) = c0 (r)，p̄ (r，0) = p̄0 (r)，q̄ (r，0) = q̄0 (r)， 0 ≤ r ≤ R0， （10）
R (0) = R0， （11）

其中Ki (c) = K̄i (C̄c)，(i = A，B，D，P，Q).
本文的主要结果如下：

定理1 当0 ≤ r ≤ R (t)，0 ≤ t < ∞时，方程组（2）～（11）有唯一解，并且具有以下性质

p̄ (r，t) ≥ 0，q̄ (r，t) ≥ 0，p̄ (r，t) + q̄ (r，t) ≤ 1，
R0 exp ( )- 13 KRt ≤ R (t) ≤ R0 exp ( )1

3 KB ( )1 t ，

- 13 KR ≤ Ṙ ( )tR ( )t
≤ 13 KB (1) . （12）

定理2 假设KR = 0且
α (r，0) ≠ 0，pr (r，0) ≥ 0，dr (r，0) ≤ 0，0 ≤ r ≤ R (t)， （13）

KD (c) ≥ KA (c)，0 ≤ c ≤ 1， （14）
成立，则有

lim
t → +∞ R (t) = +∞. （15）

1 解的存在唯一性

根据文献［2］，假设 c和
∂c
∂r在 r = ρ上连续，即

∂c
∂r (ρ (t) - 0，t) =

∂c
∂r (ρ (t) + 0，t)，t > 0， （16）

c (ρ (t) - 0，t) = c (ρ (t) + 0，t) = cD，t > 0. （17）
由式（2）～（3）和式（16）～（17）得

c (r，t) =
ì

í

î

ïï
ïï

cD， 0 ≤ r ≤ ρ，
cD
λ r

é
ë

ù
ûsinh ( )λ ( )r - ρ + λ ρ cosh ( )λ ( )r - ρ ，ρ ≤ r ≤ R ( )t . （18）

由式（4）和式（18）可得

cD = λ αR
α + g ( )R，ρ

⋅ 1
sinh ( )λ ( )r - ρ + λ ρ cosh ( )λ ( )r - ρ ， （19）

其中

g (R，ρ) = λ ( )R - ρ cosh ( )λ ( )R - ρ + ( )λRρ - 1 sinh ( )λ ( )R - ρ
R éë

ù
ûsinh ( )λ ( )R - ρ + λ ρ cosh ( )λ ( )R - ρ .

由式（19）得
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sinh ( λ (R - ρ)) + λ ρ cosh ( λ (R - ρ)) = 1cD
α λ R

α + g ( )R，ρ
， （20）

因此，问题（2）～（4）解的存在唯一性等价于式（20）解的存在唯一性。

定义g0 (x) = g (x，0)，则

g0 (x) = xk (x) = λ coth ( λ x) - 1x， k ( x ) = λ x coth ( )λ x - 1
x2

.
下面引入一些预备引理：

引理1［19］ （i）对任意的 x > 0，有 k′(x) < 0，且有

lim
x → 0+ k (x) =

λ
3， lim

x → +∞ k (x) = 0.
（ii）对任意的 x ≥ 0，有g′0 (x) > 0，且函数g0 (x)满足如下性质

lim
x → 0 g0 (x) = 0， lim

x → +∞ g0 (x) = λ， lim
x → 0 g′0 (x) = λ3 .

引理2［19］ 若CD < C̄，即 cD < 1时，则方程

(1 + g0 ( )R
α ) sinh ( )λ R

λ R
= 1
cD

，

存在唯一解R = R*.
引理3［19］ 对于R > R*，方程

sinh ( λ (R - ρ)) + λ ρ cosh ( λ (R - ρ)) = 1cD
α λ R

α + g ( )R，ρ

在 (0，R )内存在唯一解 ρ = ρ (R)，且 ρ (R)有如下性质：

（i） ρ (R)关于R严格单调递增，ρ′(R) > 1且
ρ (R*) = lim

R → R*
ρ (R) = 0， lim

R → +∞ ρ (R) = +∞. （21）
（ii） ρ ( )R

R
关于R严格单调递增，且

lim
R → +∞ (R - ρ (R)) = A， lim

R → +∞
ρ ( )R
R

= 1， （22）
其中A为正常数。

考虑以下方程

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

1
r2
∂
∂r ( )r2

∂c ( )r，R
∂r = λc ( )r，R H ( )c ( )r，R - cD ， 0 ≤ r ≤ R，

∂c
∂r ( )0，R = 0，
∂c
∂r ( )R，R + α ( )c ( )R，R - 1 = 0.

（23）

注意到函数 cH (c - cD)关于 c严格单调递增，故方程（23）有唯一解。

定理3 若0 < R ≤ R*，方程（23）的解为

c (r，R) = α
α + g0 ( )R

R sinh ( )λ r

r sinh ( )λ R
， （24）

其中，

c ( )0，R = α
α + g0 ( )R

λ R

sinh ( )λ R
.

若R > R*，方程（23）的解为
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c ( r，R ) =
ì

í

î

ïï
ïï

cD， 0 ≤ r ≤ ρ (R )，
cD
λ r

é
ë

ù
ûsinh ( )λ ( )r - ρ ( )R + λ ρ cosh ( )λ ( )r - ρ ( )R ， ρ ( )R ≤ r ≤ R. （25）

2 转换方程组

为了能够更简便地求解以上方程组，我们将其转换为一个与之等价的固定区域进行求解。作变量

替换

z = r
R ( )t

， t = t， σ (z，t) = c (r，t)， R (t) = R (t)，
则式（24）～（25）等价于

若0 < R ≤ R*，
σ (z，R) = α

α + g0 ( )R

sinh ( )λ Rz

z sinh ( )λ R
，0 < z ≤ 1，R > 0； （26）

其中

σ ( )0，R = α
α + g0 ( )R

λ R

sinh ( )λ R
，R > 0 .

若R > R*，

σ (z，R) =
ì

í

î

ï
ï
ï
ï

cD， 0 ≤ z ≤ ρ ( )R
R

，

cD
λ Rz

é
ë

ù
ûsinh ( )λ ( )Rz - ρ ( )R + λ ρ cosh ( )λ ( )Rz - ρ ( )R ，

ρ ( )R
R

≤ z ≤ 1.
（27）

再作如下变量替换

p (z，t) = p̄ (r，t)， q (z，t) = q̄ (r，t)， u (z，t) = ū ( )r，t
R ( )t

.
则方程组（5）～（11）等价于以下方程组

∂p
∂t + v

∂p
∂z = [KB (σ) - KQ (σ) - KA (σ) ] p + KP (σ )q -[ (KB (σ) + KR) p + KRq - KR ] p， 0 ≤ z ≤ 1，t > 0，

（28）
∂q
∂t + v

∂q
∂z = KQ (σ) p - [KP (σ) + KD (σ) ]q - [ (KB (σ) + KR) p + KRq - KR ]q， 0 ≤ z ≤ 1，t > 0， （29）

v (z，t) = u (z，t) - zu (1，t)， 0 ≤ z ≤ 1，t > 0， （30）
1
z2
∂
∂z (z2u) = (KB (σ) + KR) p + KRq - KR， 0 < z ≤ 1，t > 0， （31）

u (0，t) = 0， t > 0， （32）
dR ( )t
dt = R (t)u (1，t)， t > 0， （33）

σ (0) = σ0，p (z，0) = p0 (z)，q (z，0) = q0 (z)， 0 ≤ z ≤ 1， （34）
R (0) = R0， （35）

其中
R (0) > 0， p0 (z) ≥ 0， q0 (z) ≥ 0， p0 (z) + q0 (z) ≤ 1， 0 ≤ z ≤ 1. （36）

为方便计算，把式（31）化为以下的积分形式

u (z，t) = 1
z2 ∫0z [ (KB (σ ((s，R (t))) + KR) p (s，t) + KRq (s，t) - KR ] s2ds， （37）

则式（33）可改写为
dR ( )t
dt = R (t) ∫01 [ (KB (σ (z，R (t))) + KR) p (z，t) + KRq (z，t) - KR ] z2dz. （38）
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令d (z，t) = d̄ (r，t)，由 d̄ = 1 - p̄ - q̄知d = 1 - p - q. 故得到关于d的方程
∂d
∂t + v

∂d
∂z = KA (σ) p + KD (σ) q -[KB (σ) p - KRd + KR ]d， 0 ≤ z ≤ 1，t > 0. （39）

根据式（26）～（27），我们有如下结论。

定理4 σ (z，R)在0 < R ≤ R*和R > R*时都关于 z严格递增，关于R严格递减，且

lim
R → 0 σ (z，R) = 1， 0 ≤ z ≤ 1， （40）

lim
R → R*

σ (z，R) =

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

α
α + g0 ( )R*

λ R*

sinh ( )λ R*
， z = 0，

α
α + g0 ( )R*

sinh ( )λ R* z

z sinh ( )λ R*
，0 < z ≤ 1，

（41）

lim
R → +∞ σ (z，R) =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

α

α cosh ( )λ A + λ sinh ( )λ A
， 0 ≤ z < 1，

α

α + λ tanh ( )λ A
， z = 1.

（42）

证明 σ (z，R)关于 z和R的单调性可由求导直接得出。利用 L'Hospital法则易知式（40）成立，再由式

（21）知式（41）显然成立。由式（19）和式（27）可知，0 ≤ z < 1时，

lim
R → +∞ σ (z，R) = lim

R → +∞ cD = lim
R → +∞

α
α + g ( )R，ρ

λ R

sinh ( )λ ( )R - ρ + λ ρ cosh ( )λ ( )R - ρ ，

由g (R，ρ)的表达式和式（22）有

lim
R → +∞ g (R，ρ) = lim

R → +∞

λ ( )1 - ρ
R
cosh ( )λ ( )R - ρ

é
ë

ù
ûsinh ( )λ ( )R - ρ + λ ρ cosh ( )λ ( )R - ρ

+ lim
R → +∞

( )λρ
R
- 1
R2
sinh ( )λ ( )R - ρ

1
R
é
ë

ù
ûsinh ( )λ ( )R - ρ + λ ρ cosh ( )λ ( )R - ρ

= lim
R → +∞

( )λ
ρ
R
- 1
R2
sinh ( )λ ( )R - ρ

1
R
sinh ( )λ ( )R - ρ + λ

ρ
R
cosh ( )λ ( )R - ρ

= λ sinh A
λ cosh A = λ tanh ( λ A) .

故

lim
R → +∞ σ (z，R) = lim

R → +∞ cD = α

α + λ tanh ( )λ A
⋅ lim
R → +∞

λ
1
R
sinh ( )λ ( )R - ρ + λ

ρ
R
cosh ( )λ ( )R - ρ

= α

α cosh ( )λ A + λ sinh ( )λ A
.

当 z = 1时，由式（19）和式（27）有

σ (z，R) = cD
λ R

é
ësinh ( λ (R - ρ)) + λ ρ cosh ( λ (R - ρ))ùû = α

α + g ( )R，ρ
.

同理可得 lim
R → +∞ σ (z，R) = lim

R → +∞
α

α + g ( )R，ρ
= α

α + λ tanh ( )λ A
，即式（42）。证毕
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3 等价方程组局部解的存在唯一性

我们先作出如下假设：

（a）Ki (σ) (i = A，B，D，P，Q)在0 ≤ σ ≤ 1上都是非负连续可导函数，且

KB ( )σ > KA ( )σ ，K′B ( )σ > 0，K′p ( )σ > 0， 0 ≤ σ ≤ 1，
KB ( )0 = KP ( )0 = 0，

K′A (σ) ≤ 0，K′D (σ) < 0，K′Q (σ) < 0，K′B (σ) + K′D (σ) > 0， 0 ≤ σ ≤ 1，
KA (1) = KD (1) = KQ (1) = 0.

（b） p0 (z)和 q0 (z)在0 ≤ z ≤ 1上是连续可微的，而且满足式（37）。

由实验事实可知K′B (σ) + K′D (σ) > 0. 在本节和下一节中，假设0 ≤ KR < +∞.
令g (z，R，p，q) = (KB (σ (z，R)) + KR) p + KRq - KR，则式（31）化为

u (z，t) = 1
z2 ∫0z g ( )s，R ( )t ，p ( )ρ，t ，q ( )ρ，t s2ds， 0 < z ≤ 1，t > 0.

下面引入一个度量空间XT. 给定T > 0，定义XT上的函数(R (t)，p (ρ，t)，q (ρ，t))，满足以下条件：

（i）R (t) ∈ C [ 0，T ]，R (0) = R0且有

| R (t) - R0 | ≤ δ， 0 ≤ t ≤ T， （43）
这里的0 < δ < R0是一个任意的固定的数；

（ii） p (z，t)，q (z，t) ∈ C ([ 0，1 ] × [ 0，T ])，p (z，0) = p0 (z)，q (z，0) = q0 (z)且有

p (z，t) ≥ 0， q (z，t) ≥ 0， | (p (z，t)，q (z，t)) |∞ ≤ 2M0， 0 ≤ z ≤ 1， 0 ≤ t ≤ T.
定义XT中的度量d为

d ((R1，p1，q1)，(R2，p2，q2)) = max0 ≤ t ≤ T | R1 (t) - R2 (t) | + max0 ≤ z ≤ 1，0 ≤ t ≤ T | (p1 (z，t) - p2 (z，t)，q1 (z，t) - q2 (z，t)) |，
显然XT是一个完备的度量空间。

定义映射F：XT → XT的具体形式如下

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

∂p͂
∂t + v

∂p͂
∂z = a11 ( )z，t p͂ + a12 ( )z，t q͂， 0 ≤ z ≤ 1，0 < t ≤ T，

∂q͂
∂t + v

∂q͂
∂z = a21 ( )z，t p͂ + a22 ( )z，t q͂， 0 ≤ z ≤ 1，0 < t ≤ T，

p͂ ( )z，0 = p0 ( )z ，q͂ ( )z，0 = q0 ( )z ， 0 ≤ z ≤ 1，
dR͂ ( )t
dt = R͂ ( )t u ( )1，t ， 0 < t ≤ T，

R͂ ( )0 = R0.

（44）

显然方程组（44）有唯一解 R͂ (t) ∈ C1 [ 0，T ]，且有

R͂ (t) = R0 exp (∫0t u ( )1，τ dτ)， 0 ≤ t ≤ T. （45）
由

| g (z，R (t)，p (z，t)，q (z，t)) | ≤ (KB (1) + KR) ⋅ 2M0 + KR ⋅ 2M0 + KR ≡ M1

及| u (1，t) | ≤ M1
3 可得到

| R͂ (t) - R0 | ≤ 13 R0M1T exp ( )1
3 M1T ， 0 ≤ t ≤ T.

因此，当T足够小时 R͂ (t)满足式（43），即 R͂ (t)满足条件（i）。

由文献［11］中的引理4. 2和引理4. 3得，当T足够小时有

p͂ (z，t) ≥ 0， q͂ (z，t) ≥ 0， | ( p͂ (z，t)，q͂ (z，t)) |∞ ≤ 2M0， 0 ≤ z ≤ 1， 0 ≤ t ≤ T.
因此，p͂ (t)，q͂ (t)满足条件（ii）。由（i）和（ii）的结论可知：对于足够小的T，F是XT自身到自身的映射。
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下证当T足够小时F为压缩映射。设(Ri，pi，qi) ∈ XT，其中 i = 1，2，令

ui (z，t) = 1z2 ∫0z g ( )s，Ri ( )t ，pi ( )s，t ，qi ( )s，t s2ds，
vi (z，t) = ui (z，t) - zui (1，t)，
(R͂i，p͂ i，q͂ i) = F (Ri，pi，qi)，d = d ((R1，p1，q1)，(R2，p2，q2)) .

直接计算得

| u1 (z，t) - u2 (z，t) | ≤ M2d， 0 ≤ z ≤ 1，0 ≤ t ≤ T.
因此，根据式（45）有

max0 ≤ t ≤ T | R͂1 (t) - R͂2 (t) | ≤ M3Td， （46）
其中Mi表示独立于T的常数。

利用文献［11］，有

max0 ≤ t ≤ T | ( )p͂1 ( )z，t - p͂2 ( )z，t ，q͂1 ( )z，t - q͂2 ( )z，t | ≤ TC (T) d， （47）
其中C (T)是只与T有关的常数。结合式（46）和（47）可得

d ((R͂1，p͂1，q͂1)，(R͂2，p͂2，q͂2)) ≤ (M3 + C (T))Td ((R1，p1，q1)，(R2，p2，q2)) .
故只要T足够小，使得(M3 + C (T))T < 1，则F为压缩映射。我们得到如下定理

定理5 令 δ0 ≤ R0 ≤ 1δ0 (δ0 > 0)且
p (z，t) ≥ 0， q (z，t) ≥ 0， | (p (z，t)，q (z，t)) |∞ ≤ 2M0，

则对于0 ≤ z ≤ 1，0 ≤ t ≤ T，只要T足够小，方程组（28）~（36）存在唯一解。

4 定理1的证明

证明 根据定理5，要证明方程组的解在0 ≤ t < T成立（其中T > 0且是任意的），只需证明

p (z，t) ≥ 0， q (z，t) ≥ 0， p (z，t) + q (z，t) ≤ 1， （48）
R0 exp ( )- 13 KRt ≤ R (t) ≤ R0 exp ( )1

3 KB (1) t ， （49）

| ∂p ( )z，t
∂z | ≤ C (T)， | ∂q ( )z，t

∂z | ≤ C (T)， （50）
在0 ≤ z ≤ 1，0 ≤ t < T成立。

为了证明式（48），令 p͂͂ (ξ，t) = p͂ (z (ξ，t)，t)，q͂͂ (ξ，t) = q͂ (z (ξ，t)，t)，则

∂p͂͂ ( )ξ，t
∂t = a11 (ξ，t) p͂͂ (ξ，t) + a12 (ξ，t) q͂͂ (ξ，t)，

∂q͂͂ ( )ξ，t
∂t = a21 (ξ，t) p͂͂ (ξ，t) + a22 (ξ，t) q͂͂ (ξ，t)，

这里aij为连续函数且有

a12 (ξ，t) = KP (σ (z (ξ，t)，R (t))) ≥ 0， a21 (ξ，t) = KQ (σ (z (ξ，t)，R (t))) ≥ 0.
因为 p͂͂ (ξ，0) = p0 (ξ) ≥ 0且 q͂͂ (ξ，0) = q0 (ξ) ≥ 0，利用常微分方程组的比较定理可以得到

p͂͂ (ξ，t) ≥ 0， q͂͂ (ξ，t) ≥ 0， 0 ≤ ξ ≤ 1，0 ≤ t < T，
进而有

p (z，t) ≥ 0，q (z，t) ≥ 0， 0 ≤ ξ ≤ 1，0 ≤ t < T.
将其代入式（39）可得

∂d
∂t + v

∂d
∂z + [ ]KB ( )σ p - KRd + KR d ≥ 0， 0 ≤ z ≤ 1，0 ≤ t < T.

由于当 0 ≤ z ≤ 1时有 d (z，0) = 1 - p0 (z) - q0 (z) ≥ 0，同理可得 d (z，t) ≥ 0，即当 0 ≤ z ≤ 1，0 ≤ t < T时有
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p (z，t) + q (z，t) ≤ 1成立。结合式（38）和式（48）可得

Ṙ (t) ≥ -KRR (t) ∫01 z2 dz = - 13 KRR (t)， 0 < t < T，
且有

Ṙ (t) = R (t) ∫01 [ KB (σ (z，R (t))) p (z，t) - KR (1 - p (z，t) - q (z，t)) ] z2dz
≤ KB (1)R (t) ∫01 z2dz = 13 KB (1)R (t)， 0 < t < T，

即式（12）成立。式（49）可由式（12）直接推出。而由文献［11］的引理4. 2可知式（50）成立。证毕

5 定理2的证明

KR = 0意味着肿瘤中的死亡细胞完全没有消解，则通过式（38）有

Ṙ (t) = R (t) ∫01KB (σ (z，R (t))) p ( )z，t z2dz ≥ 0. （51）
因为R (t)关于 t单调递增，同时营养物浓度σ (z，R (t))随着R (t)的增加而减少，故增殖率KB (σ)降低。

从而当 t → +∞时，无法得知R (t)趋于 +∞还是保持有界。本节主要证明在假设（13）~（14）的基础上，R (t)
趋于 +∞. 假设（13）与实验事实相符，即死亡细胞倾向于集中在肿瘤的内部区域，而繁衍细胞倾向于集中

在肿瘤的外部区域。而假设（14）基于事实：休眠细胞的死亡速率大于繁衍细胞的死亡速率。

首先我们需要给出以下初步引理：

引理4 令KR = 0并假设（13）～（14）成立，则

pz (z，t) ≥ 0， dz (z，t) ≤ 0， 0 ≤ z ≤ 1， t ≥ 0.
证明 令φ = 1 - d = p + q，则φz = -dz，将式（39）对 z进行微分，利用φz - pz = qz得到

∂φz
∂t + v

∂φz
∂z = b11φz + b12 pz + b10，

其中

b10 = [ ]K′B ( )σ dp - K′A ( )σ p - K′D ( )σ q σz，b11 = -vz - KB (σ) p - KD (σ)，b12 = KB (σ) d + KD (σ) - KA (σ) .
同理，对式（28）关于 z进行微分有

∂pz
∂t + v

∂pz
∂z = b21 φz + b22 pz + b20，

其中

b20 = { }[ ]K′B ( )σ ( )1 - p - K′Q ( )σ - K′A ( )σ p + K′P ( )σ q σz，b21 = KP (σ)，

b22 = -vz + KB (σ) (1 - 2p) - KP (σ) - KQ (σ) - KA (σ) .
则根据假设（14）和假设（a）可得，b10，b12，b20和 b21均是非负数。因此通过比较原理可得：对 0 ≤ z ≤ 1，t ≥ 0，
有φz (z，t) ≥ 0，pz (z，t) ≥ 0. 证毕

引理5 令KR = 0并假设（13）～（14）成立，则对∀0 ≤ z ≤ 1，t ≥ 0，有 v (z，t) ≤ 0.
证明 由于 v (z，t) = u (z，t) - zu (1，t)且 ∂u

∂z +
2
z
u = KB (σ) p，则

∂
∂z ( ∂v∂z + 2z v) = ∂

∂z ( ∂u∂z + 2z u) = KB (σ) pz + K′B (σ) pσz，

由引理4可得
∂2 v
∂z2 +

2
z
∂v
∂z -

2
z2
v ≥ 0， 0 < z < 1，t > 0.

因为∀t ≥ 0，有 v (0，t) = v (1，t) = 0，故由比较原理可得 v ≤ 0. 证毕

令 p̄ = p̄ (z，t)是下列初值问题
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{∂p̄ ( )z，t
∂t = [KB ( )σ - KQ ( )σ - ]KA ( )σ - KB ( )σ p̄ p̄， 0 ≤ z ≤ 1，t > 0，

p̄ ( )z，0 = p ( )z，0 ， 0 ≤ z ≤ 1
（52）

的解且该初值问题对于∀0 ≤ z ≤ 1，t ≥ 0有唯一解，且满足以下引理。

引理 6 假设 lim
t → +∞ R (t) = R∞ < +∞，并且 p (z，0)连续， p (z，0) ≥ 0，p (z，0)≡ 0 (0 ≤ z ≤ 1)，则

lim
t → +∞ p̄ (z，t) = p̄∞ (z) ≡ max

ì

í

î

ïï
ïï }0，1 - ( )KA + KQ ( )σ ( )z，R∞

KB ( )σ ( )z，R∞
， 0 ≤ z ≤ 1.

定理2的证明 由式（51）可知R (t)关于 t单调递增，若式（15）不成立，即当 t → +∞时，有R (t) → R∞
且R∞ < +∞.

令 p̄ = p̄ (z，t)如引理6所定义，结合引理4、引理5和式（28），有

∂p
∂t ≥ [KB ( )σ - KQ ( )σ - ]KA ( )σ - KB ( )σ p p， 0 ≤ z ≤ 1，t > 0.

因此，利用比较原理和问题（52）有 p (z，t) ≥ p̄ (z，t)，0 ≤ z ≤ 1，t ≥ 0.
令L (t) = 13 R3 (t)，则有

L̇ (t) = R3 (t) ∫01KB (σ (z，R (t))) p ( )z，t z2dz ≥ KB (σ (0，R∞))R3 (t) ∫01 p̄ ( )z，t z2dz.
根据伯努利方程的解法，将问题（52）化为一阶线性微分方程

∂m
∂t + K (σ)m = KB (σ)，

其中m = ( p̄ )-1，K (σ) = KB (σ) - KQ (σ) - KA (σ). 接下来由常数变易法得

m = exp ( )-∫0t K ( )σ dt ⋅ ∫0t KB (σ) exp ( )∫0t K ( )σ dt dt.
故

p̄ (z，t) =
exp ( )∫0t K ( )σ dt

∫0t KB ( )σ exp ( )∫0t K ( )σ dt dt
.

注意到K (σ) ≥ 0，KB (σ) > 0，可得 p̄∞ (z) ≥ 0且 p̄∞ ≡ 0，∀0 ≤ z ≤ 1. 则由引理6可得

lim
t → +∞ inf L̇ (t) ≥ KB (σ (0，R∞))R3∞ ∫01 p̄∞ ( )z z2dz > 0，

即 lim
t → +∞ L (t) = +∞，这与R∞ < +∞矛盾。证毕
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本刊入选2021年度中国高校科技期刊建设示范案例库3项
近日，中国高校科技期刊研究会在第 25次年会上正式公布了“2021年度中国高校科技期刊建设示范

案例库”入库名单，本刊成功入选 3项，其中，编辑部团队入选“团队案例”，副主编张冰编审入选“主

编案例”，秦社彩编审入选“编辑案例”。

据悉，本次中国高校科技期刊示范案例库共从全国遴选出编辑团队案例 51项、主编示范案例 30项、

编辑示范案例96项。
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