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摘 要：为准确预测系统在长时间尺度下的动力学演化规律，并为复杂非线性系统的数值算法及其解提供可靠判

据，探索非线性系统动力学方程的解析解具有重要意义 . 本文以一类具有广泛物理背景的Emden-Fowler方程为研

究对象，该方程常见于天体结构、等离子物理和热传导等实际问题中 . 针对该方程在特定参数下的一类情形，基于

Lie对称性分析方法，通过深入分析其数学结构与动力学特性，获得了系统的 3个两两相互独立的首次积分 . 根据

Liouville完全可积性理论，该系统的通解可通过求积法获得；同时，在微分方程意义下，该系统亦具有完全可积性，

存在3个两两相互独立的首次积分，因此可通过其中任意两个构造出系统的通解 . 研究结果不仅能够精确刻画该类

方程的长时间动力学行为，还为其它Emden-Fowler型非线性系统提供了数值算法可靠性的判断依据，为工程实际

中的系统分析和仿真验证提供了理论支持 . 
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The complete integrability of a class of Emden-Fowler equation
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Abstract： Investigating analytical solutions for dynamical equations is of considerable importance， as 

it enables accurate prediction of long-term evolutionary behaviors of systems and provides reliable 

criteria for evaluating numerical algorithms and their solutions in complex nonlinear contexts. This 

paper focuses on the Emden-Fowler equation， which possesses broad physical relevance and frequently 

arises in practical applications including stellar structure， plasma physics， and thermal conduction 

phenomena. For a specific parameter set of this equation， we employ Lie symmetry analysis methods 

and conduct an in-depth investigation of its mathematical structure and dynamical characteristics. 

Through this approach， three pairwise independent first integrals of the system are successfully 

derived. According to the complete integrability theory， the system demonstrates complete integrability 

in the Liouville sense， guaranteeing that its general solution can be obtained through the method of 

quadrature. Within the framework of differential equations， the system also exhibits complete 

integrability with three pairwise independent first integrals， thus allowing the general solution to be 

constructed using any two ofthem. The research outcomes not only provide a precise characterization of 

long-term dynamical behavior for this specific class of Emden-Fowler equations but also establish a 
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theoretical basis for assessing the reliability of numerical algorithms applied to other Emden-Fowler-

type nonlinear systems. Furthermore， this study offers substantial theoretical support for system 

analysis and simulation verification in various engineering practices.

Key words： nonlinear differential equation； symmetry； first integral； complete integrability； analytic 

solution

在工程技术和自然科学领域中，从物理学、应用数学、地球科学到机器人与航空航天等研究领域中的科

学与工程问题大多是非线性的，并且非线性问题一般都是通过非线性微分方程进行准确描述 . 因此，非线性

方程的求解问题一直是力学（梅凤翔等， 1991， 2012； 梅凤翔， 1999， 2004）、数学（丁同仁等， 1991； Babelon 

et al.， 2003； 蒋耀林等， 2021）、物理学（Barut， 1978；Lam， 1997）的重要研究课题 . 解析解能够准确揭示系统

随时间的动态演化过程，反映运动特性与参数之间的依赖关系，并验证数值算法的可靠性 . 通过解析解可以

揭示非线性系统的本质特征，兼具理论与应用价值 . 由于非线性方程的复杂性，绝大多数系统难以直接获得

解析解，且通常不存在初等函数解 . 因此，近些年国内外学者通常研究非线性系统的数值解或近似解析解，

比如 Adomian 分解法（Barut，1978； Adomian，1994； Boichuk et al.， 2024）将方程的解表示为无穷级数的形

式，用特殊的多项式替代方程中的非线性项，利用逆算符方法，由低阶分量进行迭代得出高阶分量，进而求

得近似解 . 摄动法（Nayfeh， 2000）通过小参数的引入，在平衡态附近进行渐近展开，进行近似求解 . 变分迭

代法（He， 1999； Amir et al.， 2024）通过构造含有拉格朗日乘子的修正泛函，迭代逼近非线性微分方程的解

析解 . 同伦分析法（He， 2003； Liao，2009）通过构造可调参数的连续同伦变换，将复杂非线性问题逐步转化

为可解形式 . 能量平衡法（Durmaz et al.， 2012； Ismail et al.， 2025）利用能量守恒原理建立非线性系统的近

似解析关系 . Hamilton方法（He， 2010； Yildirim et al.， 2011）基于哈密顿量形式从能量和相空间结构出发求

得系统的近似解析解 . 尽管近似解可以解决一部分系统无法精确求解问题，但近似解难以完全反应系统的

本质特性，也无法准确预测系统的长时间动力学演化规律和动力学行为，更无法验证数值算法和数值解的

有效性 . 因此，寻求非线性系统的精确解析解具有十分重要的研究意义 . 

目前，国内外学者已发展出多种求解非线性系统解析解的方法，变换理论通过变量代换与函数变换将

复杂方程转化为可解形式（Liu et al.， 2023；姜文安等， 2025； 刘畅等， 2025）；构造法基于对方程结构的分析

技巧性地构造解函数（Jones et al.， 1993a， 1993b）；Prelle-Singer（PS）算法从微分代数的角度通过积分因子构

建解析解（Prelle et al.， 1983）；Lie对称法（Liu et al.， 2024； Shan et al.， 2025）则通过对称变换寻找解析解，可

借助对称性构造首次积分，或利用Lie对称化为可解形式 . Emden-Fowler方程起源于 19世纪末的天体物理

学，1870 年，美国物理学家 Lane 在研究恒星内部结构时首次提出该方程（Lane， 1870），后由德国学者 R. 

Emden在1907年出版的《气体球理论》中系统发展，因此得名Lane-Emden方程（Emden， 1907）. 1930年，英国

数学家进一步将方程推广为Emden-Fowler方程（Fowler， 1914），该方程是天体物理中建模恒星、星云等天体

内部结构的重要基础（Chandrasekhar， 1939），并被广泛应用于热传导、反应扩散系统、等离子体物理及自相

似爆炸过程等领域（Deng， 2015； Christianen et al.， 2023； Kumar et al.， 2024）. 本文针对一类Emden-Fowler

方程，根据Lie对称性方法和完全可积性理论，研究了系统的对称性和完全可积性，构造出了系统的三个两

两相互独立的首次积分，并基于完全可积性推导出系统的通解形式 . 该结果不仅可以准确反映该类非线性

系统在长时间尺度下的动力学演化行为，而且为其他Emden-Fowler型非线性系统的数值算法可靠性提供了

判断依据 . 

1 一类Emden-Fowler方程

Emden-Fowler方程的一般形式为

ü ( t) + k
t u̇ ( t) + αtmun( t) = 0. （1）

取 k = 0，α = -1，m = 0，n = -3得
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ü = 1
u3 . （2）

在Hamilton框架下，令 q = u，p = ∂L
∂u̇ = u̇，则Hamilton方程为

q̇ = p，      ṗ = 1
q3 . （3）

相应的Hamilton函数为

H ( t，q，p) = 1
2 ( p2 + 1

q2 ) . （4）

引入时间，广义坐标和广义动量的无限小群变换

t* = t + εξ0( t，q，p)，         q* = q + εξ s( t，q，p)，         p* = p + εη s( t，q，p)， （5）

其中ε为无限小参数；ξo、ξ s、η s为无限小变换的生成元 . 引入无限小生成元向量

X = ξ0
∂
∂t + ξ s ∂

∂q + η s
∂
∂p . （6）

设 q̇ = g，ṗ = h，李对称性是微分方程在由李群生成的无穷小连续变换作用下保持形式不变的性质 . 即

变换后系统满足 q̇* = g*，ṗ* = h*，将式（5）~（6）代入该变换关系后得到Lie对称性确定方程（梅凤翔， 1999）

ξ̇ s - ξ̇0g = X (g)，                   η̇ s - ξ̇0h = X (h) . （7）

对于满足式（7）的生成元 ξo、ξ s、η s，如果存在规范函数G ( t，q，p)满足结构方程

-Hξ̇o + ∂H
∂p η s + pξ̇ s - X (H ) + Ġ = 0， （8）

则该Hamilton系统存在首次积分

I = -Hξo + pξ s + G = const. （9）

将该非线性系统的Hamilton方程代入式（7）得

ξ̇ s - ξ̇0 p = η s，                  η̇ s - ξ̇0
1
q3 = -3 ξ s

q4 . （10）

解得三组生成元：

ξo = -1，         ξ s = 0 s，         η s = 0； （11）

ξo = 2t，         ξ s = q，          η s = -p； （12）

     ξo = t2，         ξ s = tq，         η s = q - tp. （13）

代入结构方程（8）可以得到对应的三组规范函数G1 = 0；G2 = 0；G3 = - 1
2 q2. 这三个规范函数分别对应三组

生成元（11）~（13）. 将这三组规范函数及其对应的生成元代入式（9）可以得到相对应的三个首次积分：

I1 = H = 1
2 ( p2 + 1

q2 )， （14）

I2 = pq - t ( p2 + 1
q2 )， （15）

I3 = - 1
2 ( t2q2 + (q - tp) 2 ) . （16）

2 首次积分独立的证明

根据 Jacobi行列式，三个首次积分 I1，I2，I3相互独立的充要条件为：

∂( )Ii，Ij
∂ ( )q，p

=
|

|

|

|

|

|
|||
|

|

||

|

|

|

|

|
|||
|

|

| ∂Ii∂q
∂Ii∂p

∂Ij∂q
∂Ij∂p

≠ 0           ( i，j = 1，2，3) . （17）
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（i） I1与 I2： 
∂( )I1，I2
∂ ( )q，p

= -2I1 ≠ 0，故 I1，I2独立 .

（ii） I2与 I3： 
∂ ( )I2，I3
∂ ( )q，p

= -2I3 ≠ 0，故 I2，I3独立 .

（iii） I1与 I3： 
∂ ( )I1，I3
∂ ( )q，p

= I2 .

当 t ≠ pq
p2 + q-2 时，I2 ≠ 0，故 I1，I3独立；

当 t = pq
p2 + q-2 时，I2 = 0，I1，I3不独立， 此时系统处于高度不稳定的退化流形 .

（iv） I1，I2，I3： 
∂ ( )I1，I2，I3
∂ ( )t，q，p

= 0，I1，I2，I3三者不独立 . 

3 完全可积性与通解

3. 1　Liouville完全可积性

定理 1（Liouville定理）（Babelon et al.， 2003） 若Hamilton系统 (M 2n，ω，H )存在 n个相互独立的首次积

分Fi( i = 1，⋯，n)，且满足{H，Fj} = 0，{Fi，Fj} = 0，则称该系统为Liouville完全可积 . Liouville完全可积系统

的运动方程可通过积分求解 . 

Emden-Fowler 方程 ü = 1
u3 有首次积分 I1 = H；满足{H，I1} = 0 和{I1，I1} = 0，故为 Liouville 完全可积 . 

Liouville完全可积系统的运动方程可通过积分求解 . 

由 I1 = 1
2 ( p2 + 1

q2 )分离变量得

dt = ± dq
2I1 - 1 q2

， （18）

积分得通解

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

q = 4I1 2( )t + C 2 + 1
2I1

，

p = 2I1( )t + C
2I1( )t + C 2 + 1

2I1

，

        或        

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

q = - 4I1 2( )t + C 2 + 1
2I1

，

p = - 2I1( )t + C
2I1( )t + C 2 + 1

2I1

.
（19）

图1（a）、（b）分别展示了5种初值下位置q随时间 t的演化与相图，反映了系统的长时间动力学行为 . 

3. 2　微分方程的完全可积性

定 理 2（丁 同 仁 等 ，1991） 若 n 维 一 阶 常 微 分 方 程 ẋ = f ( t，，x)，，x = ( x1，，x2，⋯，xn ) T，f ( )t，，x =
( )f1( )t，x ，f2( )t，x ，⋯，fn( )t，x

T
在区域D内存在 n个独立的首次积分ϕj( t，x) = Cj ( j = 1，2，⋯，n)，则称该方程

组完全可积，在D内的通解可表示为 x = φ ( t，C1，C2，⋯，Cn ). 
Emden-Fowler方程 ü = 1

u3 可化为二维一阶方程组：

q̇ = p，                ṗ = 1
q3 . （20）

根据微分方程的完全可积性，该系统拥有三个相互独立的首次积分 . 因此，利用其中任意两个首次积

分，即可消去相关变量，从而求得方程的通解 . 
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由 I1( I1 > 0)与 I2，得通解：

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

q1 = ( )I2 + 2I1 t
2 + 1

2I1
，

p1 = 2I1( )I2 + 2I1 t
2

( )I2 + 2I1 t
2 + 1 ，

        或         

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

q1 = - ( )I2 + 2I1 t
2 + 1

2I1
，

p1 = - 2I1( )I2 + 2I1 t
2

( )I2 + 2I1 t
2 + 1 .

（21）

图2展示了5种初值下的q（t）与相图 . 

由 I2与 I3( I3 < 0)，得通解：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

q2 = A，

p2 = 2I2 I3 - t - I2 2 t
2I3

1
A，

     或     

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

q2 = - A，

p2 = - 2I2 I3 - t - I2 2 t
2I3

1
A，

（22）

其中A = - ( )2I3 - I2 t
2 + t2

2I3
. 

图3展示了5种初值下的q（t）与相图 . 

图1　不同初值下系统的动力学演化

Fig. 1　Dynamical evolution of the system under different initial values

图2　不同初值下系统的动力学演化

Fig. 2　Dynamical evolution of the system under different initial values
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当 I2 ≠ 0时，由 I1与 I3 ( I1 I3 ≤ - 1
4，I1 > 0，I3 < 0)，得通解：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

q3 = 2 B1，

p3 = 22
2I1 t + -(1 + 4I1 I3 )

B1
，

     或     

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

q3 = - 2 B1，

p3 = - 22
2I1 t + -(1 + 4I1 I3 )

B1
，

或     

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

q3 = 2 B2，

p3 = 22
2I1 t - -(1 + 4I1 I3 )

B2
，

     或     

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

q3 = - 2 B2，

p3 = - 22
2I1 t - -(1 + 4I1 I3 )

B2
，

（23）

其中 B1 = -I3 + I1 t2 + -( )1 + 4I1 I3 t2 ，B2 = -I3 + I1 t2 - -( )1 + 4I1 I3 t2 . 当 I2 = 0 时，I1 = 1
2 ( p2 + 1

q2 )， 

I2 = pq - t ( p2 + 1
q2 ) = 0，得特解：

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

q2 = 2I1 t2 + 1
2I1

，

p2 = 2I1
1 + ( )2I1 t

-2 ，

     或     

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

q2 = - 2I1 t2 + 1
2I1

，

p2 = - 2I1
1 + ( )2I1 t

-2 .
（24）

图4展示了5种初值下的q（t）与相图 . 

动力学系统的演化过程具有连续性，其状态随时间的演变由初始条件 q（0），p（0）唯一确定 . 基于给定的

初始值，可以给出解析解的具体数学形式 . 根据完全可积性得到的四组解析解，其数学表达虽不相同，但本

质上它们刻画的是同一个物理运动 . 解析解完整描述了系统的动力学行为，保证了理论与实际的一致性 . 

4 结 论

本文通过Lie对称性分析，得到了一类Emden-Fowler方程的 3个两两相互独立的首次积分，基于系统的

完全可积性严格推导出其通解 . 该解析解不但可以精确的描述一类Emden-Fowler方程的长时间演化规律，

还可以作为Emden-Fowler方程描述的非线性系统数值算法可靠性的判断依据 . 

图3　不同初值下系统的动力学演化

Fig. 3　Dynamical evolution of the system under different initial values
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