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基于隔离集的不含给定特征值的图构造*
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摘 要：设G是 n阶简单图， μ是G的一个特征值， 其重数为 k，H是删除G的 k个点的集合X得到的G的导出子图 . 

若μ不是H的特征值， 那么就称H是图G关于特征值μ的星补，X是图G关于特征值μ的星集 . 星集常用于研究某个

给定特征值μ的重数问题 . 本文基于星集定义了两个特殊的隔离集，并讨论其在不以给定实数μ作为特征值的图的

结构刻画问题中的作用 .
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Graph construction without a given eigenvalue based on isolation sets
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Abstract： Let G be a simple graph， μ be an eigenvalue of G with multiplicity k， and H be the induced 

subgraph of G obtained by deleting a set X of k vertices. If μ is not an eigenvalue of H， then H is called 

the star complement in G for μ， and X is called the star set in G for μ. Star sets are commonly used to 

study the multiplicity problem for a given eigenvalue μ. This paper defines two special isolation sets 

based on star sets and discusses their role in characterizing the structure of graphs that do not have a 

given real number μ as an eigenvalue.
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令G = (V，E ) 是有限且无向的简单图，这里V和E分别表示G的点集和边集 . 若 ||V = n，也称G是阶数为

n的图 . 如果点 u和点 v在G中相邻，则可表示为 u~v. 对于任意 v ∈ V，用NG ( v ) 表示在G中与 v相邻的点的集

合 . 设非空集合X ⊆ V (G )，用G [ X ]表示由X中的点导出的G的子图，即G [ X ] = (X，E′)，其中边集E′由边集

E中两个端点均属于X的所有边组成 . G [V (G ) \ X ]可简记为G - X. n阶单位矩阵 In定义为主对角线上的元

素全为1，其余元素全为0的方阵，简记为 I（上下文明确时）. 用Pn和Cn分别表示阶数为n的路和圈 .

n阶图G的邻接矩阵表示为 n阶方阵A (G ) = (aij )，如果点 i和点 j在G中相邻则 aij = 1，否则 aij = 0. 图G的

特征值定义为其邻接矩阵A (G ) 的特征值，由于A (G ) 为实对称矩阵， 其所有特征值均为实数，将其按非递增

顺序排列为λ1 (G ) ≥ λ2 (G ) ≥ ⋯ ≥ λn (G ). 图G的正特征值的个数称为图G的正惯性指数，表示为 p+ (G )，负特

征值的个数称为图 G的负惯性指数，表示为 n- (G ). 用m (G，μ ) 表示图 G的给定特征值 μ的重数，特别地，用

η (G ) 表示图G的零特征值的重数， 称为图G的零度 . 图G的秩指的是G中非零特征值的个数，用符号 r (G ) 表
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示 . 若 r (G ) = n，则 || A (G ) ≠ 0，这时称n阶图G是非奇异的（可逆的）.

星补这个定义由Ellingham（1993）和Rowlinson（1993）各自独立提出，在研究特征值重数问题上是非常

有效的工具 . 设μ是G的特征值，且m (G，μ ) = k，若H是删除图G的 k个点的集合X得到的G的导出子图， 且μ
不是H的特征值，那么就称H是图G关于特征值μ的星补，X是图G关于特征值μ的星集 . 同时，G被称为H的

扩展或者 μ扩展 . 对于图G的任意给定特征值 μ，图G关于 μ的星集和星补都存在 . 当 μ不等于 0和-1时，只

存在有限的包含 μ的星补的图，而当 μ等于 0或-1时，这样的图是无限的（Cvetković et al.，2009）. 利用星集

这个工具，Cvetković et al.（2004）确定了最小特征值大于等于-2的图；Cvetković et al.（1999）通过特征值-2
或 1 的星补刻画了线图和它们的补图；Yuan et al.（2017）确定了以完全三部图 K1，1，t 作为星补的正则图； 

Rowlinson（2018）和Rowlinson et al.（2010）研究了正则图中的星补；Jackson et al.（1999）刻画了以完全二部图

作为星补的图；Wang et al.（2019）给出了以完全多部图作为星补的正则图，Yuan et al.（2018）研究了以星图作

为关于特征值-2的星补的极大图 . 此外，Stanić（2008）开发了一组程序SCL用于快速实现星补技术 .

星集常用于研究某个给定特征值μ的重数问题，近三十年，用星集和星补作为工具研究关于特征值的重

数问题已经取得了一系列重要成果 . Stanić（2025）开发了一种基于星补的算法，用于刻画给定秩或给定不同

于-1的特征值个数的图并且刻画了至多有 6个不同于-1的特征值的图 . 受这篇文章启发，本文基于星集定

义了两个特殊的隔离集，并讨论其在不以给定实数μ作为特征值的图的结构刻画问题中的作用 .

1 相关引理

本节列举出后面用到的一些定义和结论，首先介绍与星集和星补相关的两个重要结论 .

定理 1（Cvetković et al.，2009） 设图 G = (V，E )，取点集 X ⊂ V且 || X = k，令图 G的邻接矩阵为 A (G ) =
( )A (G [ X ]) BT

B C
，其中 C = A (G - X ). 那么 X是图 G关于特征值 μ的星集当且仅当 μ不是 G - X的特征值且

μI - A (G [ X ]) = BT ( μI - C )-1B.

推论 1（Cvetković et al.，2009） 设图 G = (V，E )，取点集 X ⊂ V且 || X = k，令图 G的邻接矩阵为 A (G ) =
( )A (G [ X ]) BT

B C
，其中C = A (G - X ). 对矩阵B中任意列向量 bu和 bv，定义 bu，bv = bT

u ( μI - C )-1bv. 那么X是

图G关于特征值μ的星集当且仅当

bu，bv =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

μ，   u = v，
-1， u ~ v， 
0，    其他.

将多项式按降幂排列，写出其非零系数序列，当两个相邻的非零系数的符号不同（即一正一负）时，定义

为该序列的一次符号变化 . 多项式非零系数序列符号变化的总数称为该序列的符号变化次数 .

引理1（（笛卡尔符号法则笛卡尔符号法则）） 设多项式

P ( x ) = an xn + an - 1xn - 1 + ⋯ + a1x + a0 ，
其中 ai ∈ R，i = 0，1，⋯，n且 an ≠ 0，则P ( x ) 的正实数根的个数等于其非零系数序列的符号变化次数，或比其

小一个正偶数 .

定义1 设A，B是实对称矩阵， 若存在可逆矩阵S， 使得B = STAS，则称B与A合同 .

引理 2（（Sylvester惯性定律惯性定律）） 设A，B是实对称矩阵，若B与A合同，则A，B具有相同的正负惯性指数和

零度 .

推论 2 设A，B是实对称矩阵 . 如果 μI - A与B合同，那么B的正惯性指数等于A的比 μ小的特征值个

数；B的负惯性指数等于A的比μ大的特征值个数；B的零度等于A的特征值μ的重数 .

定义2 设A是n阶方阵，A的迹定义为它的主对角线元素之和，表示为 tr A.

引理 3（居余马，2002） 对于任意 n阶方阵A，全体特征值的乘积等于A的行列式 || A ，全体特征值的和等
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于A的迹 tr A.

2 主要结论

引理 4 设图G = (V，E )，X ⊂ V .令G的邻接矩阵为A = ( )A (G [ X ]) BT

B C
，其中C = A (G - X ). 若实数 μ不

是G - X的特征值，则μI - A合同于

A′ = ( )μI - A (G [ X ]) - BT ( μI - C )-1B O

O μI - C
.

证明证明 因为实数μ不是G - X的特征值，所以μI - C可逆 . 对于矩阵

μI - A = ( )μI - A (G [ X ]) -BT

-B μI - C
，

存在可逆矩阵S = ( )I O
( μI - C )-1B I

使得

ST ( μI - A)S = ( )μI - A (G [ X ]) - BT ( μI - C )-1B O

O μI - C
= A′.

由定义1可得μI - A与A′合同 . 证毕 .

下面给出图G关于给定实数μ的隔离集的定义 .

定义 3 设图G = (V，E )，X ⊂ V. 若图G不含实数μ作为特征值，且μ也不是图G - X的特征值，那么就称

X是图G关于实数μ的隔离集 . 特别地，若在图G的谱中，相较于子图G - X，新增特征值中大于μ的个数与小

于μ的个数相等，则称X是图G关于μ的等元隔离集，若在图G的谱中，相较于子图G - X，新增特征值中大于

μ的个数与小于μ的个数相差1，则称X是图G关于μ的近似等元隔离集 .

本节首先刻画个数为 2或 3的点集作为图G关于实数μ的隔离集的充要条件 . 再利用这些充要条件给出

隔离集在不含实数μ作为特征值的图结构刻画问题中的作用，并给出相应的算法以及例子 .

设图G = (V，E )，取点集X ⊂ V，下面几个定理的证明中总将图G的邻接矩阵表示为A = ( )A (G [ X ]) BT

B C
，

其中 C = A (G - X ). 给定一个实数 μ， 总设矩阵 μI - C可逆， 这也说明 μ不是 G - X的特征值 . 用符号

bx ( x ∈ X ) 表示矩阵B的列向量， 定义 bx，by = bT
x ( μI - C )-1by.

定理 2 设图G = (V，E )，取点集X = { }u，v ⊂ V. 给定实数 μ，若 bu，bu = bv，bv = μ，则点集X是图G关

于给定实数μ的等元隔离集当且仅当μI - A (G [ X ]) ≠ BT ( μI - C )-1B.

证明 因为实数μ不是G - X的特征值 . 根据引理4， μI - A合同于

A′ = ( )μI - A (G [ X ]) - BT ( μI - C )-1B O

O μI - C
.

再根据引理2可知矩阵μI - A和A′有相同的正、负惯性指数和零度 .

必要性必要性：： 用反证法 . 若 μI - A (G [ X ]) = BT ( μI - C )-1B，则A′和 μI - A均以 0作为特征值，因此由推论 2

可得图 G以实数 μ作为特征值 . 根据定义 3，这与 X是图 G关于实数 μ的等元隔离集矛盾 . 因此 μI -
A (G [ X ]) ≠ BT ( μI - C )-1B.

充分性充分性：： 设A (G [ X ]) = ( )0 a
a 0 ，这里a等于0或1，则μI - A (G [ X ]) = ( )μ -a

-a μ
. 另一方面，

BT ( μI - C )-1B = ( )bT
u

bT
v

( μI - C )-1 (bu，bv ) = ( )bu，bu bu，bv

bv，bu bv，bv
.

注意到BT ( μI - C )-1B是一个实对称矩阵， 所以可以令 bu，bv = bv，bu = b. 即
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BT ( μI - C )-1B = ( )μ b
b μ

. 

再令μI - A (G [ X ]) - BT ( μI - C )-1B = M，则有

M = ( )μ -a
-a μ

- ( )μ b
b μ

= ( )0 -a - b
-a - b 0 .

由题意知 μI - A (G [ X ]) ≠ BT ( μI - C )-1B，所以M ≠ O，即-a - b ≠ 0. 将M的两个特征值设为λ1，λ2，根据引

理 3可得 λ1λ2 = ||M = -(a + b) 2 ≠ 0，λ1 + λ2 = tr M = 0，因此M不以 0作为特征值且其特征值为一正一负， 

即A′相对于 μI - C正、负惯性指数各增加 1，因此 μI - A相对于 μI - C正、负惯性指数也各增加 1， 由推论 2

可得G相对于G - X比μ大和比μ小的特征值各增加1，即X是图G关于实数μ的等元隔离集 . 证毕 .

推论 3 设图G = (V，E )，取点集X = { }u，v ⊂ V. 给定一个实数 μ，若 bu，bu = bv，bv = μ，则点集X是图

G关于实数μ的等元隔离集当且仅当若u，v相邻，则 bu，bv ≠ -1且若u，v不相邻，则 bu，bv ≠ 0.

证明 设 A (G [ X ]) = ( )0 a
a 0 ，这里 a等于 0 或 1，则 μI - A (G [ X ]) = ( )μ -a

-a μ
. 注意到BT ( μI - C )-1B是

一个实对称矩阵，所以可令 bu，bv = bv，bu = b. 即BT ( μI - C )-1B = ( )μ b
b μ

. 因此 μI - A (G [ X ]) ≠ BT ( μI -

C )-1B成立当且仅当 ( )μ -a
-a μ

≠ ( )μ b
b μ

，即 b ≠ -a. 根据定理 2可知，点集X是图G关于实数 μ的等元隔离集

当且仅当 b ≠ -a.

必要性必要性：： 因为点集 X是图 G关于实数 μ的等元隔离集，所以 b ≠ -a. 若 u，v相邻，即 a = 1，那么

bu，bv ≠ -1且若u，v不相邻，即a = 0，那么 bu，bv ≠ 0. 得证 .

充分性充分性：： 若 u，v相邻，即 a = 1，则 bu，bv ≠ -1 且若 u，v不相邻，即 a = 0，则 bu，bv ≠ 0，这就意味着

b ≠ -a， 因此X是图G关于实数μ的等元隔离集 . 证毕 .

下面刻画个数为3的点集作为图G关于实数μ的隔离集的充要条件 .

定理 3 设图 G = (V，E )，取点集 X = { }u，v，w ⊂ V. 给定实数 μ，若对任意 x ∈ X都有 bx，bx = μ，那么点

集X是图G关于实数μ的近似等元隔离集当且仅当对任意 x，y ∈ X，若 x，y相邻，则 bx，by ≠ -1，且若 x，y不相

邻，则 bx，by ≠ 0.

证明 因为μ不是G - X的特征值 . 根据引理4， μI - A合同于

A′ = ( )μI - A (G [ X ]) - BT ( μI - C )-1B O

O μI - C
.

再根据引理2可知矩阵 μI - A和A′有相同的正、负惯性指数和零度 . 设

A (G [ X ]) = ( )0 a12 a13
a12 0 a23
a13 a23 0

，

其中a12，a13，a23等于0或1，则

μI - A (G [ X ]) =
æ

è

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷
÷÷
÷
÷

÷
μ -a12 -a13

-a12 μ -a23
-a13 -a23 μ

.

注意到BT ( μI - C )-1B是一个实对称矩阵，所以对X中任意两个点 x， y，可以令 bx，by = by，bx = bxy. 因而

根据已知条件可得

BT ( μI - C )-1B = ( )μ buv buw
buv μ bvw
buw bvw μ

，
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再令μI - A (G [ X ]) - BT ( μI - C )-1B = M，即有

M =
æ

è

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷
÷÷
÷
÷

÷
μ -a12 -a13

-a12 μ -a23
-a13 -a23 μ

- ( )μ buv buw
buv μ bvw
buw bvw μ

= ( )0 -a12 - buv -a13 - buw-a12 - buv 0 -a23 - bvw-a13 - buw -a23 - bvw 0
.

设M的特征值为λ1，λ2，λ3，由引理3可得

λ1λ2λ3 = ||M = -2(a12 + buv ) (a13 + buw ) (a23 + bvw ).
充分性充分性：： 因为对任意 x，y ∈ X，若 x，y相邻，则 bx，by ≠ -1，且若 x，y不相邻，则 bx，by ≠ 0，所以 a12 +

buv，a13 + buw，a23 + bvw全都不等于0，因此λ1λ2λ3 ≠ 0，即M不以0作为特征值 . 经计算可得

|| λI - M =
|

|

|

|
||
|

||

|

|

|
||
|

| λ a12 + buv a13 + buw
a12 + buv λ a23 + bvw
a13 + buw a23 + bvw λ

= λ3 - é
ë

ù
û( )a12 + buv 2 + ( )a13 + buw 2 + ( )a23 + bvw 2
λ + 2(a12 + buv ) (a13 + buw ) (a23 + bvw ).

当 (a12 + buv ) (a13 + buw ) (a23 + bvw ) > 0时，系数序列为 ( )+，-，+ ，符号变化次数为 2，根据引理 1，M的正特征值

为两个或零个 . 因为M的迹为 0，根据引理 3可得M必有正特征值，因此M的正、负特征值个数分别为 2和 1， 

即A′相对于 μI - C的正、负惯性指数分别增加 2和 1. 再根据推论 2可得G相对于G - X比 μ大和比 μ小的特

征值个数分别增加 1和 2；当 (a12 + buv ) (a13 + buw ) (a23 + bvw ) < 0时，系数序列为 ( )+，-，- ，符号变化次数为 1，
所以M的正、负特征值个数分别为 1和 2，同理可得G相对于G - X比 μ大和比 μ小的特征值个数分别增加 2
和1. 综上所述，X是图G关于实数μ的近似等元隔离集 .

必要性必要性：： 因为点集X是图G关于实数μ的近似等元隔离集，所以λ1，λ2，λ3都不等于0，否则μI - A相对于

μI - C将增加 0作为特征值，由推论 2，这时G相对于G - X将增加实数μ作为特征值，与X是关于实数μ的隔

离集矛盾 . 因此 λ1λ2λ3 = -2(a12 + buv ) (a13 + buw ) (a23 + bvw ) ≠ 0，这就意味着对任意 x，y ∈ X，若 x，y相邻，则

bx，by ≠ -1，且若 x，y不相邻，则 bx，by ≠ 0. 证毕 .

基于推论 3和定理 3刻画的有关图G的隔离集的充要条件，下面给出不含给定实数μ作为特征值的图的

构造算法 . 注意到根据该算法， 添加点后的图仍然不以实数μ作为特征值，因此该算法可以持续进行 .

下面利用如上算法给出 μ = 0的例子 . 将图H的点集设为 V (H ) = { }1，2，⋯，s ，序列 i1，i2，⋯，it ( t ≤ s) 表
示1，2，⋯，s中 t个数的一个排列，下面用符号ui1，i2，⋯，it表示与H中点 i1，i2，⋯，it相邻的新增点 .

例 取图H = P4（其顶点按顺序标记为 1，2，3，4），经过验证可知P4 不以 0作为特征值 . 下面利用上述算

法构造不以0作为特征值的连通图G. 

1） 经过计算可知U = { }u1，u2，u3，u4，u1，3，u2，3，u2，4，u1，2，4，u1，3，4 ；

算法算法：： 基于点数为基于点数为2和和3的隔离集构造不含实数的隔离集构造不含实数μ作为特征值的连通图作为特征值的连通图

输入输入：： 不以实数μ作为特征值的连通图H.

输出输出：： 不以实数μ作为特征值的连通图G，且G的点数比H的点数多2或3.

1）令U为与H中至少一个点相邻， 且满足 bz，b z = μ的所有点 z构成的集合；

2） （i） 取点集X = { }|u，v  u，v ∈ U ， X中的点和H的连边关系在图G中已确定 .  若 bu，bv = -1， 则u，v在图G中不相邻， 若

bu，bv = 0， 则u，v在图G中相邻，且若 bu，bv ≠ -1且 bu，bv ≠ 0， 则u，v在图G中既可以相邻也可以不相邻 .

 （ii） 取点集X = { }|u，v，w  u，v，w ∈ U ， X中的点和H的连边关系在图G中已确定 .  对任意x，y ∈ X， 若 bx，by = -1， 则x，y在图

G中不相邻， 若 bx，by = 0， 则x，y在图G中相邻， 且若 bx，by ≠ -1且 bx，by ≠ 0， 则x，y在图G中既可以相邻也可以不相邻 .
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2） 取X = { }|u1，u4  u1，u4 ∈ U 进行操作，X中的点和P4 的连边关系在图G中已确定 . 因为 bu1，bu4 ≠ 0且

bu1，bu4 ≠ -1， 所以 u1，u4 在图G中既可以相邻也可以不相邻 . 若 u1，u4 不相邻，得到图G = P6，若 u1，u4 相邻， 

得到图G = C6（见图1）. 由上述算法可知，图G一定不以0作为特征值（见表1）.

根据算法可知图P6 和C6 仍然不以 0作为特征值，因此可以将图P6 和C6 作为算法中的图H继续进行构

造 . 下面以图P6为例 .

令H = P6（其顶点按顺序标记为1，2，3，4，5，6），利用上述算法继续构造不以0作为特征值的图G.

1） 经过计算可知U = {u1，u2，u3，u4，u5，u6，u1，3，u1，5，u2，3，u2，4，u2，5，u2，6，u3，5，u4，5，u4，6，u1，2，4，u1，3，4，u1，3，5，u1，3，6，

}u1，4，6，u2，3，5，u2，4，5，u2，4，6，u3，4，6，u3，5，6，u1，2，4，5，u1，3，4，5，u1，3，4，6，u2，3，4，6，u2，3，5，6 ；

2） 取三个点的X = { |u1，u2，6，u1，3，4，5  u1，u2，6，u1，3，4，5 ∈ U}作为例子进行验证说明，X中的点和P6 的连边关

系在图G中已确定 . 因为 bu1，bu2，6 ，bu1，bu1，3，4，5 和 bu2，6，bu1，3，4，5 均既不为 0也不为-1，所以 u1，u2，6，u1，3，4，5 之间的

邻接关系无限制，因此一共可以得到图G1~G8（见图2）均不以0作为特征值（见表2）.

图1 P6和C6
Fig.1 P6 and C6

表1 P6和C6的特征值

Table 1 The eigenvalues of P6 and C6
特征值

P6
C6

λ1
1.801 9

2

λ2
1.247 0

1

λ3
0.445 0

1

λ4
-0.445 0

-1

λ5
-1.247 0

-1

λ6
-1.801 9

-2

图2 Gi ( i = 1，2，⋯，8)
Fig.2 Gi ( i = 1，2，⋯，8)
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表2 Gi ( i = 1,2,⋯,8) 的特征值

Table 2 The eigenvalues of Gi ( i = 1,2,⋯,8)
特征值

G1

G2

G3

G4

G5

G6

G7

G8

λ1
2.990 2
3.188 8
3.040 9
3.238 4
3.297 4
3.421 4
3.334 6
3.612 9

λ2
1.493 4
1.414 2
1.834 2
1.441 3
1.646 9
1.414 2
1.642 5
1.531 4

λ3
1.284 8
1.414 2
1.196 5
1.071 5
1.205 9
1.113 2
1.125 3
1.108 5

λ4
0.729 2
0.834 7
0.523 0
0.691 5
0.776 7
0.841 3
0.390 6
0.633 0

λ5
-0.507 9
-0.627 2
-0.234 0
-0.367 2
-0.251 1
-0.379 3
-0.253 8
-0.167 1

λ6
-1
-1
-1

-0.663 9
-1

-0.862 6
-0.657 8
-1.095 2

λ7
-1

-1.414 2
-1.26

-1.150 3
-1.4

-1.391 0
-1.116 6
-1.350 5

λ8
-1.531 8
-1.414 2
-1.487 6
-1.486 3
-1.827 1
-1.414 2
-1.506 8
-1.506 9

λ9
-2.458 0
-2.396 2
-2.613 1
-2.775 1
-2.448 7
-2.743 0
-2.957 9
-2.766 0
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