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具有扩散项的最简沉积物模型的

Turing-Hopf分支分析*
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摘 要：提出了一类带有扩散项的最简沉积物模型 . 首先研究了模型Turing-Hopf分支现象的存在性；其次给出了

模型在 Turing-Hopf 分支点处的规范型；最后利用数值结果分析了模型的动力学行为 . 研究结果表明，在 Turing-

Hopf分支点附近，模型呈现出丰富的时空动力学行为，包括空间齐次周期解、空间非齐次周期解以及空间非齐次平

衡态解 .
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Turing-Hopf bifurcation analysis of a minimal sediment model with diffusion

Wang Jingjing

School of Mathematics， Xi’an University of Finance and Economics， Xi’an 710100， China

Abstract： A minimal sediment model with diffusion is proposed. Firstly， the existence of Turing-Hopf 

bifurcation for the model is investigated； Secondly， the normal form of model at the Turing-Hopf 

bifurcation point is derived； Finally， the dynamics of model are analyzed by means of numerical 

results. The research indicates that near the Turing-Hopf bifurcation point， the model exhibits rich 

spatiotemporal dynamics， including the spatially homogeneous periodic solutions， spatially 

inhomogeneous periodic solutions and spatially inhomogeneous steady-state solutions.

Key words： minimal sediment model； Turing-Hopf bifurcation； normal form； spatiotemporal 

dynamics

海洋中的营养盐主要包括碳、氮、磷、硅、氧、铁等元素，这些物质在海洋中的分布与变化，不仅与其来

源、水团输运、沉积物堆积、矿化作用等过程相关，还与海洋中的细菌、浮游植物、浮游动物、鱼类等生物密切

关联 . 海洋沉积物是指在海洋环境中沉降至海底的物质，主要包括陆源沉积物、生物源沉积物、化学/自生沉

积物、火山源沉积物以及宇宙物质 . 由此可见，海洋沉积物是一个兼具生物、化学、物理多重作用的复杂庞大

生态系统 . 数学模型是探究自然界不同物种或物质间相互作用的重要工具 . 大量实验与研究表明，通过构建

相应数学模型，能够分析各类物种与物质的动态变化规律 . 因此，近几十年来，学者们建立了众多数学模型，

用以刻画复杂生物现象与自然现象的本质动力学特征（Kovács，2004； Yi et al.，2017；Jia et al.，2018；Wang et 

al.，2021；2024）. 基于此，为深入探究海洋沉积物生态系统，构建合理的数学模型并开展动力学分析具有重
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要的理论与现实研究意义 .

由于海洋沉积物中存在种类繁杂的微生物与化学物质，为聚焦阐释沉积物系统的典型动力学特征， 

Baurmann et al.（2004）选取了一类简化的捕食-食饵模型作为原型模型开展研究，而非对沉积物中复杂的全

域环境与过程进行完整建模（即仅考虑以单一营养物为食的单一种群细菌），模型的具体形式为

ì
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dB
dτ = B ( )α BN

B + L - m ，

 dNdτ = ϕ ( )N̂ - N - β B
B + L BN，

（1）

其中B和N分别表示细菌与营养物的生物量，α为细菌生物量转化率，L为半饱和常数，m为细菌死亡率，β为

捕食率，ϕ为沉积物与海水间的水力传导系数，N̂为海水中的营养盐含量，
B

B + L是描述饱和增长过程的经典

Monod型函数，在模型（1）中表示细菌的生物量不可能超过总种群密度 .

模型（1）也被称为最简沉积物模型（简称 MS 模型）. 为了方便讨论，下面对模型（1）进行无量纲化 . 令 

N = m
α v， N̂ = m

α c， B = ϕ
β u， L = ϕ

β b， τ = 1
ϕ t， a = m

ϕ，则模型（1）简化为
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du
dt = au ( )uv

u + b - 1 ，

 dvdt = c - v - u2 v
u + b，

（2）

其中 u和 v分别表示细菌与营养物的生物量，b为半饱和常数，a为营养物向细菌生物量的转化效率，c为沉积

物与海水之间的水力传导系数 .

模型（2）是一个常微分方程（ODE）模型，生物意义上表示沉积物中的物质在空间中的分布是均匀的 . 然

而，事实上，物质在沉积物内部及界面是不断发生迁移的 . 为了更真实地反映沉积物生态系统的物质循环与

生物活动，现将扩散项引入到模型（2）中，则模型（2）可转化为如下反应扩散方程（PDE）模型：
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∂u ( )x，t
∂t = σ1Δu ( )x，t + au ( )x，t ( )u ( )x，t v ( )x，t

u ( )x，t + b - 1 ， x ∈ ( )0，π ， t > 0，

 ∂v ( )x，t
∂t = σ2Δv ( )x，t + c - v ( )x，t - u2( )x，t v ( )x，t

u ( )x，t + b ， x ∈ ( )0，π ， t > 0，
∂u ( )x，t

∂x = ∂v ( )x，t
∂x = 0， x = 0，π， t ≥ 0，

u ( )x，0 = u0( )x ≥ ，≢ 0， v ( )x，0 = v0( )x ≥ ，≢ 0， x ∈ [ ]0，π ，

（3）

其中Δ = ∂2

∂x2，σ1和σ2分别为细菌及其营养物的扩散率，齐次Neumann边界条件表示沉积物表面不存在细菌

及其营养物的通量交换，u0( x)和 v0( x)为区间[0，π]内的连续函数 .

近年来，已有诸多学者从不同角度对模型（3）进行了研究，并得到了该模型丰富的动力学行为 . 例如，

Baurmann et al.（2004）研究了模型（3）的Turing稳定性，Cao et al.（2019a，2019b）研究了模型（3）的Hopf分支

解、平衡态分支解及非常数正解的存在性，并验证了上述动力学行为可诱导模型产生时间斑图与空间斑图 . 

众所周知，反应扩散模型中常见的斑图类型包括空间斑图、时间斑图及时空斑图，其形成机制主要归结为以

下 4种：Turing不稳定性（Kovács，2004；Yi et al.，2017；Wang et al.，2024）、Hopf分支（Jia et al.，2018； Wang et 

al.，2021； Jia et al.，2025）、Turing-Hopf分支（Song et al.，2016； Xu et al.，2018； Jiang et al.，2020； Xing et al.，

2024；Wu et al.，2026）以及非常数正解的存在性（李海侠，2017；王晶晶等，2017；罗丽琴等，2025）. 基于上述

研究背景，我们感兴趣的问题是： 除了文献（Baurmann et al.，2004；Cao et al.，2019a；2019b）中的研究结果，模

型（3）是否还能产生其它动力学行为与斑图模式，如：Turing-Hopf分支与时空斑图 . 

为了回答上述问题，本文在Baurmann et al.（2004）和Cao et al.（2019a；2019b）的基础上进一步研究模型

（3）的Turing-Hopf分支现象及其产生的时空斑图 . 通过研究，我们发现在 ê
ë

ú
ûx

* > k*0 的情况下，存在临界值
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(σ*
k*1
，a0 )，使得当 (σ1，a) = (σ*

k*1
，a0 )时，模型（3）在正平衡点 U *1 处会发生模-(k*1，0) Turing-Hopf 分支现象；在 

ê
ë

ú
ûx

* < k*0 的情况下，存在临界值 (σ*
k*2
，a0 )，使得当 (σ1，a) = (σ*

k*2
，a0 )时，模型（3）在正平衡点U *1 处会发生模- 

(k*2，0) Turing-Hopf 分支现象（见定理 1），其中U *1，x*，k*0，k*1，k*2 如 1.1节中定义 . 此外，数值结果验证了在一定

的参数值下，模型（3）可以产生时空斑图（见命题 1）. 通过与Baurmann et al.（2004），Cao et al.（2019a； 2019b）

中的研究比较发现，Turing-Hopf分支现象的研究比单独的 Turing不稳定性或 Hopf分支或平衡态分支或非

常数正解的存在性的研究更复杂 .

1 Turing-Hopf分支

本节首先研究模型（3）Turing-Hopf分支现象的存在性， 然后采用与 Jiang et al.（2020）相近的方法计算 

Turing-Hopf分支对应的规范型 .

1. 1　Turing-Hopf分支的存在性

简单计算可得，如果 c > 1 + 2 b，则模型（3）存在正平衡点 U *1 = (u*1，v*1 )和 U *2 = (u*2，v*2 )；如果 c = 1 +
2 b，则模型（3）存在正平衡点U *3 = (u*3，v*3 )，其中

u*1 = 1
2 (c - 1 + ( )1 - c 2 - 4b )， u*2 = 1

2 (c - 1 - ( )1 - c 2 - 4b )，         u*3 = b，

 v*
i = u*

i + b
u*
i

， i = 1， 2，      v*3 = 1 + b .
本小节研究模型（3）在平衡点U *1 处产生的Turing-Hopf分支现象 . 这里，我们假设U *1 存在的条件 c > 1 +

2 b始终成立， 且记 N ≔ {1，2，⋅ ⋅ ⋅} 和 N0 ≔ { 0，1，2，⋅ ⋅ ⋅}分别表示正整数集和非负整数集 .

设U = (u，v) T
，则模型（3）在平衡点U *1 处的线性化方程为

Ut = σ (σ1，a)ΔU + L (σ1，a)U， （4）

其中

σ ( )σ1，a Δ = ( )σ1Δ 0
0 σ2Δ ，       L ( )σ1，a =
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u*1 + b
au*2

1
u*1 + b

-2 + u*1
u*1 + b -1 - u*2

1
u*1 + b

.

众所周知，算子-Δ在空间 X = { }(u，v) ∈ W 2，2(0，π) ： ux = vx = 0  at  x = 0，π 上的特征值和标准化特征函数为

μ0 = 0，   β0 = 1
π ，     μk = k2，     βk = 2

π coskx， k ∈ N0.
方程（4）的特征方程为

Dk( μ ) = μ2 - Tk(σ1，a) μ + Jk(σ1，a) = 0， k ∈ N0， （5）

其中

Tk( )σ1，a = -( )σ1 + σ2 k2 + ( )a - 1 b - u*2
1 - u*1

u*1 + b ， 

Jk (σ1，a ) = σ1σ2k4 + σ1( )u*2
1 + u*1 + b - σ2ab

u*1 + b k2 + a ( )u*2
1 - b

u*1 + b . （6）

首先分析模型（3）产生的 Hopf 分支现象 . 假设 σ1 = σ2 = 0，由于 c > 1 + 2 b，所以 J0 > 0. 令 a0 =
u*2

1 + u*1 + b
b ，则通过计算可得，当 0 < a < a0 时，U *1 是局部渐近稳定的，当 a > a0 时，U *1 是不稳定的，且 

D0( μ ) = 0有一对纯虚数根± J0 i当且仅当 a = a0. 记该临界条件在σ1-a平面中为A0，即A0 ： a = a0. 进一步

可得横截条件
|

|

|
||
|
|
|d ( )Re μ

da
a = a0

= b
2 ( )u*1 + b ≠ 0 成立，则由 Jiang et al.（2020）中模-0 Hopf 分支的定义知，模型 
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（3）在a = a0处会发生模-0 Hopf分支现象，且A0是模-0 Hopf分支曲线 .

下面分析模型（3）产生的Turing分支现象 . 假设σ1，σ2 > 0，由式（6）可知，对任意 k ∈ N，Jk = 0等价于

a = ak(σ1 ) = σ2( )u*1 + b k4 + a0bk2

σ2bk2 + b - u*2
1

σ1. （7）

令 k*0 = ê
ë
êêêê ú

û
úúúú( )u*2

1 - b / ( )σ2b ，其中 ë û⋅ 为取整函数 . 直接计算可得，当 k > k*0 时，ak(σ1 ) > 0. 因此，当 a = ak(σ1 ) <
a0且 k > k*0时，Dk( μ ) = 0有一个零根和一个负根 . 进一步计算可得，当 k > k*0时，横截条件

|

|

|
||
|
|
|d ( )Re μ

da
a = ak( )σ1

= b
2 ( )u*1 + b > 0

成立，则由 Jiang et al.（2020）中模-k Turing分支的定义知，模型（3）在 a = ak(σ1 ) < a0 且 k > k*0 时会产生模-k 

Turing分支现象 . 此外，容易得到模-k Turing分支曲线L由一系列线段Lk ： a = ak(σ1 )， k > k*0构成 .

接下来分析模型（3）产生的Turing-Hopf分支现象 .

由于当 k > k*0 时，
d ( )ak( )σ1

dσ1
= σ2( )u*1 + b k4 + a0bk2

σ2bk2 + b - u*2
1

> 0 成立，所以在平面σ1-a内，曲线Lk的斜率为正 . 

结合 lim
σ1 → 0 ak(σ1 ) = 0 和 k > k*0 可得，A0 和Lk必定在σ1-a平面的第一象限内存在唯一交点 . 将 a = a0 代入式

（7）中有

σ*
k ≔ a0( )σ2bk2 + b - u*2

1
σ2( )u*1 + b k4 + a0bk2， k > k*0，

则A0和Lk的唯一交点为(σ*
k*，a0 ).

令 f ͂ ( x) = a0( )σ2bx + b - u*2
1

σ2( )u*1 + b x2 + a0bx
， x > 0，则

df ͂ ( )x
dx = -a0bσ22( )u*1 + b x2 - 2a0σ2( )b - u*2

1 ( )u*1 + b x - a20b ( )b - u*2
1

( )σ2( )u*1 + b x2 + a0bx
2 .

容易观察到，函数 f ͂ ( x)在区间(0，x* )上单调递增，在区间( x*，+∞)上单调递减，其中

x* = ( )u*2
1 - b ( )u*1 + b + ( )b - u*2

1
2( )u*1 + b 2 + a0b2( )u*1 + b ( )u*2

1 - b
bσ2( )u*1 + b .

进一步分析可得到， f ͂ ( x)在区间 [ k*2
0，+∞) 内是正的，且函数 f ͂ ( x)关于 x的单调性与σ*

k关于 k2 的单调性完全

一致 . 接下来，我们分两种情形讨论σ*
k的最大值 .

情形 1 ê
ë

ú
ûx

* > k*0. 在这种情形下，σ*
k在区间 é

ë
êêêêk*0，ê

ë
ú
ûx

* ù
û
úúúú内关于 k是单调递增的，在区间 )é

ë
êêêêê
ë

ú
ûx

* +1，+∞
内关于 k是单调递减的 . 定义

k*1 =
ì

í

î
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ïï
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ïï
ï

 êë ú
ûx

* ，               σ*
ê
ë
êêêê ú

û
úúúúx* > σ*
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êêêê ú

û
úúúúx* + 1 ，

 êë ú
ûx

* + 1，       σ*
ê
ë
êêêê ú

û
úúúúx* ≤ σ*

ê
ë
êêêê ú

û
úúúúx* + 1 ，

则σ*
k在 k = k*1时取得最大值 .

情形2 ê
ë

ú
ûx

* < k*0. 在这种情形下，σ*
k在区间 [ k*0 + 1，+∞) 内关于 k是单调递减的 . 定义

k*2 = ì
í
î

ïï

ïï

 k*0，         σ*
k*0

> σ*
k*0 + 1 ，

 k*0 + 1， σ*
k*0

≤ σ*
k*0 + 1 .

则σ*
k在 k = k*2时取得最大值 .
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综上分析可得，当 ê
ë

ú
ûx

* > k*0 时，Hopf分支曲线A0 与Turing分支曲线Lk相交于点 (σ*
k*1
，a0 )，当 ê

ë
ú
ûx

* < k*0 

时，二者相交于点 (σ*
k*2
，a0 ). 进一步分析可得到，特征方程（5）除了在 k = k*1 或 k = k*2 处存在一个单重零根，以

及在 k = 0处存在一对单重纯虚根外，其余所有根的实部均为负，同时，Hopf分支与Turing分支的横截条件

均满足 . 因此，由 Jiang et al.（2020）中模-(k，0) Turing-Hopf 分支的定义知，(σ*
k*1
，a0 )和 (σ*

k*2
，a0 )为模型（3）的 

Turing-Hopf分支点，且当 (σ1，a) = (σ*
k*1
，a0 )和 (σ1，a) = (σ*

k*2
，a0 )时，模型（3）在正平衡点U *1 处分别会发生模- 

(k*1，0)和模-(k*2，0) Turing-Hopf分支现象 .

总结上述结论可得到如下定理 .

定理1 假设 c > 1 + 2 b，则
（i） 当a = a0时，模型（3）在正平衡点U *1 处会发生模-0 Hopf分支现象；

（ii） 若ak(σ1 ) < a0且 k > k*0，则当a = ak(σ1 )时，模型（3）在正平衡点U *1 处会发生模-k Turing分支现象；

（iii） 若 ê
ë

ú
ûx

* > k*0，则当 (σ1，a) = (σ*
k*1
，a0 )时，模型（3）在正平衡点U *1 处会发生模-(k*1，0) Turing-Hopf分

支现象；若 ê
ë

ú
ûx

* < k*0，则当 (σ1，a) = (σ*
k*2
，a0 )时，模型（3）在正平衡点U *1 处会发生模-(k*2，0) Turing-Hopf分支

现象 .

注 1 定理 1说明了存在临界值 (σ*
k*1
，a0 )和 (σ*

k*2
，a0 )，使得在一定条件下，模型（3）在正平衡点U *1 处会发

生Turing-Hopf分支现象 . 生物学上，该结果解释了海洋沉积物中细菌与营养物质的动态时空异质性，这种

异质性是细菌和营养物互相作用与扩散差异驱动的自组织结果，而非外部环境差异所致 .

1. 2　Turing-Hopf 分支的规范型

本小节采用与 Jiang et al.（2020）类似的方法计算模型（3）在正平衡点U *1 处产生的模-(k*1，0) Turing-Hopf 

分支的规范型 .

引入新的参数α = (α1，α2 ) ∈ R2. 令σ1 = σ*
k*1

+ α1，a = a0 + α2，则容易观察到α = (0，0)是模型（3）的一个

Turing-Hopf分支点 . 设 u͂ = u - u*1，v͂ = v - v*1，将其代入模型（3）中，并省略波浪号标记可得，在抽象空间 C =
C (R，X )中，模型（3）可表示为如下形式：

Ut = GU + F (U，α)， （8）

其中G = σ (0)ΔU + L (0) (U )， F (U，α) = (L (α) - L (0) )U + (σ (α) - σ (0) )ΔU + G (U，α)，

σ ( )0 = σ0 = σ ( )σ*
k*1
，a0 = ( )σ*

k*1
0

0 σ2
，   L ( )0 = L0 = L ( )σ*

k*1
，a0 =

æ

è

ç

ç

ç

ç
ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷
a0b
u*1 + b

a0u*2
1

u*1 + b
-2 + u*1

u*1 + b - a0b
u*1 + b

，

σ ( )α = σ ( )σ*
k*1

+ α1，a0 + α2 = ( )σ*
k*1

+ α1 0
0 σ2

，  L ( )α = L ( )σ*
k*1

+ α1，a0 + α2 =
æ

è

ç

ç

ç

ç
ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷( )a0 + α2 b
u*1 + b

( )a0 + α2 u*2
1

u*1 + b
-2 + u*1

u*1 + b - a0b
u*1 + b

，

G (U，α) =
æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷( )a0 + α2 ( )u + u*1 ( )( )u + u*1 ( )v + v*1
u + u*1 + b - 1 - ( )a0 + α2 b

u*1 + b u - ( )a0 + α2 u*2
1

u*1 + b v

c - ( )v + v*1 - ( )u + u*1
2( )v + v*1

u + u*1 + b + ( )2 - u*1
u*1 + b u + a0b

u*1 + b v
.

将算子σ (α)，L (α)及F (U，α)在α = 0处进行泰勒展开，则式（8）可转化为

Ut = σ0ΔU + L0(U ) + 1
2 σ1(α)ΔU + 1

2 L1(α) (U ) + 1
2！ Q (U，U ) + 1

3！ C (U，U，U ) + ⋅ ⋅ ⋅，    U ∈ C，

其中
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σ1( )α = ( )α1 0
0 0 ，              L1( )α = ( )bα2

u*1 + b
u*2

1 α2
u*1 + b

0 0
，

Q (φ，φ) =
æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷ 2a0b2 v*1

( )u*1 + b 3 φ
21 + 2au*1( )u*1 + 2b

( )u*1 + b 2 φ1φ2

-2b2 v*1

( )u*1 + b 3 φ
21 - 2u*2

1 + 4bu*1

( )u*1 + b 2 φ1φ2

，   C (φ，φ，φ) =
æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷ -6a0b2 v*1

( )u*1 + b 4 φ
31 + 6ab2

( )u*1 + b 3 φ
21φ2

6b2 v*1

( )u*1 + b 4 φ
31 - 6b2

( )u*1 + b 3 φ
21φ2

，

这里φ = (φ1，φ2 ) T
，Q (φ，φ)和C (φ，φ，φ)分别为F (φ，α)在α = 0处关于φ的二阶和三阶Fréchet导数 . 为了方

便，我们将Q ( x，y )记为Qxy，C ( x，y，r )记为Cxyr .

注意到，式（8）的特征矩阵为

M k( )μ =
æ

è

ç

ç

ç

ç
ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷μ + σ*
k*1
k2 - a0b

u*1 + b - a0u*2
1

u*1 + b
2 - u*1

u*1 + b μ + σ2k2 + a0b
u*1 + b

.

由 1.1节中的讨论可知，μ = ±iω0 是M0( μ )的特征值，其中ω0 = a0( )u*2
1 - b / (u*1 + b )，μ = 0是M k*1( μ ) 

的一个单重特征值 . 因此，相应于特征值 μ = ±iω0和 μ = 0的特征向量及其对偶特征向量分别为

Φk*1
= ξk*1

，     Ψk*1
= ηT

k*1
，     Φ0 = ( ξ0，ξ̄0 )，     Ψ0 = (ηT0，η̄T0 )，

其中

ξk*1
=

æ

è

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷
÷÷
÷
÷

÷
1

σ*
k*1
k*2

1 ( )u*1 + b - a0b

a0u*2
1

，                     ηk*1
=

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

÷

÷
bσ2k*2

1 - σ*
k*1
k*2

1 u*1 + a0b

bk*2
1 ( )σ*

k*1
+ σ2

a0u*2
1

bk*2
1 ( )σ*

k*1
+ σ2

，

ξ0 =
æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷
1

i a0( )u*2
1 - b ( )u*1 + b - a0b

a0u*2
1

，     η0 = 1
2 a0( )u*2

1 - b ( )u*1 + b ( )a0( )u*2
1 - b ( )u*1 + b - a0bi

-a0u*2
1 i

.

由 Jiang et al.（2020）可知，在Turing-Hopf分支点处，模型（3）在中心流形上的三阶规范型为

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

ż1 = a1( )α z1 + a200 z21 + a011 z2 z̄2 + a300 z31 + a111 z1 z2 z̄2 + ⋅ ⋅ ⋅，
ż2 = iω0 z2 + b2( )α z2 + b110 z1 z2 + b210 z21 z2 + b021 z22 z̄2 + ⋅ ⋅ ⋅，
z̄2 = -iω0 z̄2 + - -- ----- --

b2( )α z̄2 + - -----b110 z1 z̄2 + - -----b210 z21 z̄2 + - -----b021 z2 z̄22 + ⋅ ⋅ ⋅，
（9）

其中规范型（9）中的各项系数可通过下述公式直接计算得到

a1(α) = 1
2 ηk*1(L1(α) ξk*1

- k*2
1 σ1(α) ξk*1 )，     a200 = a011 = b110 = 0，   b2(α) = 1

2 η0L1(α) ξ0，

a300 = 1
4 ηk*1

Cξ
k*1
ξ
k*1
ξ
k*1

+ 1
ω0

Re ( )iQξ
k*1
ξ
k*1
ξ0 Qξ

k*1
ξ
k*1

+ ξk*1
Qξ

k*1( )h0200 + 1
2 h2k*1200 ，

a111 = ηk*1
Cξ

k*1
ξ0 ξ̄0

+ 2
ω0

Re ( )iQξ
k*1
ξ0η0 Qξ0 ξ̄0

+ ξk*1( )Qξ
k*1( )h0011 + 1

2 h2k*1011 + Qξ0 h
k*1101 + Q ξ̄0

hk
*1110 ，

b210 = 1
2 η0Cξ

k*1
ξ
k*1
ξ0 + 1

2iω0
η0( )2Qξ

k*1
ξ
k*1
ηk*1
Qξ

k*1
ξ0 + ( )-Qξ0ξ0η0 + Qξ0 ξ̄0

η̄0 Qξ
k*1
ξ
k*1

+ η0( )Qξ
k*1
hk

*1110 + Qξ0 h
0200 ， 

b021 = 1
2 η0Cξ

k*1
ξ
k*1
ξ̄0

+ 1
4iω0

η0( )2
3 Q ξ̄0 ξ̄0

η̄0Qξ0ξ0 + ( )-2Qξ0ξ0η0 + 4Qξ0 ξ̄0
η̄0 Qξ0 ξ̄0

+ η0( )Qξ0 h
0011 + Q ξ̄0

h0020 ，
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h0200 = - 1
2 ( )L0( )h200 + σ0Δh200

-1
Qξ

k*1
ξ
k*1

+ 1
2iω0

( )ξ0η0 - ξ̄0η̄0 Qξ
k*
i
ξ
k*
i

，

h2k*1200 = - 1
2 2 ( )L2k*1( )h200 + σ2k*1

Δh200
-1
Qξ

k*1
ξ
k*1
， h2k*1011 = 0， h0002 = - -----

h0020， hk
*1101 = - -----

hk
*1110，

h0011 = -( )L0( )h200 + σ0Δh200
-1
Qξ0 ξ̄0

+ 1
iω0

( )ξ0η0 - ξ̄0η̄0 Qξ0 ξ̄0
，

h0020 = 1
2 ( )2iω0 I - ( )L0( )h200 + σ0Δh200

-1
Qξ0ξ0 - 1

2iω0 ( )ξ0η0 + 1
3 ξ̄0η̄0 Qξ0ξ0，

hk
*1110 = ( )iω0 I - ( )Lk*1( )h200 + σk*1

Δh200
-1
Qξ

k*1
ξ0 - 1

iω0
ξk*1
ηk*1
Qξ

k*1
ξ0 .

接下来，我们将规范型（9）转化为极坐标形式 . 首先，通过变量替换 z1 = m1，z2 = m2 - im3，z̄2 = m2 + im3，

将规范型（9） 转化为关于实坐标m = (m1，m2，m3 )的形式 . 其次，令m1 = r，m2 = ρcosθ，m3 = ρsinθ，则规范型

（9）可转化为如下极坐标形式

ì
í
î

ïï ṙ = ā1( )α r + a300r3 + a111rρ2，

ρ̇ = b̄2( )α ρ + b̄210r2 ρ + b̄021 ρ3，
（10）

其中

ā1(α) = Re (a1(α) )， b̄2(α) = Re (b2(α) )， b̄210 = Re (b210 )， b̄021 = Re (b021 ) .
模型（3）在正平衡点U *1 处产生的模-(k*2，0) Turing-Hopf分支的规范型可通过类似的方法推导得到 .

2 时空斑图

本节利用数值结果展示模型（3）在Turing-Hopf分支点(σ*
k*1
，a0 )附近产生的时空斑图 .

取 b = 0.09，c = 1.7，σ2 = 0.01（数据来源于 Baurmann et al.（2004）），则模型（3）存在正平衡点 U *1 =
(0.530 3，1.169 7). 由 1.1节的分析可知，模型（3）在平面σ1-a内的模-0 Hopf分支曲线和模-k Turing分支曲线

分别为

A0 ： a = a0 = 10.016 9， Lk ： a = ak(σ1 ) = 0.62k4 + 126k2

0.09k2 - 19.12 σ1， k > 14.
简单计算可得 k*0 = 14，êë ú

ûx
* = 21 > k*0，σ*

ê
ë
êêêê ú

û
úúúúx* = 0.001 28， σ*

ê
ë
êêêê ú

û
úúúúx* + 1 = 0.001 3，这意味着 k*1 = ê

ë
ú
ûx

* + 1 = 22. 

因此，模型（3）的 Turing-Hopf 分支点为 (σ*
k*1
，a0 ) = (σ*22，a0 ) = (0.001 3，10.016 9). 图 1 绘制了曲线 A0，L15， 

L21，L22，Turing-Hopf分支点TH，以及模型（3）的稳定区域，其中L15为ak(σ1 ) > 0的临界曲线 .

根据1.2节的推导过程及形式（10）可得，模型（3）的Turing-Hopf分支的规范型如下

ì
í
î

ïï ṙ = ( )0.064 0α2 - 493.341 3α1 r + 1.920 3r3 + 14.206 6 ρ2r，
ρ̇ = 0.036 2α2 ρ - 3.582 5ρr2 + 2.235 7 ρ3. （11）

注意到，ρ > 0且 r为任意实数 . 直接计算可得，对任意α1，α2，模型（11）都存在平凡平衡点E0 = (0，0)；当α2 <
7 714.97α1 时，模型（11）存在两个半平凡平衡点 E±1 = ( ± 256.908 5α1 - 0.033 3α2，0)；当 α2 < 0 时，模型

（11）存在半平凡平衡点 E2 = (0， -0.016 2α2 )；当 α2 > -2 939.029 4α1 且 α2 < 5 930.518 5α1 时，模型（11）存

在两个正平衡点

E±3 = ( ± 19.985 4α1 + 0.006 8α2， 32.024 8α1 - 0.005 4α2 ) .
从而，平面α1-α2内的临界分支曲线可表示为

A ： α2 = 0，  Γ ： α2 = 7 714.97α1，     Γ1 ： α2 = -2 939.029 4α1， Γ2 ： α2 = 5 930.518 5α1， α1 ≥ 0.
进一步，将平面α1-α2的坐标原点平移至点(σ*22，a0 ) = (0.001 3，10.016 9)后可得，该平面内的临界分支曲线与

平面α1-a内的分支曲线完全一致 . 为了方便，我们仍沿用符号A，Γ，Γ1和Γ2对其进行标记，其中

7
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A ： a = 10.016 9， Γ ： a = 7 714.97 ( )σ1 - 0.001 3 + 10.016 9， σ1 ≥ 0，
Γ1 ： a = -2 939.029 4 ( )σ1 - 0.001 3 + 10.016 9， σ1 ≥ 0.001 3， 
Γ2 ： a = 5 930.518 5( )σ1 - 0.001 3 + 10.016 9，  σ1 ≥ 0.001 3. 

其几何图形如图 2所示 . 从图 2中，我们观察到这些曲线将平面σ1-a划分为 6个区域，分别记为R1，R2，R3，
R4，R5，R6. 需要说明的是，模型（11）的平凡平衡点E0 对应原模型（3）的常数平衡点U *1，r轴上的平衡点E±1 对
应模型（3）的平衡态解， ρ轴上的平衡点E2对应模型（3）的空间齐次周期解，正平衡点E±3对应模型（3）的空间

非齐次周期解 . 接下来通过如下命题总结参数取遍R1-R6各区域时模型（3）的动力学行为 . 

命题 1 假设 b = 0.09，c = 1.7，σ2 = 0.01，则当 (σ1，a)充分接近Turing-Hopf分支点 (σ*22，a0 )时，模型（3）

在区域R i，i = 1，2，⋅ ⋅ ⋅，6内的动力学行为如下：

（i） 当(σ1，a) ∈ R1时，U *1 是渐近稳定性的；

（ii） 当(σ1，a) ∈ R2时，U *1 是不稳定的，且模型（3）存在一个稳定的空间非齐次平衡态解；

（iii） 当 (σ1，a) ∈ R3 时，U *1 是不稳定的，且模型（3）存在一对稳定的空间非齐次周期解和一对不稳定的

空间非齐次平衡态解；

（iv） 当 (σ1，a) ∈ R4 时，U *1 是不稳定的，且模型（3）存在一对不稳定的空间非齐次周期解，一对不稳定的

空间齐次周期解，和一对稳定的空间非齐次平衡态解；

（v） 当(σ1，a) ∈ R5时，U *1 是不稳定的，且模型（3）存在一对稳定的空间非齐次平衡态解；

（vi） 当(σ1，a) ∈ R6时，U *1 是不稳定的，且模型（3）存在一对稳定的空间齐次周期解 .

注 2 图 1~2和命题 1意味着在一定的参数值下，模型（3）可以产生时空斑图 . 生物学上，该结果说明沉

积物内细菌与营养物通过扩散、种间反馈发生自组织分化，一方面形成菌群与营养物质的空间斑块、层状分

布，体现底栖微生境与生态位的空间分异；另一方面使菌群丰度、物质代谢呈现周期性时间振荡，反映微生

物增殖、分解过程的动态节律，真实刻画了沉积物中细菌-营养物耦合演化的复杂生态特征 .

3 结 论

本文考虑了一类带有扩散项的最简沉积物模型，并在Baurmann et al.（2004）和Cao et al.（2019a；2019b）

的基础上研究了模型的Turing-Hopf分支现象与时空斑图 . 首先得到了在一定条件下，模型在正平衡点U *1 处

会发生Turing-Hopf分支现象 . 生物学上，该结果解释了海洋沉积物中细菌与营养物质的动态时空异质性；

其次给出了模型在Turing-Hopf分支点处的规范型；最后利用数值结果得到了在Turing-Hopf分支点附近，模

型呈现出丰富的时空动力学行为，包括空间齐次周期解、空间非齐次周期解以及空间非齐次平衡态解 . 生物

学上，该结果不仅说明沉积物内细菌与营养物通过扩散、种间反馈发生自组织分化，还真实体现了底栖微生

图1 正平衡态解U *1 在平面σ1-a中的稳定区域

Fig. 1　Stable region for the positive equilibrium 

 U *1  in σ1-a plane
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图2 U *1 在Turing-Hopf分支点TH附近的分支相图

Fig. 2 Bifurcation diagram of U *1  near the 

Turing-Hopf  bifurcation point TH 
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境与生态位的空间分异，同时，还真实刻画了沉积物中细菌-营养物耦合演化的复杂生态特征 .
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