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摘 要：首先研究 Hilbert 空间H上投影对 P，Q的积 PQ，Jordan 积 PQ + QP，三乘 Jordan 积 PQP，拟积 P + Q - PQ 

和Lie积PQ - QP的谱 . 其次，研究了投影对线性组合αP + βQ (α，β ∈ C\ { 0 })的谱和范数 . 同时，也得到了非零投

影对的和、差、积，Jordan积及Lie积的范数之间的关系 .
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Spectra and norms of algebraic combinations of projection pairs
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Abstract： This paper first investigates the spectra of the product PQ， Jordan product PQ + QP， triple 

Jordan product PQP， quasi-product P + Q - PQ and Lie product PQ - QP for pairs of projections P，Q 

on Hilbert space H. Secondly， it investigates the spectra and norms of the linear combination αP +
βQ (α，β ∈ C\ { 0 }) of projection pairs. Meanwhile， the relationships between the norms of the sum， 

difference， product， Jordan product and Lie product of non-zero projection pairs are also derived.
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近年来，学者们对正交投影（简称投影）对各类代数组合的谱结构展开了进一步探索，Li（2004）研究了可

分复 Hilbert 空间上一个有界线性算子 T能够写成投影对 P，Q的 Lie 积 PQ - QP的充要条件是 T * =
-T，‖T‖ ≤ 1

2 且 T酉等价于 T *，建立了算子结构与投影对的Lie积之间的联系 . Du et al.（2005）讨论了投影

对差的范数，Wang et al.（2008）讨论了投影对的Lie积的范数，得到了

{ } PQ - QP   ： P，Q 是 B (H )  中的投影 = é
ë
êêêê0，1

2 ù
û
úúúú .

Cui et al.（2012）研究了投影对Jordan积的谱特性，刻画了Jordan积的保持外围谱的等价条件 . Klaja（2014）

刻画了两个投影乘积的数值域的闭包，将其表示为以谱中点为参数的若干显式椭圆的闭凸包 . 吴文明等（2021）

研究了可分复Hilbert空间上投影对的和与差的谱，Bikchentaev（2022）给出了投影对的差与Lie积的范数之

间的关系，得到了当 P - Q ≤ 1
2 时有
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 PQ - QP =  P - Q 1 -  P - Q 2 .
Conde（2022）讨论了两个非零投影的和，差，积，Jordan积和Lie积的范数，得到了以下等式和不等式：

 P + Q = 1 +  PQ ，         PQ + QP =  PQ
2 +  PQ ，

0 ≤  PQ -  PQ
2 ≤  PQ - QP ≤ min{ }1

2， PQ ，
1
2  P + Q  P - Q .

蒋万林等（2021）研究了两个投影 P和 Q的组合 aP + bQ + cPQ的谱和秩的性质 . 马楠等（2024）则运用

Halmos 空间分解，研究两个投影 P和 Q组合的谱和范数，推广 (PQ) n和 (QP ) n的和与差的范数，给出关于 

αP + βQ和 I + αPQ的范数估计 .

尽管已有诸多研究成果，但是对于一般投影对各类代数组合的谱结构以及谱与范数之间内在联系的刻

画仍不够完善 . 吴文明等（2021）给出了可分复Hilbert空间中投影对的和与差的谱，本文研究了投影对P，Q 

的积 PQ，Jordan 积 PQ + QP，三乘 Jordan 积 PQP，拟积 P + Q - PQ和 Lie 积 PQ - QP的谱，完善了吴文明等 

（2021）的结果 . 同时，本文也研究了非零投影对的和，差，积，Jordan积和 Lie积的范数之间的关系，补充了 

Conde（2022）的相关结果 . Altwaijry et al.（2025）研究了复 Hilbert空间上非零投影对的线性组合 αP + βQ的

范数，得到了当α，β ∈ R，而且αβ ≥ 0时的范数公式如下：

 αP + βQ = || α + || β + ( )α - β 2 + 4αβ  PQ
2

2 .
本文用另一种方法证明了此公式，同时得到了αP + βQ的谱，其中α，β ∈ C\ { 0 }. 为此，本文第 1节研究了正

则投影对各类代数组合的谱和范数 . 第 2节研究了投影对各类代数组合的谱和范数 . 另外，第 2节也得到了

非零投影对的和，差，积，Jordan积和Lie积的范数之间的关系 .

为方便描述，下面我们首先介绍一些基本概念和记号 . 设B (H )是复Hilbert空间H上有界线性算子全体

构成的集合 . 设 A ∈ B (H )，A*、‖A‖、N ( A)和R ( A)分别表示算子 A的伴随算子、范数、零空间和值域空间， 

σ ( A) = { λ ∈ C ： A - λI 不可逆 }和 r ( A) = sup{| λ | ： λ ∈ σ ( )A }分别表示算子A的谱和谱半径 . 设 A ∈ B (H )，
若AA* = A*A，则称A是正规算子；若A = A*，则称A是自伴算子；若A是自伴算子，且σ ( A)是非负实数集的子

集，则称A是正算子；若A2 = A* = A，则称A是正交投影，简称投影 . P (H )表示B (H )中投影全体构成的集合 . 

I表示对应空间上的恒等算子 . 首先给出本文的重要引理 .

引理 1（Halmos，1969；Du et al.，2005；Böttcher et al.，2010） 设 P，Q ∈ P (H )，H1 = R (P ) ∩ R (Q)，H2 =
R(P ) ∩ N(Q)，H3 = N (P ) ∩ R (Q)，H4 = N (P ) ∩ N (Q)，H5 = R (P ) ⊖ (H1⊕H2 )，H6 = H ⊖ ( ⊕5

i = 1 Hi )，则在空

间分解H = ⊕6
i = 1 Hi 下有

P = I1⊕I2⊕0⊕0⊕( )I5 0
0 0 ， （1）

Q = I1⊕0⊕I3⊕0⊕
æ

è

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷Q0 Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

D*Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2 D*( )I5 - Q0 D

， （2）

其中Q0 是H5 上的正压缩算子，即Q0 是正算子且 ‖Q0‖ ≤ 1，0，1 不是Q0 的点谱，D是从H6 到H5 的酉算子，

Ii( i = 1，2，3，4，5，6)表示Hi上的恒等算子 . 

特别地，若H1 = H2 = H3 = H4 = { 0 }，则称

P = ( )I5 0
0 0 ，               Q =

æ

è

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷Q0 Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

D*Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2 D*( )I5 - Q0 D

（3）

是正则投影对 .
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1　正则投影对代数组合的谱和范数

吴文明等（2021）研究了可分复Hilbert空间上正则投影对的和与差的谱，下面的定理 1给出了正则投影

对P，Q的积PQ，Jordan积PQ + QP，三乘 Jordan积PQP，拟积P + Q - PQ和Lie积PQ - QP的谱 .

定理1 设P，Q是可分复Hilbert空间H上如式（3）所示的正则投影对，则

（i） σ (PQ + QP ) = { }λ ∈ R ： Q20 - (1 + 2λ)Q0 + λ2 I5  在 B (H5 )  中不可逆 = { }μ ± μ  ： μ ∈ σ (Q0 ) ；

（ii） σ (PQ - QP ) = { }ia ： a ∈ R，a2 ∈ σ (Q0( I5 - Q0 ) ) = { }±i λ( )1 - λ  ： λ ∈ σ (Q0 ) ；

（iii） σ (P + Q - PQ) = σ (P + Q - QP ) = {1} ∪ { }1 - λ ∈ R\ { 0 } ： λ ∈ σ (Q0 ) ；

（iv） σ (PQP ) = σ (QPQ) = σ (PQ) = σ (QP ) = { 0 } ∪ { }λ ： λ ∈ σ (Q0 ) .
证明 （i） 设P，Q是如式（3）所示的可分复Hilbert空间H上的正则投影对，则

PQ + QP =
æ

è

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷2Q0 Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

D*Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2 0

是自伴算子，从而实数 λ ∈ σ (PQ + QP )当且仅当PQ + QP - λI在B (H5⊕H6 )中不可逆 . 令

T = PQ + QP - λI =
æ

è

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷2Q0 - λI5 Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

D*Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2 -λI6

，      R =
æ

è

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷-λI5 -Q 1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

-D*Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2 D*( )2Q0 - λI5 D

，

则

RT = TR = ( )Q20 - ( )1 + 2λ Q0 + λ2 I5 0
0 D*( )Q20 - ( )1 + 2λ Q0 + λ2 I5 D

.
可以证明T在B (H5⊕H6 )中不可逆当且仅当RT在B (H5⊕H6 )中不可逆 . 事实上，显然由T在B (H5⊕H6 )中不

可逆易知RT在B (H5⊕H6 )中不可逆 . 反之，由RT在B (H5⊕H6 )中不可逆也可推出T在B (H5⊕H6 )中不可逆 . 

若RT在B (H5⊕H6 )中不可逆，则Q20 - (1 + 2λ)Q0 + λ2 I5 在B (H5 )中不可逆 . 又因为Q20 - (1 + 2λ)Q0 + λ2 I5 是

正规算子，所以存在一列单位向量 xn ∈ H5使得

lim
n → ∞ (Q20 - (1 + 2λ)Q0 + λ2 I5 ) xn = 0，

从而

lim
n → ∞T ( )-λxn

-D*Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2 xn

= lim
n → ∞ ( )( )Q20 - ( )1 + 2λ Q0 + λ2 I5 xn

0 = 0.
若 T在 B (H5⊕H6 )中可逆，则 lim

n → ∞ λxn = 0，从而 λ = 0. 此时有Q20 - (1 + 2λ)Q0 + λ2 I5 = -Q0( I5 - Q0 ). 于是由 

-Q0( I5 - Q0 )在B (H5 )中不可逆知Q0 在B (H5 )中不可逆或 I5 - Q0 在B (H5 )中不可逆 . 若Q0 在B (H5 )中不可

逆，则存在一列单位向量 yn ∈ H6 使得 lim
n → ∞Q

1
20 Dyn = 0，从而 lim

n → ∞T ( )0
yn

= 0，与 T在B (H5⊕H6 )中可逆矛盾 . 若 

I5 - Q0 在B (H5 )中不可逆，则存在一列单位向量 zn ∈ H6 使得 lim
n → ∞ ( I5 - Q0 )

1
2Dzn = 0，从而 lim

n → ∞T ( )0
zn

= 0，与 T 

在B (H5⊕H6 )中可逆矛盾 . 因此T在B (H5⊕H6 )中不可逆 .

又因为 RT 在 B (H5⊕H6 ) 中不可逆当且仅当 Q20 - (1 + 2λ)Q0 + λ2 I5 在 B (H5 ) 中不可逆，所以 T 在

B (H5⊕H6 )中不可逆当且仅当Q20 - (1 + 2λ)Q0 + λ2 I5在B (H5 )中不可逆 . 因此，由谱定义可得

σ (PQ + QP ) = { λ ∈ R ： Q20 - (1 + 2λ)Q0 + λ2 I5  在 B (H5 )  中不可逆 } .
另外，注意到

Q20 - (1 + 2λ)Q0 + λ2 I5 = (Q0 + Q 1
20 - λI5 ) (Q0 - Q 1

20 - λI5 ) .
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故

σ (PQ + QP ) = { }μ ± μ  ： μ ∈ σ (Q0 ) .

（ii） 因为 (PQ - QP ) *
= -(PQ - QP )，所以 σ (PQ - QP ) ⊆ { ia ： a ∈ R }. ia ∈ σ (PQ - QP ) 当且仅当 

PQ - QP - iaI在B (H5⊕H6 )中不可逆 . 令

R =
æ

è

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷-iaI5 -Q 1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

D*Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2 -iaI6

，    T = PQ - QP - iaI =
æ

è

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷-iaI5 Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

-D*Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2 -iaI6

，

则

RT = TR = ( )Q0( )I5 - Q0 - a2 I5 0
0 D*[ ]Q0( )I5 - Q0 - a2 I5 D

.
类似于（i）的证明可知 T在B (H5⊕H6 )中不可逆当且仅当RT在B (H5⊕H6 )中不可逆，而RT在B (H5⊕H6 )中
不可逆当且仅当Q0( I5 - Q0 ) - a2 I5在B (H5 )中不可逆 . 故

σ (PQ - QP ) = { }ia ： a ∈ R，a2 ∈ σ (Q0( I5 - Q0 ) ) = { }±i λ( )1 - λ  ： λ ∈ σ (Q0 ) .
（iii） 复数 λ ∈ σ (P + Q - QP )当且仅当P + Q - QP - λI在B (H5⊕H6 )中不可逆 . 令

R = ( )( )1 - λ I5 - Q0 -Q 1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

0 ( )1 - λ I6
，    T = P + Q - QP - λI = ( )( )1 - λ I5 Q

1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

0 D*[ ]( )1 - λ I5 - Q0 D
，

则

RT = TR = ( )( )1 - λ [ ]( )1 - λ I5 - Q0 0
0 ( )1 - λ D*[ ]( )1 - λ I5 - Q0 D

.

T 在 B (H5⊕H6 )中不可逆当且仅当 RT 在 B (H5⊕H6 )中不可逆，而 RT 在 B (H5⊕H6 )中不可逆当且仅当

(1 - λ)[ (1 - λ) I5 - Q0 ]在B (H5 )中不可逆 . 故由 σ (Q0 ) ⊆ R知

σ ( )P + Q - QP = {1} ∪ { λ ∈ R\ {1 } ： 1 - λ ∈ σ ( )Q0 } = {1 } ∪ { }1 - λ ∈ R\ { 0 } ： λ ∈ σ ( )Q0 .
又因为P + Q - PQ = (P + Q - QP ) *

，所以σ (P + Q - PQ) = σ (P + Q - QP ).
（iv） 由

PQP = ( )Q0 0
0 0 ，

易知 σ (PQP ) = { 0 } ∪ { λ ： λ ∈ σ (Q0 ) }. 实数 λ ∈ σ (QPQ)当且仅当 QPQ - λI在 B (H5⊕H6 )中不可逆，复数 

λ ∈ σ (PQ)当且仅当PQ - λI在B (H5⊕H6 )中不可逆 . 令

T1 = QPQ - λI =
æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷Q20 - λI5 Q
3
20 ( )I5 - Q0

1
2D

D*Q
3
20 ( )I5 - Q0

1
2 D*[ ]Q0( )I5 - Q0 - λI5 D

，T2 = PQ - λI = ( )Q0 - λI5 Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

0 -λI6
，

R1 =
æ

è

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷Q0( )I5 - Q0 - λI5 -Q 3
20 ( )I5 - Q0

1
2D

-D*Q
3
20 ( )I5 - Q0

1
2 D*( )Q20 - λI5 D

，                R2 = ( )-λI5 -Q 1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

0 D*( )Q0 - λI5 D
.

则

4
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R1T1 = T1R1 = R2T2 = T2R2 = ( )-λ( )Q0 - λI5 0
0 -λD*( )Q0 - λI5 D

.
Ti(i = 1，2) 在 B (H5⊕H6 ) 中不可逆当且仅当 RiTi(i = 1，2) 在 B (H5⊕H6 ) 中不可逆，而 RiTi(i = 1，2) 在 

B (H5⊕H6 )中不可逆当且仅当λ = 0或Q0 - λI5在B (H5 )中不可逆 . 故

σ (QPQ) = σ (PQ) = { 0 } ∪ { }λ ∈ R\{ }0  ： λ ∈ σ (Q0 ) .

又因为 σ (PQ) ⊆ R且(PQ) *
= QP，所以 σ (QP ) = σ (PQ).

注 1 由 ( μ - 1
2 ) 2

≥ 0知μ - μ ≥ - 1
4 . 又由σ (Q0 ) ⊆ [0，1]知定理 1中σ (PQ + QP ) ⊆ é

ë
êêêê - 1

4，2ù
û
úúúú. 对于

任意实数λ ∈ [0，1]，有 (λ - 1
2 ) 2

≥ 0，从而 λ( )1 - λ ≤ 1
2 . 因此σ (PQ - QP ) ⊆ { }±i μ ： μ ∈ R，0 ≤ μ ≤ 1

2 . 显

然σ (PQ - QP )关于原点对称 . σ (P + Q - PQ) ⊆ [0，1]， σ (PQP ) ⊆ [0，1].
注 2 由 0，1不是σ (Q0 )的孤立点知 0不是σ (PQ - QP )的孤立点，0，2不是σ (PQ + QP )的孤立点，0不

是σ (P + Q - PQ)的孤立点，1不是σ (PQP )的孤立点 .

Altwaijry et al.（2025）研究了当α，β ∈ R，αβ ≥ 0，且P，Q是非零投影时，有

 αP + βQ =
|| α + || β + ( )α - β 2

+ 4αβ  PQ
2

2
 .

接下来用吴文明等（2021）的方法可以计算出 σ (αP + βQ)，其中α，β ∈ C\ { 0 }，进一步可以得到 αP + βQ .

定理2 设P，Q是可分复Hilbert空间H上如式（3）所示的正则投影对，α， β ∈ C\ { 0 }，则

σ ( )αP + βQ = ì
í
î

ü
ý
þ

λ ∈ C ：  ( )α - λ ( )β - λ
αβ ∈ σ ( )Q0 =

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ü

ý

þ

ïïïï

ïïïï

α + β ± ( )α - β 2 + 4αβμ
2   ： μ ∈ σ ( )Q0 .

证明 设P，Q是可分复Hilbert空间H上如式（3）所示的正则投影对 . 因为

αP + βQ =
æ

è

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷αI5 + βQ0 βQ
1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

βD*Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2 βD*( )I5 - Q0 D

，

所以 λ ∈ σ (αP + βQ) ⇔ αP + βQ - λI在B (H5⊕H6 )中不可逆 . 令

T = αP + βQ - λI =
æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷( )α - λ I5 + βQ0 βQ
1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

βD*Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2 D*[ ]( )β - λ I5 - βQ0 D

，

R =
æ

è

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷( )β - λ I5 - βQ0 -βQ 1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

-βD*Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2 D*[ ]( )α - λ I5 + βQ0 D

.

计算可得

RT = ( )( )β - λ ( )α - λ I5 - αβQ0 0
0 D*[ ]( )α - λ ( )β - λ I5 - αβQ0 D

= TR.
可以证明T在B (H5⊕H6 )中不可逆当且仅当RT在B (H5⊕H6 )中不可逆 .

事实上，若 T在B (H5⊕H6 )中不可逆，则显然RT在B (H5⊕H6 )中不可逆 . 反之，设RT在B (H5⊕H6 )中不

可逆，则 (α - λ) ( β - λ) I5 - αβQ0 在B (H5 )中不可逆 . 又因为 (α - λ) ( β - λ) I5 - αβQ0 是正规算子，所以存

在一列单位向量 xn ∈ H5，使得

lim
n → ∞ [ (α - λ) ( β - λ) I5 - αβQ0 ] xn = 0. （4）

5
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从而

lim
n → ∞T ( )[ ]( )β - λ I5 - βQ0 xn

-βD*Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2 xn

= lim
n → ∞ ( )[ ]( )α - λ ( )β - λ I5 - αβQ0 xn

0 = 0.

若T在B (H5⊕H6 )中可逆，则

lim
n → ∞ [ ( β - λ) I5 - βQ0 ] xn = 0. （5）

由式（4）~（5）得

lim
n → ∞ λ( β - λ) xn = 0.

又由{ xn }是单位向量列知λ( β - λ) = 0，从而λ = 0或λ = β.
当 λ = 0 时，(α - λ) ( β - λ) I5 - αβQ0 = αβ ( I5 - Q0 ) 在 B (H5 ) 中不可逆 . 因为 αβ ≠ 0，所以 I5 - Q0 在 

B (H5 )中不可逆 . 又因为 I5 - Q0是正规算子，所以存在一列单位向量 yn ∈ H6，使得

lim
n → ∞ ( I5 - Q0 )

1
2Dyn = 0.

从而

lim
n → ∞T ( )0

yn
= lim

n → ∞ ( )βQ
1
20 ( )I5 - Q0

1
2Dyn

βD*( )I5 - Q0 Dyn
= 0 .

这与T可逆矛盾 .

当λ = β时，(α - λ) ( β - λ) I5 - αβQ0 = -αβQ0 在B (H5 )中不可逆 . 由αβ ≠ 0知Q0 在B (H5 )中不可逆，又

由Q0是正规算子知存在一列单位向量 zn ∈ H6，使得

lim
n → ∞Q

1
20 Dzn = 0.

从而

lim
n → ∞T ( )0

zn
= lim

n → ∞ ( )β ( )I5 - Q0
1
2Q

1
20 Dzn

-βD*Q0Dzn
= 0 .

这与T可逆矛盾 . 于是T在B (H5⊕H6 )中不可逆 . 因此，有

T 在 B ( )H5⊕H6  中不可逆 ⇔ RT 在 B ( )H5⊕H6  中不可逆 ⇔ ( )α - λ ( )β - λ I5 - αβQ0  在 B ( )H5  中不可逆

                                                     ⇔ ( )α - λ ( )β - λ
αβ I5 - Q0  在 B ( )H5  中不可逆 ⇔ ( )α - λ ( )β - λ

αβ ∈ σ ( )Q0 .
于是，由

λ ∈ σ (αP + βQ) ⇔ ( )α - λ ( )β - λ
αβ ∈ σ (Q0 )

得

σ ( )αP + βQ = ì
í
î

ü
ý
þ

λ ∈ C ：  ( )α - λ ( )β - λ
αβ ∈ σ ( )Q0 =

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ü

ý

þ

ïïïï

ïïïï

α + β ± ( )α - β 2 + 4αβμ
2   ：  μ ∈ σ ( )Q0 .

推论1 设P，Q是可分复Hilbert空间上的正则投影对，α，β ∈ R，且αβ ≥ 0，则

 αP + βQ = || α + || β + ( )α - β 2 + 4αβ  PQ
2

2 .
证明 因为σ (PQ) \ { 0 } = σ (PQP ) \ { 0 }，所以

r (PQ) = r (PQP ) = sup{| λ |  ： λ ∈ σ ( )Q0 } =  Q0 .
又由Altwaijry et al.（2025）的定理2.1可得 Q0 =  PQ

2
， 故

6
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 αP + βQ = r (αP + βQ ) = || α + || β + ( )α - β 2 + 4αβ  PQ
2

2 .
注3 当α，β ∈ C\ { 0 }时，推论1的结论不一定成立 . 例设H = C2，

P = ( )1 0
0 0 ，               Q =

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷

÷

÷

÷
1
2

1
2

1
2

1
2

，

则

 PQ =












 











( )1
2

1
2

0 0
= 22 ，                      PQ

2 = 1
2 .

取α = 1 + i，β = 1 - i，则

|| α + || β + ( )α - β 2 + 4αβ  PQ
2

2 = 2 .
另一方面，由

αP + βQ = (1 + i) P + (1 - i)Q =
æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷

÷

÷

÷
3 + i

2
1 - i

2
1 - i

2
1 - i

2
，

计算得

 αP + βQ = 10 + 2 5
2 ≠ 2 .

2　投影对代数组合的谱和范数

由式（1）~（2）知

PQ + QP = 2I1⊕0⊕0⊕0⊕
æ

è

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷2Q0 Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

D*Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2 0

， （6）

PQ - QP = 0⊕0⊕0⊕0⊕
æ

è

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷0 Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

-D*Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2 0

， （7）

P + Q - PQ = I1⊕I2⊕I3⊕0⊕( )I5 0
D*Q

1
20 ( )I5 - Q0

1
2 D*( )I5 - Q0 D

， （8）

PQP = I1⊕0⊕0⊕0⊕( )Q0 0
0 0 ， （9）

PQ = I1⊕0⊕0⊕0⊕( )Q0 Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

0 0
， （10）

αP + βQ = ( )α + β I1⊕αI2⊕βI3⊕0⊕
æ

è

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷αI5 + βQ0 βQ
1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

βD*Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2 βD*( )I5 - Q0 D

. （11）

由定理 1 及式（6）~（11）可得下面的定理 3. 定理 3 给出了可分复 Hilbert空间上投影对的积，Jordan 积，三乘

Jordan积，Lie积和拟积的谱 .

7
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定理3 设P，Q是可分复Hilbert空间H 上如式（1）~（2）所示的投影对，则以下结论成立：

（i） σ (PQ + QP ) = { }μ ± μ  ： μ ∈ σ (Q0 ) ∪ B1，其中B1 ⊆ { 0，2 }.
（ii） σ (PQ - QP ) = { }±i λ( )1 - λ  ： λ ∈ σ (Q0 ) ∪ B2，其中B2 ⊆ { 0 }.
（iii） σ (P + Q - PQ) = σ (P + Q - QP ) = {1} ∪ { }1 - λ ∈ R\ { 0 } ： λ ∈ σ (Q0 ) ∪ B3，其中B3 ⊆ { 0 }.
（iv） σ (PQP ) = σ (QPQ) = σ (PQ) = σ (QP ) = { 0 } ∪ { }λ ： λ ∈ σ (Q0 ) ∪ B4，其中B4 ⊆ {1}.

且满足

（a） 0 ∈ B1当且仅当H2，H3，H4中至少有一个不为{ 0 }，2 ∈ B1当且仅当H1 ≠ { 0 }.
（b） 0 ∈ B2当且仅当H1，H2，H3，H4中至少有一个不为{ 0 }.
（c） 0 ∈ B3当且仅当H4 ≠ { 0 }.
（d） 1 ∈ B4当且仅当H1 ≠ { 0 }.
定理4 设P，Q是可分复Hilbert空间H上如式（1）~（2）所示的投影对，α，β ∈ C\ { 0 }，则

σ (αP + βQ) =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ü

ý

þ

ïïïï

ïïïï

α + β ± ( )α - β 2 + 4αβ μ
2   ：  μ ∈ σ (Q0 ) ∪ B， 

其中 B ⊆ { 0，α，β，α + β }，且满足 0 ∈ B 当且仅当 H4 ≠ { 0 }；α ∈ B 当且仅当 H2 ≠ { 0 }；β ∈ B 当且仅当 

H3 ≠ { 0 }；α + β ∈ B当且仅当H1 ≠ { 0 }.
下面的定理研究了两个非零投影对的和、差、积，Jordan积和Lie积的范数之间的关系 .

定理5 设P，Q ∈ P (H )是非零投影对，则以下结论成立 .

（i）  P - Q 2 = 1 -  PQ
2 ⇔  PQ + QP = 1

2 ( P + Q 2 -  P - Q 2 ).
（ii）  P - Q = 1 -  PQ ⇔  PQ + QP =  P + Q -  P - Q .

证明 由Du et al.（2005）的命题5的推论7知

 P - Q = ì
í
î

ïï

ïïïï

1，           H2 ≠ { 0 }  或 H3 ≠ { 0 }，
 I5 - Q0

1
2，    H2 = H3 = { 0 } . （12）

由

PQ = I1⊕0⊕0⊕0⊕( )Q0 Q
1
20 ( )I5 - Q0

1
2D

0 0 ，

知

 PQ = ì
í
î

ïï

ïïïï

1，       H1 ≠ { 0 }，
 Q0

1
2，     H1 = { 0 } . （13）

则由式（6）知

 PQ + QP = ì
í
î

ïï

ïï

2，       H1 ≠ { 0 }，
 Q0

1
2 +  Q0 ，  H1 = { 0 }， （14）

 P + Q = ì
í
î

ïï

ïï

2，       H1 ≠ { 0 }，
1 +  Q0

1
2，          H1 = { 0 } . （15）

（i） 必要性 . 设 P - Q 2 = 1 -  PQ
2
.

若 H2 ≠ { 0 } 或 H3 ≠ { 0 }，则  P - Q = 1，从而  PQ = 0. 由式（13）知 H1 = { 0 } 且  Q0 = 0. 由式（14）~

（15）知

 PQ + QP = 0，               P + Q = 1.

8
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因此，

 PQ + QP = 0 = 1
2 ( ) P + Q 2 -  P - Q 2 .

若 H2 = H3 = H1 = { 0 }，则由式（12）~（15）知

 P - Q =  I5 - Q0
1
2，                PQ =  Q0

1
2，

 PQ + QP =  Q0
1
2 +  Q0 ，         P + Q = 1 +  Q0

1
2 .

由 P - Q 2 = 1 -  PQ
2
知  I5 - Q0 = 1 -  Q0 . 于是，

 P + Q 2 -  P - Q 2 = ( )1 +  Q0
1
2

2
-  I5 - Q0 = 1 + 2 Q0

1
2 +  Q0 - 1 +  Q0

= 2 ( ) Q0
1
2 +  Q0 = 2 PQ + QP .

因此，

 PQ + QP = 1
2 ( P + Q 2 -  P - Q 2 ) .

若H2 = H3 = { 0 }，H1 ≠ { 0 }，则 PQ = 1. 由 P - Q
2

= 1 -  PQ
2
知  P - Q = 0. 由式（14）~（15）知

 PQ + QP =  P + Q = 2.
因此，

 PQ + QP = 2 = 1
2 ( P + Q 2 -  P - Q 2 ) .

充分性 . 设 PQ + QP = 1
2 ( P + Q 2 -  P - Q 2 ).

若H1 ≠ { 0 }，由式（13）~（15）知

 PQ = 1，          PQ + QP =  P + Q = 2.
因此，

 P - Q 2 = 0 = 1 -  PQ
2.

若H1 = { 0 }，由式（13）~（15）知

 PQ =  Q0
1
2，‖PQ + QP‖ = ‖Q0‖1

2 + ‖Q0‖，‖P + Q‖ = 1 + ‖Q0‖1
2 .

因此，由

 PQ + QP = 1
2 ( P + Q 2 -  P - Q 2 )

知

 P - Q 2 = 1 -  Q0 = 1 -  PQ
2.

（ii） 必要性 . 设 P - Q = 1 -  PQ
2
.

若 H2 ≠ { 0 } 或 H3 ≠ { 0 }，则  P - Q = 1，从而  PQ = 0. 由式（13）知 H1 = { 0 } 且  Q0 = 0. 由式（14）~ 

（15）知

 PQ + QP = 0，              P + Q = 1.
因此，

 PQ + QP = 0 =  P + Q -  P - Q .
若 H2 = H3 = H1 = { 0 }，则由式（12）~（15）知

 P - Q =  I5 - Q0
1
2，         PQ =  Q0

1
2，

 PQ + QP =  Q0
1
2 +  Q0 ，             P + Q = 1 +  Q0

1
2 .

9
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由 P - Q = 1 -  PQ
2
 知  I5 - Q0

1
2 = 1 -  Q0 . 于是，

 PQ + QP =  Q0
1
2 +  Q0 = 1 +  Q0

1
2 - ( )1 -  Q0 = 1 +  Q0

1
2 -  I5 - Q0

1
2 =  P + Q -  P - Q .

若H2 = H3 = { 0 }，H1 ≠ { 0 }，则 PQ = 1，从而 P - Q =  I5 - Q0
1
2 = 0. 由式（14）~（15）知

 PQ + QP =  P + Q = 2.
因此，

 PQ + QP = 2 =  P + Q -  P - Q .
充分性 . 设 PQ + QP =  P + Q -  P - Q .

若H1 ≠ { 0 }，由式（13）~（15）知

 PQ = 1，           PQ + QP =  P + Q = 2.
因此，

 P - Q = 0 = 1 -  PQ
2.

若H1 = { 0 }，由式（12）~（15）知

 PQ =  Q0
1
2，          PQ + QP =  Q0

1
2 +  Q0 ，           P + Q = 1 +  Q0

1
2 .

因此，

 P - Q = 1 -  Q0 = 1 -  PQ
2.

定理6 设P，Q ∈ P (H )是非零投影对 . 若 P - Q = 1
2 ，则 PQ - QP = 1

2 .

证明 由Bikchentaev（2022）中的定理3.1的推论3.2知，当 P - Q = 1
2  时有

 PQ - QP =  P - Q 1 -  P - Q 2 = 1
2 .
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