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摘 要：提出一种基于界面力的平衡有限元方法，并结合对偶分析理论，实现有限滑移接触问题的高精度应力求

解以及后验误差严格估计。首先，在有限滑移的框架下推导接触问题的最小余能原理，并通过引入接触约束（接触

力为压力），将其转化为二次规划问题；随后，结合宏单元技术构造一种基于界面力的平衡元并代入接触问题的最

小余能原理，最终获得严格满足平衡方程的高精度平衡应力场。结合该方法所得到的平衡应力场以及有限元的协

调位移场，推导并计算接触问题中的本构关系误差，证明了该本构关系误差是离散误差的严格上界。最后，通过典

型的多体接触算例对所提方法进行数值验证。结果显示，所提方法能够保证解的精度、收敛性以及离散误差估计

的有效性。
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Abstract： This paper proposes an interface-traction-based equilibrium finite element method combined 

with dual analysis theory to achieve high-precision stress solutions and strict a posteriori error 

estimation for finite sliding contact problems. First， the principle of minimum complementary energy 

for contact problems is derived within the framework of finite sliding. By introducing contact 

constraints， the problem is transformed into a quadratic programming problem. Subsequently，an 

traction-based equilibrium element is constructed using the macro-element technique and substituted 

into the principle of minimum complementary energy. Consequently，a high-precision equilibrium 

stress field that strictly satisfies the equilibrium equations is obtained. By combining the equilibrium 

stress field obtained from this method with the compatible displacement field from standard finite 

elements， the constitutive relation error （CRE） for contact problems can be derived and calculated. It 

is proven that this CRE serves as a strict upper bound for the discretization error. Finally， the proposed 

method is numerically verified through typical multi-body contact benchmarks， demonstrating its 

effectiveness in terms of solution accuracy， convergence， and discretization error estimation.
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接触问题在工业领域广泛存在。例如：机械零

部件间的传动配合、紧固件的受力分析、航天器的

对接（范亚杰等，2024）等，均涉及复杂的接触行为

（Wriggers， 2006；程红梁， 2007）。有限元方法凭借

其优异的适应性，已成为求解各类接触问题的核心

数值方法（孙林松等， 2001； 张宏磊，2025）。但有

限元计算不可避免地存在离散误差，如何评估并控

制离散误差，对实际接触分析至关重要。离散误差

评估方法主要分为 3类：（1）基于残值的误差估计。

它能适应于广大线性与非线性问题，缺点是计算代

价较高。（2）基于恢复的误差估计。它采用超收敛

的应力代替真实应力来估计误差，有效性较好；缺

陷是必须依赖超收敛应力点的存在性（Almeida 

Pereira， 2008；Maunder et al.， 1996）。（3）基于本构

关系的误差估计（CRE， constitutive relation error）。

该误差估计可严格给出离散误差的上界（Ladeveze 

et al.，1983）。CRE 估计其实是经典对偶分析的拓

展（Coorevits et al.，2000； Carstensen et al.， 1999； 

Wang et al.， 2017），其核心在于引入一对协调的位

移场与平衡的应力场（Debongnie et al.，1995），协调

的位移场可以通过传统有限元方法直接获得

（Ladeveze et al.， 1983； Ladeveze et al.， 2005）。但

平衡的应力场需要严格满足平衡方程，因其构造困

难，需要通过平衡有限元法（EFEM， equilibrium 

finite element method）实现（Moitinho de Almeida et 

al.， 2017； Robinson， 1985）。

Wang et al.（2014， 2015）提出了基于界面力的

平衡单元（Traction-based equilibrium element）方法。

该方法以单元间的面力作为基本自由度，引入平衡

约束构造平衡应力场，最后通过最小余能原理得到

平衡应力解。Zheng et al.（2023）将基于界面力的平

衡单元方法应用于微小滑移的接触问题，验证了其

在特定场景下的有效性。但该方法无法对有限滑

移接触问题进行精准分析，难以满足更为普遍、且

非线性特征更为显著的有限滑移接触问题的求解。

针对有限滑移接触问题，本文提出一种基于平

衡有限元的高精度数值方法。该方法推导了有限

滑移条件下接触问题的最小余能原理，引入面力平

衡单元构建表达式；再通过点-面模型处理接触边

界，将时间增量步转化为带约束的二次规划问题，

实现接触状态演化的精准捕捉；同时，计算本构关

系误差，为精度控制与自适应计算提供理论支撑。

将该方法应用于含初始间隙的多体有限滑移接触

算例，验证了其在收敛性、应力精度及 CRE 误差界

评估方面的有效性与优越性。

1 理论分析

1. 1　二维无摩擦接触模型的描述

考虑两个弹性体的接触问题，建立如图 1 所示

的接触模型。两个弹性体记为 Ω1 和 Ω2，共同构成

区域 Ω = Ω1 ⋃ Ω2。在接触问题中，可将接触边界

分为 3个部分：施加位移 up的Dirichlet边界ΓD1、ΓD2，

施加界面力 tp的Neumann边界ΓN1、ΓN2，以及可能发

生接触的接触边界 Γc = Γc1 ⋃ Γc2。此外，载荷包括

Ω 中的体力和 Neumann 边界上的界面力 tp，材料的

性质由胡克算子H表示。

根据 Hertz-Signorini-Moreau 无摩擦接触状态

（Wriggers， 2006），在任何情况下两物体间隙 gapN

始终满足非穿透条件（非侵入条件）（林姗等， 

2018），即

gapN = gap0 + (u1 - u2 )n2 ≥ 0， （1）

式中 gap0 表示两物体间的初始间隙，(u1 - u2 )代表

接触边界上节点的位移，n2 为弹性体 Ω2 的法向量。

同样，在任何情况下法向接触力 pN需要满足以下条

件（Sewerin et al.， 2020）：

pN ≤ 0，      pNgapN = 0. （2）

该 条 件 表 示 ，在 两 物 体 未 发 生 接 触 时 ，

gapN > 0，pN = 0；两物体完美接触时，gapN = 0，pN =
0；两物体发生接触时，gapN = 0，pN ≤ 0。在优化理

论中，式（1）和（2）组成的方程组也被称为 KKT 条

图1　两个弹性体的接触模型

Fig. 1　A contact mechanics model for 

two deformable elastic bodies
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件，由此可以写出接触问题的控制方程：
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-divσ = fp， in Ω ，
σ = Hε (u )，
nσ = tp， on ΓN，
u = up， on ΓD，
Lu ≤ gap0， on Γc .

1. 2　对偶分析用于严格误差估计

在弹性力学中，势能与余能原理互为对偶。若

要进行对偶分析，需要一对协调的位移解与平衡的

应力解（汪利， 2016），用于实现接触问题的严格误

差估计。势能原理的表达式为

minΠp (u ) = 1
2 au (u，u ) - lp (u )，

s.t.

Lu ≤ gap0，      on   Γc .

为了建立余能原理的表达式，先建立基于应力

的能量内积表达式

aσ (σ，τ ) = ∫Ω
tr [σH-1τ ] dΩ，

并给出一个基于应力的平衡方程：

1
2 au (u，u ) - lp (u ) = max

σ ∈ L2 (Ω) ∫Ω
tr [σε (u ) ] dΩ

-∫Ω
tr é

ë
êêêê1

2 σTH-1σù
û
úúúú dΩ.

根据泛函的驻值定理（汪利等， 2022），对上述

方程中的 u进行最小化处理。结合约束条件，可得

到式（3）接触问题的余能原理表达式，证明过程参

考Zheng et al.（2023）。

min
σ，λ

Πc (σ，λ) ≔ 1
2 aσ (σ，σ ) - ∫ΓD

nσupdΓ
-∫Γc

(λ ⋅ gap0 )dΓ，
（3）

s.t.

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

-divσ = fp，               in  Ω ，
nσ = tp，                     on  ΓN，
λ ≤ 0，   nσ = L*λ， on  Γc.

同时，通过有限元可以得到接触问题协调的位

移解，而平衡元方法可以得到平衡的应力解，凭借

一组协调的位移解与平衡的应力解，可以实现严格

的误差估计，如式（4）所示。

 u - uh
2
u

+  σ - σh

2
σ

≤ e2CRE[uh，(σh，λh ) ]，

eCRE[uh，(σh，λh ) ] ≔
 σh - Hε ( )uh

2
σ

+ 2 ∫
Γc

λh( )Luh - gap0 dΓ，（4）

式中 uh为协调的位移解，(σh，λh )为平衡的应力解，

u、σ、λ分别为原问题中的真实位移、应力和接触力。

eCRE[uh，(σh，λh ) ]衡量了本构关系中的不一致性，被

称为接触问题中的本构关系误差估计，即接触问题

的 CRE 估计（Zheng et al.， 2023），其为有限元或平

衡元离散误差的严格上界。

2 基于界面力的平衡元方法用于有

限滑移接触问题

2. 1　基于界面力的平衡元方法

首先需要重新定义弹性体的网格特征，主要分

为节点 i、单元 e、边 l，其中N、E、B分别代表节点、单

元和边的集合。图 2为基于面力平衡元示意图，如

果有边界上的边 l ∈ Bbou，则其法向量 n l视为该域的

外法向量，有ηel = 1；而对于具有两个相邻单元 e1、e2
的边 l ∈ B in，对应的法向量 ne1

l 和 ne2
l 彼此相反，即

{ ηe1
l，ηe2

l } = {-1，1}，ηe1
l + ηe2

l = 0。

单元边 l上的面力由边两端上的面力和接触力

进行线性插值（Wang et al.， 2015）：

t lh (x ) = ϕl1 (x )t2l - 1 + ϕl2 (x )t2l = Φ l { t }l，   x ∈ Γ l，（5）

λlh (x ) = ϕl1 (x )λ2l - 1 + ϕl2 (x )λ2l，   x ∈ Γ l，（6）

式中 { t }l = [ t2l - 1；t2l ]代表边 l两端的面力自由度

（DOFs），{ λ }l = [ λ2l - 1；λ2l ]代表边 l两端的接触力

图2　基于界面力的平衡元示意图

Fig. 2　The traction-equilibrium-based element for contact 

interface discretization

3



第 XX 卷中山大学学报（自然科学版中英文）

自由度，Φ l = [ϕl1I2；ϕl2I2 ]代表线性插值矩阵，I2 代

表一个2 × 2的单位矩阵。

对于一个单元 e，其边 l上的局部面力可以表示

为 telh = ηel t lh，对应的局部自由度为 { t }el = [ te2l - 1，te2l ]，
可表示为

{ t }el = T e
l { t }l，T e

l =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

I4， ηel = 1，
( )0 -I2-I2 0 ， ηel = -1.

由此，本方法所涉及的面力自由度、单元内局

部面力自由度可表示为

{ t } = [ { t }l，   l ∈ B；   { λ }l，   l ∈ Bc ]，
{ t }elocal = T e { t }e，   T e = diag (T e1，T e2，T e3 ).

为了满足自平衡条件，界面力在 x、y 方向的合

力及合力矩必须为 0。结合插值公式（5）和（6），将

自平衡条件写为矩阵形式：

C e { t }elocal = C eT e { t }e = 0，   e ∈ E ⇔ C { t } = 0，（7）

其中 C是通过各单元内 C eT e组装得到的整体约束

矩阵，C e是一个 3×12 的矩阵，对应于 3 个平衡约束

条件。采用这种方法构造的单元存在虚假位移模

态。采用宏单元技术（Macro-element technique）消

除虚假位移模态需引入中心点，将三角形单元进一

步划分为 3个子三角形，并在每个子三角形中构造

线性应力场（Zheng et al.， 2023）。通过这种方式，

可以得到无虚假位移模态的平衡单元，其应力场可

由面力自由度插值得到：

σe
h = Ξ elocal (x ) { t }elocal = Ξe (x ) { t }e， （8）

其中Ξe (x ) = Ξ elocal (x )T e是该单元的应力形函数。

2. 2　平衡元方法用于有限滑移接触问题

通过界面力 t lh建立了平衡的位移场σh和接触

力λh之后，通过面力自由度 { t }来近似表示位移场。

结合式（3）和（8）将接触问题的余能原理写为

Πe ( { t }) = 1
2 aσ (σh，σh )
-∫ΓD

nσhupdΓ - ∫Γe

(λh ⋅ gap0 )dΓ
= ∑e ∈ E

1
2 { t }eTaσ (Ξe，Ξe ) { t }e

-∑l ∈ BD
{ t }T

l ∫Γ l

ΦT
l updΓ

-∑l ∈ Bc
{ λ }T

l ∫Γ l

é
ë
êêêê ù

û
úúúúΦ l1

Φ l2
⋅ gap0 )dΓ

= 1
2 { t }TF { t } - { t }T { gap0 }，

（9）

式中F代表柔度矩阵，{ gap0 }代表距离向量，a代表

组装算子，Ξe是式（8）的应力形函数，ΦT
l、Φ l1、Φ l2 为

式（5）和（6）中的形函数。式（9）的余能原理在接触

问题中成立，需要保证构造的应力场是平衡的，即

满足自平衡条件、面力连续性条件（由 2.1 节证明）

和面力平衡约束（在式（7）中说明）。

该方法还要求面力满足Neumann边界条件，若

Neumann边界上的面力 tp在边界上是线性的，则{ t }l
为该边左右节点的面力；若 tp是非线性的，采用式

（10）进行线性化处理（Wang et al.， 2014）。

{ t }l = é
ë
êêêê∫Γ l

ΦT
lΦ ldΓù

û
úúúú

-1∫Γ l

ΦT
l tpdΓ，      l ∈ BN.（10）

类似地，在接触边界上的接触力约束条件表

示为

{ t }l = T c
l { λ }l，   { λ }l ≤ 0，      l ∈ Bc . （11）

接下来，采用点-段（NTS，node-to-segment）接

触模型（Hallquist et al.，1985；Wang et al.，2025）实现

接触约束的施加。该模型对接触界面网格离散几

乎没有限制（陈成军等，2018），模型如图3所示。

图 3 中，有两个弹性体 Ω1 和 Ω2。令 Ω1 为从属

体，Ω2 为主控体；对应地，从属体的 Γc 为主面，主控

体的Γc 为从面。在基于界面力的平衡单元中，建立

接触面力平衡约束：

∫
s1

s2
ts1dτ = ∫

m'1

m12
tm1 dτ + ∫

m21

m'2
tm2 dτ， （12）

式中 ts1、tm1、tm2 分别是边 s1 s2、m11m12、m21m22 上的面力。

该接触力的平衡约束可写为

D { t } = 0.

于是，式（11）和接触力的平衡约束可统一为

Ĉ { t } = 0，

图3　NTS接触模型

Fig. 3　NTS-contact model
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其中 Ĉ = ( )CD 。

为了进行距离计算，给出 gapN的表达式，用于

接触状态的判断。以点 s1与线段m11m12为例，

gapN = [ s1 - (1 - ξ )m11 - ξm12 ] n，
ξ = 1

l ( s1 - m11 ) (m12 - m11 )，
式中 l为主面线段m11m12 的长度，n为该线段的外法

向量。在迭代过程中，点 s、m和 g应使用状态量 ŝ、m̂
和 ĝ表示，距离函数在NTS模型中的表达式为

gap
N

= gap 0，

-[ n̂ -(1 - ξ ) n̂ -ξ n̂ ] [ ŝ1 m̂1 m̂2 ]T ≥ 0 .
综上，用于有限滑移接触问题的平衡元方法是

式（13）所示的二次规划问题：

min{ t } Πc { t } = 1
2 { t }TF { t } - { t }T { gap

N
}，（13）

s.t.

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

{ t }l = { tp }l，                               l ∈ BN ，
C { t } = 0，   { t }l = T c

l { λ }l，   { λ }l ≤ 0 ，
(Mm - M s ) { t } l = 0，               l ∈ Bc ，

式中Mm和M s来源于式（12）中面力平衡约束的积

分。对于直段的线性插值，采用了三点高斯求积。

若将问题拓展到非零体力的情况，可将接触边界上

的约束条件和距离函数改为如下形式：

{ t }l = T c
l { λ }l - { t0 }l，   { λ }l ≤ 0，   l ∈ Bc .

{ gap
N

} = A
l ∈ BD ∫Γ l

ΦT updΓ，

+ A
l ∈ Bc ∫Γ l( )é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

ϕl1
ϕl2

⋅ gap0 dΓ - A
e ∈ E aσ (Ξe，σ0 ) ，

其证明过程见Zheng et al.（2023）。

2. 3　算法框架

求解式（13），可以得到当前步下的应力解，再

通过简单的后处理就可以得到接触边界上的位移，

最后进行接触的搜索以及接触约束的更新。本文

方法的流程如图4所示。

图4　平衡元法的程序框架

Fig. 4　Program framework of the equilibrium element method
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3 数值算例

如图 5 所示，建立带有初始间隙的两悬臂梁接

触模型。模型由两个矩形悬臂梁组成，尺寸均为

4 × 1，分别固定在左侧与右侧边界。上梁 Ω1 在顶

部受均布载荷 tp = 1，上梁Ω1 与下梁Ω2 之间存在初

始间隙 gap0 = 0.1，主要坐标包括：A（1.1，0）、A′（1.1，

3.5）、B（1.1，4）、C（1，2）、D（1，6）、E（0，6）。上梁的

杨氏模量E1 = 100 Pa，下梁的杨氏模量E2 = 400 Pa，
上下梁的泊松比均为 0.3。为了消除物理量纲差异

导致的矩阵病态问题，提高数值计算的稳定性，本

算例对物理量采用了无量纲处理（王勖成， 2003）。

对该问题进行网格划分，采用的是线性三角形

单元，网格尺寸 h分别为 1、1/2、1/4、1/8、1/16。结合

载荷情况，设置可能的接触面；将 AB设为从面，CD
设为主面，载荷 tp分为10步加载。

图 6 展示了网格尺寸为 1/16 时的 EFEM 应力

解，包括水平方向应力、垂直方向应力以及剪应力。

在非常精细的网格下使用 ABAQUS 求解相同的模

型，输出垂直方向的应力。对比本文方法与

ABAQUS参考应力解，发现两者的应力集中和分布

模式一致。

上梁边界 A′B上的接触力，如图 7所示。从图 7

可知，两者的接触力变化十分吻合，且本文方法的

应力解所呈现的接触力是不连续的。这种应力的

不连续性是合理的，因为该方法的应力场只需要满

足平衡约束，并不要求具有C0 连续性（Wang et al.， 

2014， 2015）。因此，上述结论验证了本文方法在解

决有限滑移接触问题上的有效性。

为了量化本文方法的准确性和收敛性，提取下

梁 Ω2 右边界的竖直合力 I1 = ∫
DE
ty dτ和 B 点的接触

力λ(B )，与 ABAQUS参考解进行比较并计算误差。

此时的参考解是通过 ABAQUS 使用非常精细的网

格获得，不同网格的竖直合力 I1、接触力 λ ( B )、应变

图5　两悬臂梁接触模型

Fig. 5　Contact model of two cantilever beams

图6　应力分布

Fig. 6　Stress distributions

图7　EFEM和ABAQUS参考解的接触力

Fig. 7　The contact forces obtained from EFEM and the reference solution of ABAQUS 
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能E、竖直合力误差 eI1
、接触力误差 eλ ( )B 、应变能误差

eE和本构关系误差 eCRE汇总于表 1。其中，应变能的

表达式为

E = 1
2 ∫Ω

σh：H-1：σh dΩ.

图 8为竖直合力、接触力、应变能误差和本构关

系误差曲线。结果表明，随着自由度的逐步增加，

计算误差呈显著下降的趋势，验证了本文方法的收

敛性与稳定性。对误差收敛率进行分析，发现对应

的误差收敛阶数分别为1.282、0.911。

以ABAQUS在精细网格下的应变能为参考，可

以发现：随着自由度的逐步增加，应变能误差逐渐

减小，收敛阶数约为 1.5。表 1展示了不同网格下的

离散误差的严格上界。随着网格的细化，有限元解

和本文 EFEM 解的离散误差逐渐减小，在更小的网

格下两者都能获取更准确的结果。如图 8所示，本

构关系误差的收敛阶数约为0.8。

4 结 论

本文提出了一种求解有限滑移接触问题的面

力平衡元法。以面力作为基本自由度，不仅可以方

便地处理接触约束，而且该方法在计算应力时有较

高的精度和收敛性。因此，本文的方法可以获得有

限滑移接触问题的平衡应力解，将之与传统有限元

的协调位移解相结合，可以通过对偶分析直接得到 离散误差的严格上界，并指导自适应网格加密。
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