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全涂层介质内部反散射的传输特征值问题*
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摘 要：研究具有全涂层边界条件的非均匀介质内部反散射的传输特征值问题 . 首先建立四阶非线性传输特征值

问题，其次提出了一个带有辅助变量的等效混合公式，将非线性特征值问题转化为线性特征值问题，再利用Riesz

表示定理、Rellich紧性定理构造恰当的算子，并利用Brezzi理论、柯西收敛准则、Poincaré不等式证明算子的紧性和

强制性 . 然后进行有限元离散化，证明了在凸域和非凸域上传输特征值的最优收敛速率，并且得到一个稀疏的广义

特征值问题，通过压缩几乎所有具有巨大多重数的∞特征值，在不恶化稀疏性的情况下，显著减小了矩阵大小 .
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Transmission eigenvalue problem of internal inverse scattering 

for fully coated media

DING Huihui， LIU Lihan
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Abstract： Transmission eigenvalue problem of internal inverse scattering in inhomogeneous media 

with fully coated boundary conditions is investigated. First，a fourth-order nonlinear transmission 

eigenvalue problem is established. Second， an equivalent mixed formulation with auxiliary variables is 

proposed to transform the nonlinear problem into a linear eigenvalue problem. Appropriate operators 

are constructed using the Riesz representation theorem and the Rellich compactness theorem. Then， the 

compactness and coerciveness of operators are proven through the Brezzi theory， Cauchy convergence 

criterion， and Poincaré inequality. Subsequently， finite element discretization is performed. It is 

demonstrated that optimal convergence rates for transmission eigenvalues can be achieved on both 

convex and non-convex domains. A sparse generalized eigenvalue problem is derived， which 

significantly reduces matrix size by compressing nearly all ∞ eigenvalues with huge multiplicities while 

preserving sparsity.

Key words： inverse scattering； transmission eigenvalue； finite element method； generalized eigenvalue

传输特征值问题是反散射理论中的核心问题之一 . 由于传输特征值携带了有关散射物体材料性质的一

些重要信息（Giorgi et al.，2012；Peters et al.，2016），因此该问题在无损检测、医学成像和地球物理勘探等领
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域具有重要应用 . 在现有的声波和电磁波反散射问题研究中，关于传输特征值问题的研究主要集中在证明

传输特征值存在性（Cakoni et al.，2010）以及其至多形成一个离散集（Colton et al.，2007）和计算传输特征值 .

关于传输特征值的数值计算方法主要有如下方法：远场数据法（Cakoni et al.，2001）；谱方法（An et al.，

2014）；内外对偶法（Lechleiter et al.，2015）；有限元方法（Argyris元、连续有限元和混合有限元）（Colton et al.，

2016）；多级修正方法（Xie et al.，2017）；基本解法（Kleefeid et al.，2018）；Gong et al.（2020）将各向异性介质的

传输特征值问题表述为全纯Fredholm算子函数的特征值问题，利用拉格朗日有限元进行离散化；一致性有

限元方法（Li et al.，2023）；Liu et al.（2023）通过引入辅助变量和有限元离散化有效解决了各向异性介质的

Helmholtz方程的传输特征值问题 .

对于具有部分涂层边界的传输特征值问题，Harris（2019）研究了具有部分涂层边界的介质的两种传输

特征值问题，证明了无限个实特征值的存在性 . 然而，关于全涂层内部反散射的传输特征值问题还未得到解

决，本文针对该问题展开研究 .

1 传输特征值问题

1. 1　数学模型

在本文中，主要考虑以下传输特征值问题：
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∇ ⋅ A∇w + k2nw = 0，                      在R d \-D 中，

Δv + k2 v = 0 ，                                   在R d \-D 中，

w - ( )v + iη ∂v
∂ν = 0 ，                     在∂D上，     

∂w
∂νA - ∂v

∂ν = 0 ，                                 在∂D上，

lim
r → ∞ r

d - 1
2 ( )∂w

∂r - ikw = 0，       
lim
r → ∞ r

d - 1
2 ( )∂v

∂r - ikv = 0， 

（1）

其中D ∈ R d，d = 2，3是一个具有Lipschitz边界 ∂D的单连通有界区域，ν是 ∂D的单位外法向量，折射率矩阵

A ( x ) ∈ R d × d 是对称正定的，折射率 n ( x ) > 0 是有界的，表面电导率 η = η ( x ) ∈ C ( ------∂D ) 满足所有 x ∈ ∂D有

η ( x ) ≥ η0 > 0，η0是一个正常数 . 此外，假设在R d \BR中 A ≡ I，n ≡ 1，并且它与D中的介质具有相同的波数，其

中BR是一个以原点为中心，以R为半径的大球，包含
-D.

定义1 若传输特征值问题（1）有非平凡解w和 v，那么 k的值被称为外部传输特征值 .

1. 2　重建传输特征值的四阶公式

首先引入一个足够大的人工边界BR，是一个以原点为中心，以R为半径的球，包含
-D，将外部传输特征值

问题重写为有界域BR \-D中的等效问题 . 即寻找w，v ∈ H 1(BR \-D )满足
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∇ ⋅ A∇w + k2nw = 0 ，                       在BR \-D 中，

Δv + k2 v = 0，                                      在BR \-D 中，

w - ( )v + iη ∂v
∂ν = 0，                        在∂D 上，    

∂w
∂νA - ∂v

∂ν = 0 ，                                   在∂D 上，

∂w
∂ν = Tkw，                                           在∂BR上，

∂v
∂ν = Tk v，                                             在∂BR 上，

lim
r → ∞ r

d - 1
2 ( )∂w

∂r - ikw = 0，    
lim
r → ∞ r

d - 1
2 ( )∂v

∂r - ikv = 0 ，  

（2）
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其中 Tk：H
1
2 (∂BR ) → H- 1

2 (∂BR )是外部 Dirichlet-to-Neumann 算子（Cakoni et al.，2014a，2014b），且在上述文献

中已经证明Dirichlet-to-Neumann算子是有界线性算子 .

本文的核心思想是通过引入辅助变量，然后将问题（2）改写为四阶微分方程的特征值问题 . 取 w，v ∈ 

H 1(BR \-D )满足问题（2），对变量进行以下替换

W = A∇w ∈ L2( )BR \-D 2
，        V = ∇v ∈ L2(BR \-D ) 2.

假设A-1存在且有界，那么∇w = A-1W. 分别对问题（2）中第一个和第二个式子作用∇，可得

∇ (∇ ⋅ W ) + k2A-1W = 0，    在BR \-D 中，  （3）

∇ (∇ ⋅ V ) + k2V = 0，           在BR \-D 中. （4）

引入辅助变量 u͂ ≔ A∇w - ∇v和λ = k2，假设(A-1 - I ) -1
存在，可得

(∇∇ ⋅ +k2A-1 ) (A-1 - I ) -1(∇∇ ⋅ u͂ + k2 u͂) = 0，             在BR \-D 中.
由问题（2）中第一个边界条件可得

∇ ⋅ (W - V ) = ∇ ⋅ (A∇w ) - ∇ ⋅ (∇v ) = -k2w + k2 v = -k2 iη ∂v
∂ν，     在∂D上 .

由问题（2）中第二个边界条件可以得出在∂D上有ν ⋅ W = ν ⋅ V.

引入Sobolev空间H (div，BR \-D ) ≔ { u ∈ L2(BR \-D ) 2 ： ∇ ⋅ u ∈ L2(BR \-D )}，
H0 (div，BR \-D ) ≔ { u ∈ H (div，BR \-D ) ： ν ⋅ u = 0   on ∂D}.

对于 (ϕ，φ ) ∈ H 1 (BR \-D ) × H (div，BR \-D ) 有
∫
BR \-D
ϕ divφdx + ∫

BR \-D
∇ϕ ⋅ φdx = ∫∂(BR \-D )

ϕφ ⋅ νds.
由于 u͂ = W - V，可以将问题（2）改写为存在一个 u͂ ∈ H0 (div，BR \-D ) 且满足下面四阶方程的等价特征值

问题：
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( )∇∇ ⋅ +k2A-1 ( )A-1 - I
-1( )∇∇ ⋅ u͂ + k2 u͂ = 0，              在BR \-D 中，

∇ ⋅ u͂ = -k2 iη ∂v
∂ν，                                                                 在∂D上. （5）

用式（3）减去式（4）得

W = - 1
k2 (A-1 - I ) -1(∇∇ ⋅ u͂ + k2 u͂)，          V = - 1

k2 (A-1 - I ) -1(∇∇ ⋅ u͂ + k2A-1 u͂) .
1. 3　传输特征值的变分形式

用函数 φ̄ ∈ H0(div，BR \-D )去乘四阶方程，并利用问题（5）和边界条件 |ν ⋅ φ̄ ∂D = 0可以推出

0 = ∫
BR \-D

[ ]( )∇∇ ⋅ +k2A-1 ( )A-1 - I
-1( )∇∇ ⋅ u͂ + k2 u͂ ⋅ φ̄ dx

   = ∫
BR \-D

(A-1 - I ) -1(∇∇ ⋅ u͂ + k2 u͂) ⋅ (k2A-1 φ̄)dx + ∫
BR \-D

[ ]∇∇ ⋅ ( )A-1 - I
-1( )∇∇ ⋅ u͂ + k2 u͂ ⋅ φ̄ dx

   = ∫
BR \-D

(A-1 - I ) -1(∇∇ ⋅ u͂ + k2 u͂) ⋅ (k2A-1 φ̄)dx - ∫
BR \-D

[ ]∇ ⋅ ( )A-1 - I
-1( )∇∇ ⋅ u͂ + k2 u͂ ( )∇ ⋅ φ̄ dx

   + ∫
∂BR

[ ]∇ ⋅ ( )A-1 - I
-1( )∇∇ ⋅ u͂ + k2 u͂ (ν ⋅ φ̄)ds - ∫

∂-D
[ ]∇ ⋅ ( )A-1 - I

-1( )∇∇ ⋅ u͂ + k2 u͂ (ν ⋅ φ̄)ds
   = ∫

BR \-D
( )A-1 - I

-1(∇∇ ⋅ u͂ + k2 u͂) ⋅ (∇∇ ⋅ φ̄)dx + ∫
BR \-D

( )A-1 - I
-1(∇∇ ⋅ u͂ + k2 u͂) ⋅ (k2A-1 φ̄)dx

  - ∫
∂BR

[ ]( )A-1 - I
-1( )∇∇ ⋅ u͂ + k2 u͂ ( )∇ ⋅ φ̄ ⋅ νds + ∫

∂-D
[ ]( )A-1 - I

-1( )∇∇ ⋅ u͂ + k2 u͂ ( )∇ ⋅ φ̄ ⋅ νds
   = ∫

BR \-D
( )A-1 - I

-1(∇∇ ⋅ u͂ + k2 u͂) ⋅ (k2A-1 φ̄ + ∇∇ ⋅ φ̄)dx + k2 ∫
∂BR

(ν ⋅ W ) ( )∇ ⋅ φ̄ ds - k2 ∫
∂-D
(ν ⋅ W ) ( )∇ ⋅ φ̄ ds.
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根据Sommerfeld辐射条件可以得出

0 = lim
R → ∞ ∫∂BR

|
|
||||

|
|
|||| ∂w

∂r - ikw
2
ds = lim

R → ∞ ∫∂BR( )|
|
||||

|
|
|||| ∂w

∂r
2

+ k2 || w 2 - 2k Im ( )w̄ ∂w
∂r ds.

根据格林公式以及问题（2）中的第二个式子可以得出

Im ∫∂BR
w̄ ∂w

∂r ds = 0.

由此可以推出

lim
R → ∞ ∫∂BR

| w |2 ds = 0.
所以应用Rellich定理可以得出w = 0在R d \-D上 .

由问题（5）中的第二个式子和第二个边界条件可得

∫∂D( )ν ⋅ W (∇ ⋅ φ̄)ds = ∫∂D( )ν ⋅ V (∇ ⋅ φ̄)ds = ∫∂D( )i
k2η

∇ ⋅ u͂ (∇ ⋅ φ̄)ds.
因此，原问题的变分形式如下： 找到 u͂ ∈ H0(div，BR \-D )使

∫
BR \-D( )A-1 - I

-1(∇∇ ⋅ u͂ + k2 u͂) (∇∇ ⋅ φ̄ + k2A-1 φ̄)dx - i
η ∫∂D( )∇ ⋅ u͂ (∇ ⋅ φ̄)ds = 0. （6）

设矩阵是A ( x ) ∈ R d × d正定的，其矩阵范数定义为 A = sup
ξ ≠ 0

 Aξ 2   ξ 2，其中 ⋅ 2 表示向量的 l2 范数 . 

相应地A-1的范数定义为

 A-1 = 1
inf
ξ ≠ 0

 Aξ 2
 ξ 2

 .

引理 1 假设 k* ≔ inf inf
x ∈ BR \-D  ξ ∈ R d， ξ 2 = 1 ( ξTA ( x) ξ )和 k* ≔ sup sup

x ∈ BR \-D   ξ ∈ R d， ξ 2 = 1
( )ξTA ( )x ξ 满足 0 < k* ≤ k* < 1或 1 <

k* ≤ k* < +∞，由紧算子的谱理论，可以得到以下结论：

（i）全涂层非均匀介质内部反散射传输特征值集是至多离散的且0不是它的聚点；

（ii）若将 κ1 (Ω) 表示为 Ω 上 -Δ 的第一个狄利克雷特征值，设 k = λ2 为实传输特征值，则有下面结论

成立：

λ
κ1 (Ω) ≥ ì

í
î

ïï
ïï

 A-1 -1
，     k* < 1，    

1，                 k* > 1.
1. 4　等价稳定线性特征值问题

在本节中，我们将四阶问题改写为等价稳定线性特征值问题 . 分别在 k* < 1或k* > 1这两种情况下考虑

这个问题 . 为简单起见，本文只考虑 k* < 1，因为 k* > 1类似 .

对于问题（6）的特征对 (λ，u͂)，令 P = (A-1 - I ) -1
，引入辅助变量 y͂ = λu͂和 p͂ = P∇∇ ⋅ u͂ + ( I + P ) y͂，那么

对于任意的 v͂ ∈ H0(div，BR \-D )，z͂ ∈ L2(BR \-D ) 2
，q͂ ∈ L2(BR \-D ) 2

，有

ì
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( )P∇∇ ⋅ u͂，∇∇ ⋅ v͂ + ( )Py͂，∇∇ ⋅ v͂ - i
η ( )∇ ⋅ u͂，∇ ⋅ v͂ ∂D = λ( )∇ ⋅ u͂，∇ ⋅ v͂ - λ( )p͂，v͂ ，

( )P∇∇ ⋅ u͂，z͂ + ( )( )I + P y͂，z͂ - ( )p͂，z͂ = 0，
-( )y͂，q͂ = -λ( )u͂，q͂ .

（7）

定义

L͂2( )BR \-D ≔ ( )L2( )BR \-D 2
，   L02( )BR \-D ≔ { }τ ∈ L2( )BR \-D  ： ( )τ，1 = 0 ，   H͂ 10 ( )BR \-D ≔ H 10 ( )BR \-D ⋂ L02( )BR \-D ，

H͂ 1( )BR \-D ≔ H 1( )BR \-D ⋂ L02( )BR \-D  ，           ∇H͂ 1( )BR \-D ≔ { }∇τ ： τ ∈ H͂ 1( )BR \-D ，

(∇H͂ 1(BR \-D ) )⊥ ≔ {z ∈ L͂2(BR \-D ) ： (∇w，z ) = 0，∀w ∈ H͂ 1(BR \-D )}.
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因为∇H͂ 1(BR \-D )在 L͂2(BR \-D )是闭的，则 L͂2(BR \-D ) = ∇H͂ 1(BR \-D )⊕(∇H͂ 1(BR \-D ) )⊥
.

取

∇r ∈ ∇H͂ 1(BR \-D )，                (∇r )⊥ ∈ (∇H͂ 1(BR \-D ) )⊥
，

使得 p͂ = ∇r + (∇r )⊥
.

同理，取

∇s ∈ ∇H͂ 1(BR \-D )，                  (∇s)⊥ ∈ (∇H͂ 1(BR \-D ) )⊥
，

使得 p͂ = ∇s + (∇s)⊥
. 那么有
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( )P∇∇ ⋅ u͂，∇∇ ⋅ v͂ + ( )Py͂，∇∇ ⋅ v͂ - i
η ( )∇ ⋅ u͂，∇ ⋅ v͂ ∂D = λ( )∇ ⋅ u͂，∇ ⋅ v͂ - λ( )∇r + ( )∇r ⊥

，v͂ ，

( )P∇∇ ⋅ u͂，z͂ + ( )( )I + P y͂，z͂ - ( )∇r + ( )∇r ⊥
，z͂ = 0，

-( )y͂，∇s + ( )∇s ⊥ = -λ( )u͂，∇s + ( )∇s ⊥ .
（8）

任意地选取 v͂ ∈ H0(div，BR \-D )使得((∇r )⊥
，v͂) = 0.
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( )P∇∇ ⋅ u͂，∇∇ ⋅ v͂ + ( )Py͂，∇∇ ⋅ v͂ - i
η ( )∇ ⋅ u͂，∇ ⋅ v͂ ∂D = λ( )∇ ⋅ u͂，∇ ⋅ v͂ - λ( )∇r，v͂ ，

( )P∇∇ ⋅ u͂，z͂ + ( )( )I + P y͂，z͂ - ( )∇r，z͂ = 0，
-( )y͂，∇s = -λ( )u͂，∇s .

引入 ϕ = ∇ ⋅ u͂，ψ = ∇ ⋅ v͂，将问题转化为线性特征值问题：找到 λ ∈ C和 (ϕ，y͂，r ) ∈ V，使得对任意的

(ψ，z͂，s) ∈ V，有
ì

í

î
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ï
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ï

( )P∇ϕ，∇ψ + ( )Py͂，∇ψ - i
η ( )ϕ，ψ ∂D = λ( )ϕ，ψ + λ( )r，ψ ，

( )P∇ϕ，z͂ + ( )( )I + P y͂，z͂ - ( )∇r，z͂ = 0，
-( )y͂，∇s = λ( )ϕ，s .

（9）

令

 ( )ϕ，y͂   D = (   ϕ 2
 1，BR \-D +  y͂ 2

 0，BR \-D ) 12
，       ( )ϕ，y͂，r   V = ( ϕ  2

 1，BR \-D +  y͂  2
 0，BR \-D +  r  2

 1，BR \-D ) 12
，

其中D ≔ H͂ 10 ( )BR \-D ⋂ L͂2( )BR \-D 和V ≔ H͂ 10 ( )BR \-D ⋂ L͂2( )BR \-D ⋂ H͂ 1( )BR \-D 都是希尔伯特空间，

 ϕ  
 1，BR \-D = ( ) ϕ  2

 L2 (BR \-D ) +  ∇ϕ  2
 L2 (BR \-D )

1
2
，              y͂  

 0，BR \-D =  y͂  
 L2 (BR \-D ) .

定义4种双线性型如下：

        a ((ϕ，y͂ )，(ϕ，y͂ ) ) ≔ (P∇ϕ，∇ϕ) + (Py͂，∇ϕ) + (P∇ϕ，y͂ ) + (( I + P ) y͂，y͂ ) - i
η (ϕ，ϕ) ∂D，

                    b ((ϕ，y͂ )，s) ≔ -( y͂，s)，   (ϕ，y͂ ) ∈ D，   s ∈ H͂ (BR \-D )，
aV((ϕ，y͂，r )，(ψ，z͂，s) ) ≔ (P∇ϕ，∇ψ) + (Py͂，∇ψ) + (P∇ϕ，z͂ ) + (( I + P ) y͂，z͂ ) - i

η (ϕ，ψ) ∂D - (∇r，z͂ ) - ( y͂，∇s)，
bV((ϕ，y͂，r )，(ψ，z͂，s) ) ≔ (ϕ，ψ) + ( r，ψ) + (ϕ，s)， 

其中(ϕ，y͂，r ) ∈ V， (ψ，z͂，s) ∈ V，并且a，b，aV，bV是对称的、连续的和有界的 .

定义算子TV ：V → V如下：

aV(TV(ϕ，y͂，r )，(ψ，z͂，s) ) = bV((ϕ，y͂，r )，(ψ，z͂，s) )，   ∀ (ψ，z͂，s) ∈ V. 

5
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引理2 算子TV：V → V是适定的且是V上的紧算子 .

证明 设 P
^ = P + k* I，因此存在正常数C，

a ((ϕ，y͂ )，(ϕ，y͂ ) ) = (P∇ϕ，∇ϕ) + (Py͂，∇ϕ) + (P∇ϕ，y͂ ) + (( I + P ) y͂，y͂ ) - i
η (ϕ，ϕ) ∂D

                             ≥ (1 - k* ) y͂  2
 0，BR \-D + k*(1 - k* ) / (1 - k* ) (2 - k* ) ∇ϕ  2

 0，BR \-D

                             ≥ C ( y͂  2
 0，BR \-D +  ϕ  2

 1，BR \-D ) .
取 s ∈ H͂ 1(BR \-D )，令 y = -∇s，有(y，-∇s) =  y͂  0，BR \-D ∇s  0，BR \-D ≥ C y͂  0，BR \-D s  1，BR \-D.

极限上确界条件 inf
s ∈ H 1 sup

( )ϕ，y͂ ∈ D

b ( )( )ϕ，y͂ ，s

 s 1，BR \-D( ) y͂  0，BR \-D +  ϕ  1，BR \-D

≥ C > 0成立 .

根据Brezzi理论，存在唯一的(ϕ，y͂，r )使得

a ((ϕ，y͂ )，(φ，z͂ ) ) + b ((φ，z͂ )，r ) = f (φ，z͂ )，        b ((ϕ，y͂ )，s) = g ( s)，
 ( )ϕ，y͂  D +  r  2

 1，BR \-D
≤ C (   f

D'，BR \-D +  g  -1，BR \-D )，
其中 f ∈ D'，g ∈ H-1( )BR \-D ，D'和H-1( )BR \-D 分别为D和H 10 ( )BR \-D 的对偶空间，且范数

 f
D'，BR \-D = sup

 ( )ϕ，y͂
D

= 1
|| f ( )ϕ，y͂ ，                  g  -1，BR \-D = sup

 s 1，BR \ D̄ = 1
|| g ( s) .

因此，给定(ϕ，y͂，r ) ∈ V，TV(ϕ，y͂，r )是被唯一定义的，且满足

 TV( )ϕ，y͂，r  V ≤ C (   ϕ  -1，BR \-D +  r  -1，BR \-D ).
设{ }ϕi，yi，ri 是V中的有界序列 .因为有界序列必有收敛的子序列，则存在子序列{ }ϕij，yij，rij ，使得{ } ϕij ，

{ } rij 是L2(BR \-D )中的两个收敛的柯西列 . 因此根据算子的定义{ }TV( )ϕij，yij，rij 是V中的柯西列，并存在极限 .

因此，TV：V → V是适定的且是V上的紧算子 .

定义 2 引入符号⋜来表示复数的一个顺序 . 令 ck = ρkeiθk，k = 1，2，是两个复数，且 ρk ≥ 0，0 ≤ θk < 2π. 

那么 c1 ⋜ c2当且仅当以下任意一项成立：

（i） ρ1 = ρ2 = 0；
（ii） ρ1 < ρ2；

（iii） ρ1 = ρ1 ≠ 0且 θ1 ≥ θ2.

显然，若 c1 ⋜ c2，c2 ⋜ c3，则 c1 ⋜ c3 .
引理 3 根据代数重数计算算子 TV 和问题（7）的特征值，可以以有限或无限序列列出如下：

0 ⋜ ⋯ ⋜ u2 ⋜ u1和0 ⋜ λ1 ⋜ λ2 ⋜ ⋯. 此外，对任意 i ∈ N+，都使得若ui ≠ 0，λiui ≠ 1成立 .

证明 根据紧算子的谱理论，紧算子的特征值是可数的 . 设λi是问题（7）的一个特征值，ui是 TV的一个

非零特征值，对应的特征向量为 xi，即TVxi = ui xi.
由问题（7）及（8）得

ui[λi((ϕ，ψ) + ( r，ψ) + (ϕ，s) ) ] = λiui((ϕ，ψ) + ( r，ψ) + (ϕ，s) ) = (ϕ，ψ) + ( r，ψ) + (ϕ，s) .
因此，对任意 i ∈ N+，都使得若ui ≠ 0，λiui ≠ 1成立 .

定理1 特征值问题（6）与（9）等价 .

证明 设 (λ，(ϕ，y͂，r ) ) 是传输特征值问题（9）的特征对，令 y͂ ∈ H0(div，BR \-D )，ϕ = ∇ ⋅ ( y͂/λ) 和 ∇r =
P∇ϕ + ( I + P ) y͂，设 u͂ = y͂/λ，则易得(λ，y͂/r )是传输特征值问题（6）的特征对 .

另一方面，如果 (λ，u͂)是问题（6）的特征对，那么选择唯一的 r ∈ H͂ 1(BR \-D )使得 ∇r = P∇∇ ⋅ u͂ + λ( I +
P ) u͂，(∇ ⋅ u͂，λu͂，r ) ∈ V且(λ，(∇ ⋅ u͂，λu͂，r ) )是问题（9）的解 .

6
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2 传输特征值问题的离散化方案

设{Τh}为 2维中形状为规则三角形网格或 3维中的四面体，使得
- -- ----- --
BR \-D = ∪

K ∈ Τh

-K. 据此，将有限元空间定义

如下：

Γh表示为BR \-D上的线性元素空间，进一步定义

Γ͂h ≔ Γh ∩ L2
0 (BR \-D )，      Γh0 ≔ Γh ∩ H 1

0 (BR \-D )，       Γ͂h0 ≔ Γh0 ∩ L2
0 (BR \-D )，

C͂h ≔ (Ch ) d是BR \-D上向量分段常数有限元空间 .

离散化混合特征值问题采用如下形式：找到 λh ∈ C和 (ϕh，y͂h，rh ) ∈ Vh ≔ Γ͂h0 × C͂h × Γ͂h，使得对任意的

(ψh，z͂h，sh ) ∈ Vh，
ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

( )P∇ϕh，∇ψh + ( )Py͂h，∇ψh - i
η ( )ϕh，ψh ∂D = λ( )ϕh，ψh + λ( )rh，ψh ，

( )P∇ϕh，z͂h + ( )( )I + P y͂h，z͂h - ( )∇rh，z͂h = 0，
-( )y͂h，∇sh = λ( )ϕh，sh .

（10）

对于离散化问题（10）的适定性，我们提出以下引理：

引理4 存在一个常数C，对于Vh一致的成立

inf
( )ϕh，y͂h，rh ∈ Vh

 sup
( )ψh，z͂h，sh ∈ Vh

aV( )( )ϕh，y͂h，rh ，( )ψh，z͂h，sh

 ( )ϕh，y͂h，rh  V ( )ψh，z͂h，sh  V
≥ C > 0 . （11）

定义算子TVh ： V → Vh如下：

aV(TVh(ϕ，y͂，r )，(ψh，z͂h，sh ) ) = bV((ϕ，y͂，r )，(ψh，z͂h，sh ) )，   ∀ (ψh，z͂h，sh ) ∈ Vh.
和算子SVh ： V → Vh如下：

aV(SVh(ϕ，y͂，r )，(ψh，z͂h，sh ) ) = aV((ϕ，y͂，r )，(ψh，z͂h，sh ) )，   ∀ (ψh，z͂h，sh ) ∈ Vh.
根据有限元标准理论，我们可以得出关于紧算子的近似的基本结果 .

引理5 在稳定条件（11）下，

（i） SVh是从V → Vh的适定的幂等算子；

（ii） 近似值保持  SVh( )ϕ，y͂，r - ( )ϕ，y͂，r  V ≤ C inf
( )ψh，z͂，sh

 ( )ϕh，y͂h，rh - ( )ψh，z͂h，sh  V；

（iii） 如果∀ (ϕ，y͂，r ) ∈ V，当h → 0时有 SVh( )ϕ，y͂，r - ( )ϕ，y͂，r  V → 0，那么 TVh - TV  V → 0，h → 0；
（iv） 算子TVh是适定的且在Vh ⊂ V中是紧的 .

引理 6 设{TVh}是 V上一系列紧算子，使得当 h → 0时， TVh - TV  V → 0. 对任意 i ∈ N+，TVh的特征值可

以被排序为 0 ⋜ ⋯ ⋜ u2，h ⋜ u1，h，且 lim
h → 0 ui，h = ui，问题（10）的特征值可以被排序为 0 ⋜ λ1，h ⋜ λ2，h ⋜ ⋯ 且

lim
h → 0 λi，h = λi. 更多地，若ui，h ≠ 0，λi，hui，h ≠ 1.

定义3 W ≔ L2(BR \-D ) × L~ 2(BR \-D ) × L2(BR \-D )，0 ⋜ λ1 ⋜ λ2 ⋜ ⋯是问题（6）的特征值，0 ⋜ λ1，h ⋜ λ2，h ⋜ ⋯
是问题（10）的特征值，对应地，我们定义N (λi )和N (λi，h )分别为问题（6）和（10）的特征值λi和λi，h对应的特

征空间 . N (λi )和N (λi，h )之间的差距定义为

δ̂ (N (λi )，N (λi，h ) ) ≔ max ( δ̂ (N (λi )，N (λi，h ) )，δ̂ (N (λi，h )，N (λi ) ) )，
其中 δ (N (λi )，N (λi，h ) ) ≔ sup

ς ∈ N ( )λi ，  ς W = 1
dist (ς，N (λi，h ) )，且对任意 ς = (ς1，ς2，ς3 ) ∈ W， ς

W
≔ ( )∑

i = 1

3
 ςi

2
L2 (BR \ D̄ )

1
2
.

引理 7 对于任意的 i ∈ N+，存在于一个独立于 h的常数C，使得对于足够小的 h，有 δ̂ (N (λi )，N (λi，h ) ) ≤

7
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C






|( )IV - SV

N ( )λi  W
，其中 IV是V上的恒等算子 .

离散化问题（10）可以用Vh执行 .

定 理 2 对 于 任 意 的 i ∈ N+，如 果 N (λi ) ⊂ (H 2(BR \-D ) × H 1( )BR \-D d × H 2(BR \-D ) ) ∩ V，那 么

δ̂ (N (λi )，N (λi，h ) ) ≤ C (N (λi ) ) h和| λi - λi，h | ≤ Ch2.

证明 由于N (λi )是有限维的，在它上面的任意两个范数都是等价的 .

令 ne0，nt，ne分别为 Γh 0，C͂h，Γh的维数，对应地，{φ1，φ2，⋯，φne0}，{χ1，χ2，⋯，χnt}，{φ1，φ2，⋯，φne}是其对应

的有限元基 . 因此有

ϕh = ∑
i = 1

ne 0

wi φi，   y͂h = ∑
i = 1

nt

ηi χ͂i，      rh = ∑
i = 1

ne

γi φi. （12）

且w = [w 1，w 2，⋯，w ne0
] T
，η = [η 1，η 2，⋯，η nt ]

T
，γ = [ γ 1，γ 2，⋯，γ ne ]

T. 我们进一步得出刚度、质量和对流矩

阵如表1所示 .

此外，在离散设置中，ϕh和 rh的零平均值意味着

(ϕh，1) = ∑
i = 1

ne 0

wi(φi，1) = αTw = 0，        ( rh，1) = ∑
i = 1

ne

γi(φi，1) = βTγ = 0， （13）

其中α = é
ë(φ1，1)，(φ2，1)，⋯，(φne0，1)ùû

T
，β = [ (φ1，1)，(φ2，1)，⋯，(φne，1) ] T.

通过引入拉格朗日乘数σ和 ς来考虑约束条件（13），将条件（12）和（13）分别乘以σ和 ς，代入问题（10），

离散化得到广义特征值问题

Κz = λΜz， （14）

其中

Κ =
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

úKp + C Fp 0 α 0
F T
p MP -G 0 0
0 -G 0 0 β

αT 0 0 0 0
0 0 βT 0 0

，     Μ =
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

úX 0 Y 0 0
0 0 0 0 0
Y T 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

，      z =
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

úw
η

γ

σ
ς

.

在本文中，仅要求GEP（14）的几个最小实特征值作为近似传输特征值 .

表1　刚度、质量和对流矩阵

Table 1 Stiffness， mass and convection matrices

矩阵

Kp

FP

Mp

G

X

Y

C

维数

ne0 × ne0

ne0 × nt

nt × nt
nt × ne
ne0 × ne0

ne0 × ne
ne0 × ne0

（i，j）元的定义

(P∇φj，∇φi )
(Pχ͂ j，∇φi )

(( I + P ) χ͂ j，χ͂i )
(∇φi，χ͂ j)
(φj，φi )
(φj，φi )

- i
η (φj，φi ) ∂D

8
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3 预处理GEP

令 n̂t = nt  d，定义Mp = ( I + P ) ⊗ In̂t是一个块对角矩阵，且M -1
p

= ( I + P ) -1 ⊗ I n̂t.定义以下可逆矩阵

W =
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

úI -FpM -1
p 0 0 0

0 GTM -1
p I 0 0

0 0 0 I 0
0 0 0 0 I
0 I 0 0 0

.

GEP（14）等价于

(WΚW T ) (W -T z ) = λ(WΜW T ) (W -T z )， （15）

其中WΚW T =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

úK̂ F̂ α 0 0

F̂T Ĝ 0 β 0

αT 0 0 0 0
0 βT 0 0 0

0 0 0 0 Mp

≔ ℜ̂⊕Mp， WMW T =
é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

úX Y 0 0 0
Y T 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

≔ M̂⊕0，

K̂ = Kp + C - FpM -1
p
F T

p
，          F̂ = FpM -1

p
G，            Ĝ = -GTM -1

p G. （16）

接下来，我们考虑以下广义特征值问题

K̂ẑ = λM̂ẑ， （17）

其中 ẑ = [w，γ，σ，ς] T
.

基于以上的分析，我们有以下的结论：

定理 3 GEP（14）和 GEP（17）有相同的非无限特征值，且 Spec ( K̂，M̂ ) = Spec (K，M ) \{∞}nt
k = 1，其中

Spec ( K̂，M̂ )表示线性束 K̂ - λM̂的特征值的集 .

证明 根据上述预处理过程可以得出GEP（14）和GEP（17）有相同的特征值 . 根据GEP（15）的块结构和

GEP（17）的定义，该定理明显成立 .

定理4 式（16）中矩阵项 K̂，F̂，Ĝ的显式给出如下

( K̂ )
ij

= (P∇φj，∇φi ) - (P ( I + P ) -1
P∇φj，∇φi ) - i

η (φj，φi ) ∂D = (A∇φj，∇φi )，  i，j = 1，2，⋯，ne0，

( )F̂
ij

= ( )P ( )I + P
-1∇φj，∇φi = ( )A∇φj，∇φi ，  i = 1，2，⋯，ne0， j = 1，2，⋯，ne，

( )Ĝ
ij

= -( )( )I + P
-1∇φj，∇φi = ( )( )A - I ∇φj，∇φi ，  i，j = 1，2，⋯，ne.

上述的过程明显减少了GEP的规模，降低了计算的难度，且定理 5表示式（16）中的 K̂，F̂，Ĝ可以直接组

装，无需在其形式中进行任何矩阵乘法 . K̂，F̂，Ĝ的稀疏性与KP相似，这意味着GEP（17）除了矩阵大小显著

减小外，仍然是稀疏的 . 这一特性使得在实际计算中所需的内存和时间要减少很多 .

4 结 论

本文主要讨论了非均匀介质内部反散射的传输特征值问题，并且利用混合有限元将其离散化，为解决

传输特征值问题提供了一种高效的计算方法 . 本文的关键理论结果是，所提出的混合公式等价于原问题而

不引入任何伪特征值，通过理论分析证明了解算子的有界性与紧性，确保了离散特征值的收敛性 . 所提出的

离散化方案易于实现且有坚实的理论基础，预处理技术显著降低了计算复杂度，为三维非凸域的实际应用

提供了可行方案 . 在未来计划将该方案推广到其他类型的传输特征值问题，比如弹性波和Maxwell方程中

的传输特征值问题 .
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